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Vorwort. 

In  den  Lehrbüchern  der  Differential-  und  Integrabechnnng, 
die  für  die  Zwecke  der  Ingenieure  gedacht  sind,  finden  auch  die 
IMfFerentialgleichungen  Berücksichtigung.  Zumeist  gehen  jedoch 
diese  Lehrbücher  über  eine  Anfangseinführung  in  die  Theorie 
der  Differentialgleichungen  nicht  hinaus,  so  daß  der  Lernende 
nur  einen  flüchtigen  Überblick  über  das  Gebiet  erhält. 

Femer  werden  die  numerischen,  graphischen  und  mechani- 
schen Verfahren  zur  Lösung  von  Differentialgleichungen  in  der 
vorhandenen   Lehrbuchliteratur  fast  gar    nicht    berücksichtigt. 

Hiervon  ausgehend  habe  ich  versucht,  die  Lehre  von  den 
Differentialgleichungen,  soweit  sie  für  den  Ingenieur  von  Be- 
deutung ist,  im  Zusammenhang  an  wichtigen  technischen  und 
physikalischen  Beispielen  darzustellen. 

Ursprünglich  hatte  ich  die  Absicht,  die  Differential-  und 
Int^ralrechnung  überall  in  dem  Werke  als  bekannt  voraus- 
zusetzen. Bald  zeigte  es  sich  jedoch  als  zweckmäßig,  eine  kurze 
Darl^^ung  zur  Verständigung  vorauszuschicken,  die  als  Ab- 
schnitt I  erscheint.  Hier  habe  ich  den  Versuch  gemacht,  zuerst 
den  Integralb^riff  zu  erörtern  und  dann  erst  zum  Differential- 
quotienten überzugehen,  da  mich  die  Anknüpfung  an  den  Flächen- 
inhalt und  an  den  Summenb^nff  anschaulicher  dünkt  als  die 
Anknüpfung  an  die  Kurventangente,  über  deren  ixmeren  Zweck 
der  Lernende  zunächst  im  unklaren  bleibt. 

Abgesehen  von  den  so  gewoimenen  Grundtatsachen  der 
Differential-  und  Integralrechnung  werden  im  Verlaufe  des 
Buches  eine  Reihe  von  Formeln  benutzt,  deren  Ableitung  mit 
Rücksicht  auf  den  verfügbaren  Raum  nicht  gegeben  werden 
konnte.  Diese  der  Differential-  und  Integralrechnung  entnonunenen 
Ansätze  habe  ich  als  rechnerisches  jedem  zur  Verfügung  stehendes 
Handwerkszeug  betrachtet,  zu  welchem  Standpunkt  ich'  mich 
berechtigt  glaube,  da  es  sich  fast  ausschließlich  um  Tatsachen 


IV  Vor^'ort. 

handelt,  die  im  Taschenbuch  Hütte  nachgeschlagen  werden 
können.  In  den  Anmerkungen  habe  ich  die  betreffenden  Stellen 
der  Hütte  zitiert.  Ich  möchte  hier  nicht  verfehlen,  die  mathe- 
matische Formelsammlung  der  Hütte  als  nach  meinen  Erfahrungen 
recht  geschickt  ausgewählt  zu  bezeichnen.  Ansätze,  die  die 
Hütte  nicht  gibt,  sind  ebenfalls  in  den  Anmerkungen  nach 
ihren  Quellen  namhaft  gemacht. 

Bei  der  Behandlung  des  eigentüchen  Themas  des  Buches 
habe  ich  mich  zunächst  der  üblichen  Einteilung  der  Differential- 
gleichungen in  gewöhnhche  und  partielle  angeschlossen.  Iimer- 
halb  dieser  Einteilung  werden  die  exakten  Transformations-  und 
Substitutionsmethoden  dargelegt  und  auf  zahlreiche  Beispiele 
der  Technik  und  Physik  angewendet. 

Da  ich  möglichst  alle  für  Aufgaben  des  Ingenieurwesens 
wichtigen  Methoden  bringen  wollte,  habe  ich  mich  veranlaßt 
gesehen,  die  Reihenentwickelungen  nach  Frobenius  nebst  der 
damit  in  Zusammenhang  stehenden  Ermittlung  der  logarithmen- 
behafteten Int^rale  linearer  Differentialgleichungen  zu  be- 
handeln. Bekanntüch  werden  diese  Verfahren  in  der  Behälter- 
theorie gebraucht.  Daneben  werden  einige  Fragen,  die  mit  der 
Technik  nicht  in  unmittelbarem  Zusammenhang  stehen,  wie 
z.  B.  die  Integration  der  Differentialgleichungen  der  Planeten- 
bewegung, ihres  allgemeinen  Interesses  halber  erörtert. 

Einen  ausgedehnten  Raum  nimmt  die  Besprechung  der 
Instrumente  zur  Ausführung  von  Integrationen  sowie  die  Er- 
örterung graphischer  und  rechnerischer  Annäherungs verfahren  ein. 
Es  ist  wohl  das  erste  Mal,  daß  diese  Stoffe  in  einem  Lehrbuch 
der  Differentialgleichungen  umfangreichere  Behandlung   finden. 

Im  Interesse  der  Anwendungen  sind  auch  die  Differenzen- 
gleichungen wenigstens  in  einem  kurzen  Abriß  aufgenommen 
worden. 

Die  partiellen  Differentialgleichungen  habe  ich  von  einem 
etwas  anderen  Gresichtspunkt  aus  behandelt.  Einerseits  gibt  es 
hier  noch  verhältnismäßig  wenig  Annähenmgs verfahren,  anderer- 
seits berührt  die  eigentliche  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichungen den  Ingenieur  fast  gar  nicht.  Es  handelt  sich  stets 
um  das  Stoffgebiet  der  Differentialgleichungen  der  mathematischen 
Physik.  Der  zweite  Teil  des  Buches  hat  infolgedessen  ein  etwas 
mehr  theoretisches  Gepräge  als  der  erste.     Ich  hoffe  aber,  daß 


Vorwort.  V 

eine  Barstellimg  der  mannigfachen  Operationen,  die  man  mit 
den  partiellen  Differentialgleiobungen  der  Phjrsik  vornehmen 
kann,  auch  Ingenieuren  willkommen  sein  wird.  Die  Gleichungen 
der  Elastizität,  Hydrodynamik  und  Elektrodynamik  sind  ja 
neuerdings  zur  Bewältigung  verwickelter  praktischer  Aufgaben 
imentbehrlich  geworden.  Ich  erinnere  nur  an  die  Lorenz  sehe 
Turbinentheorie  und  an  die  Ausgleichsvorgänge  auf 
elektrischen  Leitungen. 

Sach-  und  Namenregister,  Anmerkungen  und  Angaben  der 
benutzten  und  weiterer  Literatur  nebst  Formel  Verzeichnis  werden, 
wie  ich  glaube,  den  Gebrauch  des  Buches  erleichtem. 

Beim  Abschluß  des  Druckes  ersehe  ich  aus  Nr.  20  der  Zeit- 
schrift des  Vereines  deutscher  Ingenieure,  daß  der  deutsche 
Ausschuß  für  technisches  Schulwesen  in  seinem  fünften  Bericht 
den  gleichen  Anschauungen  Ausdruck  gibt,  die  mir  den  Anstoß 
zur  Abfassimg  dieses  Buches  g^eben  haben,  weshalb  ich  zu  hoffen 
wage,  daß  mein  Werk  als  erster  Versuch,  die  Lehre  von  den 
Differentialgleichungen  in  engeren  Zusammenhang  mit  den  An- 
wendungen zu  bringen,  wenigstens  dem  Grunde  nach  die  Billigung 
der  Fachgenossen  findet. 

Ich  gestatte  mir  auch  an  dieser  Stelle,  Herrn  Dr.  Licht en- 
stein  für  Beratung  zu  §  44  sowie  Herrn  Dr.  K.  W.  Wagner 
für  Namhaftmachung  von  Literatur  zu  §  97  bestens  zu  danken. 

Mein  Koll^e,  Herr  Dipl.-Ing.  Feise,  hat  mich  in  dankens- 
werter Weise  bei  der  Revision  unterstützt. 

Die  Bildstöcke  für  die  beschriebenen  mathematischen  In- 
strumente hat  die  Firma  G.  Coradi  -  Zürich  zur  Verfügung  ge- 
stellt. 

Und  schließHch  gebührt  dem  Herrn  Verleger  für  die  sorg- 
fältige Herstellung  der  Figuren  und  die  Ausstattung  des  Buches 
besondere  Anerkennung. 

Berlin- Siemensstadt,  im  September  1914. 

Dr.  W.  Hort. 
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Erster  Teil. 

Gewöhnliche  DifiPerentialgleichnngen. 

I.  Einleitnng. 

§  1.  Allgemeine  Festsetzungen  fiber  Koordinaten  and  Funktionen. 

Es  gibt  Lehrbaoher  der  Differential-  und  Integrabeohnung 
wie  auoh  der  Differentialgleiohungen,  in  denen  keine  Figuren 
Yorkonunen.  Dies  ist  mög- 
lioh,  weil  geometnBohe  Vor- 
Stellungen  für  den  Aufbau 
der  genannten  Disziplinen 
nioht  unbedingt  erforder- 
lioh  sind. 

ZuTeifellos  erleichtert 
jedooh  der  Gebrauch  geo- 
metrischer  Vorstellungen 
das  Eindringen  in  unsere 
Aufgabe  ungemein^). 

Der  Verständigung 
über  diese  Vorstellungen 
sollen  die  folgenden  Vor- 
bemerkungen dienen. 

I.  Im  recht  wink, 
ligen  Koordinaten. 
System  gibt  es  folgende  Richtungen  (Fig.  1): 

0  +  X  =  Richtung  der  positiven  ar-Achse. 

0  —  J  =  „  „    negativen  rc- Achse. 

0  +  y  =  „  „    positiven  y-Achse. 

0  —  r  =         „  „    negativen  y- Achse, 

sowie  die  Quadranten  I,  II,  III,  IV. 

Hort,  Diflerentialfflelchungen.  ^ 
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Fig.  1.    Die  vier  Quadranten  des 
KoordmateDsystems. 


Einleitung. 


Die  Vorzeichen  der  Koordinaten  eines  Punktes  sind  im 
I.  Quadranten:  +  + 

n.       „         -  + 

III.  „        

IV.  „  +  - 

Der  Keil  l — 2  bezeichnet  den  positiven  Umlaufsinn 
oder  die  positive  Drehrichtung  in  der  ary-Ebene. 
II.  Die  Gleichung 

y  =  fix)  (1) 

wird  gelesen:  Die  Ordinate  y  ist  eine  Funktion  der 
Abszisse  x  oder  kürzer:  y  =  Funktion  x.  Die  Größen  x 
und  y  heißen  die  Variabein,  x  ist  die  unabhängige, 
y  die  abhängige  Variabele.  Die  unabhängige  Variabele 
nennt  man  auch  das  Argument  der  Funktion. 

Die  Funktion  y  = 
f(x)  wird  in  der  xy- 
Ebene  dargestellt  durch 
die  Kurve  C^O  (Fig. 2). 
Man  sagt  auch:  Die 
Kurve  y  = /(ä).  Ande- 
rerseits definiert  jeder 
graphisch  gegebene 

Linienzug  CC  eine 
Funktion  y  von  x,  die 
man  auch  analytisch 
festlegen  kann. 

Besondere  Punkte 
der  Kurve  bzw.  Werte 
der  Funktion  sind: 

/(o)  ist  derjenige 
Funktionswert,  der  sich  ergibt,  wenn  in  der  Funktion  f{x)  das 
Argument  x  =  o  gesetzt  wird.  Graphisch  ergibt  sich  der  Schnitt- 
punkt der  Kurve  .mit  der  y-Achse.  Ergibt  femer  die  Auflösung 
der  Gleichung 

f(x)  =  o  (2) 

nach  X  einen   oder  mehrere  Werte  x  =  x^,  X2 ,  so  sind 

diese  die  Nullpunkte  oder  N u  1 1  s  t  el  1  e  n  der  Funktion.     Gra- 


Fig.  2.    Graphische  Darstelluni;;  einer 
Funktion  und  ihrer  Nullpunkte. 


§  1.    Allgemeine  Festsetzungen  über  Koordinaten  und  Funktionen.      3 


Fig.  3.     Pol  einer  Funktion. 


phisch  erhält  man  die  Sohnittpunkte  der  Kurve  mit  der  o;- Achse. 
Diejenigen  Werte  «,  für' die  der  Fimktionswerty  unendlich  wird, 
heißen  die  Pole  der  Funktion  (Fig.  3).  Die  entsprechende  Kurve 
hat  in  den  Polen  Asymptoten,  die  der  2^-Achse  parallel  sind. 

Die  Punkte  M^  und  M^,  in 
denen  die  Kurve  horizontale 
Tangenten  hat,  nennt  man 
Extremalpunkte.  Die  zu- 
gehörigen Funktionswerte  heißen 
Extreme  der  Funktion. 

E3  gibt  zwei  verschiedene 
Arten  der  Extreme:  Maxima 
(ifi)  und  Minima  (üfj)»  deren 
Rennzeichen  später  besprochen 
werden. 

III.  Die  Funktionen  f{x) 
gliedert  man  in: 

a)  algebraische,  b)  transzendente. 

a)  Die  ersteren  sind  solche  Funktionen  f{x),  die  aus  x  durch 
eine  „begrenzte  Anzahl  von  Anwendungen  der  4  Spezies  und  von 
Wurzelziehungen"  gewonnen  werden.  Sie  zerfallen  in  mehrere 
Unterabteilungen : 

1.  Rationale  ganze  Funktionen,  z.  B. 

2.  Rationale  gebrochene  Funktionen,  z.  B, 

Oq  +  «1  a^  +  «2  ^*  +  %^* 

3.  Irrationale  Funktionen,  z.  B. 

yao  +  aiX  +  Oarc« 
oder 

1  1 

oder 

1 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


—  ■  (7) 

b)  Zu  den  transzendenten  Funktionen  gehören  als  einfachste 
Repräsentanten    der  Logarithmus    Iga;,    die   Exponential- 
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funktion  e*,  die  Winkelfunktionen  sinrc,  cosa;,  tga:,  cotrc, 
die  Kreisfunktionen  aresin  a;,  arcoosa;,  arotgo;,  arecota;,  die 
Hyperbelfunktionen  sinhx,  coshrt;,  tgha;,  ootha;,  die  auch 
mit  @in  x,  (£of  x,  %q  x,  g^ot  x  bezeiohnet  werden. 

Diesen  reiht  sieh  noch  eine  unbegrenzt  große  Zahl  weiterer 
Formen  an.  Das  gemeinsame  Kennzeichen  der  transzendenten 
Funktionen  kann  zunächst  nur  negativ  gegeben  werden:  Alle 
Funktionen,  die  weder  rational  noch  irrational  sind,  sind  trans- 
zendent. 

•  IV.  Besondere  Arten  der  Darstellung  von  Funktionen  f{x)  sind 
nun  die  unendlichen  Summen  und  Produkte.  Erstere 
schreibt  man  in  der  Form 

y^Ionfnix),  (8) 

letztere 

y==nanfn{x).  (9) 

Sowohl  für  die  „Koeffizienten"  a^  wie  für  die  /„  (x)  müssen 
„Bildungsgesetze"  vorgeschrieben  sein.  Beide  Arten  von  Dar- 
stellungen, sowohl  die  Summen-  wie  die  Produktdarstellimg, 
sind  wichtige  Hilfsmittel  zur  numerischen  Berechnung  von  Funk- 
tionen, besonders  von  transzendenten  Funktionen. 

V.  a)  Eine  Größe  y  wird  als  Funktion  von  x  auch  definiert 
durch  die  Gleichung 

f{x.y)  =  o  (10) 

auch  wenn  diese  nicht  nach  y  auflösbar  ist.  Dies  ist  die  nicht 
explizite  oder  unentwickelte  Art  der  Darstellung  der 
Funktion  y  von  x. 

b)  Hierher  gehört  weiter  die  Parameterdarstellung 
einer  funktionalen  Abhängigkeit 

X  =  (p(t)' 


X  =  (p{t)\ 

y  =  vWj 


(11) 


In  diesen  beiden  Gleichungen  braucht  t  nicht    eüminierbar 
zu  sein. 

§  2.   Die  graphische  Summierung  der  Geraden  y  =  a. 

In  der  Figur  4  sei  eine  Gerade  A  im  Abstände  +  a  von  der 
Abszissenachse  gezeichnet.     Ihre  Gleichung  schreibt  mau 

y  =  a.  (1) 


§  2.    Die  graphische  Summierung  der  Geraden.  5 

Bei  der  Abszisse  z  ziehen  wir  eine  Ordinate  und  berechnen 
den  Inhalt  des  durch  die  Koordinatenachsen,  die  Grerade  A  und 
die  Ordinate  begrenzten  Rechtecks: 

F  =  ax  (2) 


flg.  4.    Graphische  Summierung  der  Geraden  y  =  a. 

Der  Rechtecksinhalt  verschwindet  für  x  =  o  und  wächst  mit 
X  ins  Unendliche.  Für  jeden  Wert  von  x  gibt  es  einen  Wert  des 
Rechtecksinhaltes.  Der  Rechtecksinhalt  ist  eine  Funktion  von  x. 

Diese  Funktion  soll  durch  eine  Kurve  y  =  ax  dargestellt 
werden  in  der  Weise,  daß  die  Zahlenwerte  der  Kurvenordinaten 
gleich   den   durch   sie   abgeschnittenen  Rechtecksinhalten  sind. 

Wir  bestimmen  diese  Kurve  punktweise.  Es  werden  für 
die  Abszissen: 

J_ 
2 


X  =  o. 


1,  2,  3 


die   zugehörigen  Rechtecksinhalte  und  damit  die  Ordinaten  der 
gesuchten  Kurve: 

y  =  o,—-,  a,  2a,  3a ... . 
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Durch  Auf  tragung  dieser  Werte  ergibt  sich  die  Gerade  OB, 
die  man  sich  auch  entstanden  denken  kann  durch  fortgesetzte 
Addition  der  Ordinatenwerte  der  Geraden  A 

y  =  a 
auf  den  Ordinaten  durch  die  x- Achsenpunkte 
a;  =  1,  2,  3,  4 

Die  Gerade  OB  ist  also  das  Ergebnis  einer  graphischen 
Summation.    Wir  nennen  OB  die  Inhaltskurve. 

Mit  Hilfe  der  Geraden  OB  ergibt  sich  auch  sofort  der  Inhalt 
des  Rechtecks,  welcher  von  zwei  verschiedenen  Ordinaten  x, 
z.  B.  a;  und  Xj,  begrenzt  wird: 

^x-x.=  ^x  —  ^z,  =  ax—ax^  =  a  (x  —  x^)  (3) 

Als  Regel  gilt :  Man  findet  den  Inhalt  des  Rechtecks,  indem 
man  von  dem  oberen  Ordinatenwert  der  Inhaltskurve  den  untern 
subtrahiert. 


PoBitiver  und  negativer  Umlanfssinn. 


Dfiw  bisher  Entwickelte  gilt  auch  bei  Fortsetzung  der  Geraden 
A  und  OB  in  das  Gebiet  der  Negativen  x.  Es  handelt  sich  darum, 
den  Inhalt  des  über  der  Abszisse  Ox^  =  —  x^  stehenden  Recht- 
ecks graphisch  aufzutragen.  Dieses  Rechteck  unterscheidet  sich, 
wie  wir  festsetzen,  von  dem  inhaltlich  gleich  großen  Rechteck 
über  +  X2  durch  das  Vorzeichen. 

Dies  ergibt  sich  daraus,  daß  man  verschiedene  Umlaufs- 
richtungen erhält,  wenn  man  die  Umfange  durchläuft,  von  0 
beginnend  und  zuerst  das  Abszissenachsenstück  des  Umfanges 


§  2.  Die  graphische  Summierung  der  Geraden. 


zurücklegend.  Der  Umfang  des  Rechtecks  über  +  z^  wird  demnach 
entgegengesetzt  dem  Uhrzeigersinne  durchlaufen,  der  Umfang 
des  Rechtecks  über  +  Xg  im  Sinne  des  Uhrzeigers.  Wir  setzen  fest, 
daß  Rechtecke  der  ersten  Art  positiv,  der  zweiten  Art  negativ  ge- 
rechnet werden  sollen  (Fig.  5). 

Hiermit  ergibt  sich,  daß  die  Addition  der  links  von  der 
Ordinatenachse  hegenden  Ordinaten  im  Sinne  der  negativen 
y- Achse  zu  erfolgen  hat.  Die  obigen  Formeln  lassen  sich  dann  direkt 
übertragen.  Es  wird  der  Inhalt  des  Rechtecks  zwischen  den  Ordi- 
naten x^  und  x^: 

=  axi  —  (—  ax^)  =  a(«  +  x^)       (4) 


-Xt  ^  Xx  ^  Xt 


Es  ergibt  sich  also 
eine  positive  Größe,  was 
mit  dem  obigen  nicht  in 
Widerspruch  steht.  Denn 
mit  der  oben  ange- 
schriebenen Formel  (4) 
haben  wir  den  Inhalt 
des  Rechtecks,  von  dem 
Abszissenpunkt  x  =  — 
x^  beginnend  und  nach 
Richtimg  der  positiven 
z  fortschreitend,  be- 
stimmt. Die  oben  fest- 
gesetzte Regel  der  Be-  -^  ^ 
Stimmung  des  Vor- 
zeichens mittels  des 
Umlatif Sinnes  ergibt  das  positive  Vorzeichen  (Fig.  6). 

Als  oberer  Wert  gilt  stets  derjenige,   dessen  Ordinate  das 
Rechteck  nach  der  Richtung  der  positiven  x  hin  begrenzt. 

Oben  wurde  die  graphische  Addition  im  Anfangspunkte  der 
Koordinaten  begonnen.  Man  kann  sie  jedoch  ebenso  gut  im  Punkte 

y  =  h  (5) 

beginnen  lassen.     Die  Rechteckinhalte  werden  hierbei 

F^  =  h+  ax,  (6) 

d.  h.  sie  werden  von  der  Ordinate  durch 

x^  =  --  (7) 


Vorzeichenfestlegung  des 
FlächeninhalteB. 
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an  gezählt.     Der  oben  ausgesprochene  Satz  ändert  sieh  hierbei 

nioht. 

Denn  es  ist 

^x—^x,  =  (6  +  ax)  —  {h  +  ax^)  =  a(a:  — iCi),         (8) 


Fig.  7.    Summieniiig  mit  veraohiedenen  Au^gaogspimkten. 


§  3.    Graphische  Summiemng  der  Geraden  y  =  a  +  bx. 

Als  weitere  Aufgabe  soll  der  Inhalt  der  von  der  Geraden  AA^ 
der  Abszissenachse  und  zwei  Qrdinaten  y  und  y^  begrenzten  Tra- 
peze bestimmb  werden.  Man  bestimmt  (Fig.  8)  auf  der  Abszissen- 
achse eine  Anzahl  von  Punkten,  die  untereinander  gleiche  Ab- 
stände etwa  =  1  haben.  Dann  trägt  man  die  mittlere  Höhe  des 
Trapezes  über  Ol  auf  der  Ordinate  1  ab;  die  Summe  der  mittleren 
Höhen  der  Trapeze  über  Ol  und  12  auf  der  Ordinate  2  usw. 
Die  Trapeze  zwischen  den  Punkten  0  und  G^  sind  negativ  zu 
rechnen,  die  Trapeze  zwischen  C^  und  —  oo  wieder  positiv,  wie  sich 
aus  der  oben  geschaffenen  Festsetzung  des  Umlauf  sinnes  ergibt.  Die 
mittlere  Höhe  des  Trapezes  über  0  —  1  ist  also  auf  der  Ordinate  —  1  in 
Richtung  der  negativen  ^- Achse  abzutragen;  ebenso  die  Summe 
der  mittleren  Höhen  des  Trapezes  über  0  —  1  und  des  Dreiecks 
über  —  1  —  2  auf  der  Ordinate  —  2.  Der  Inhalt  des  nun  folgenden 
Dreiecks  über  — 2  —  3  ist  positiv  zu  rechnen  und  muß  nach 
Richtung  der  positiven  y-Achse  aufgetragen  werden.  Auf  diese 
Weise    ergibt    sich  die  Kurve  CC^  die   Inhaltskurve    der 


§  4.    Graphische  Sumniierung  einer  beliebigen  Kurve.  9 

Geraden  AA,    Auch  hier  gilt  die  Gleichung: 

«^«—«1  =  ^x  —  ^x. 
Auch  hier  ist  es  nicht  erforderlich,  den  Anfangspunkt  der 
Sommation  im  Koordinaten-Nullpunkt  zu  wählen,  jeder  andere 
Punkt  der  ^- Achse,  z.  B.  y  =  +  6,  ist  ebenso  geeignet  und  liefert 
eine  andere  Kurve,  die  CC  kongruent  und  in  Richtung  der  posi- 
tiven y- Achse  um  die  Strecke  +  h  verschoben  ist. 


flg.  8.    Summienmg  der  Geraden  y  =  a  +  6  o;. 


§  4.    Graphische  Summierung  einer  beliebigen  Kurve. 

In  der  geschilderten  Weise  kann  man  die  Bestimmung  der 
Inhaltskurve  für  jeden  graphisch  gegebenen  Linienzug  vor- 
nehmen .    Den  gegebene  Linienzug  nennen  wir  die  Grundkurve. 

Man  teilt  wieder  (Fig.  9)  die  zwischen  der  Kurve  AA  und  der 
a:-Achse  befindliche  Fläche  durch  Ordinaten  gleichen  Abstands  in 
Trapeze  bzw.  Dreiecke.  Zur  Erreichung  größerer  Genauigkeit  ist 
hier  der   Ordinatenabstand  eventuell  kleiner  zu  wählen  ab   1. 
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Natürlich  sind  dann  die  auf  den  Ordinalen  abzutragenden  mittleren 
Trapezhöhen  auf  die  Basis  1  zu  reduzieren.     Man    nennt    dies 

Verfahren     auch     eine 

^^^ Quadratur. 

Es  gibt  unendlich 
viele  Inhaltskurven,  die 
unter  sich  kongruent 
sind  und  auseinander 
durch  Verschiebung  pa- 
rallel zur  y-Achse  ent- 
stehen. 

Auch  hier  gilt: 
/»_,  ^  F,-F,      (1) 
Besondere  Betrach- 
tung     verdienen      die 
Punkte  Bj^  und  B2,  in 
denen  die  Kurve    AA 
die    X-Achse   schneidet. 
Wie  sich  aus  der  Ent- 
stehung der  Kurve    CO  ohne   weiteres  ergibt,   haben  die  zu- 
gehörigen Punkte  Ol  und  C^  die  Eigenschaft,  daß  hier  die  Kurve 


Fig.  9.    Quadratur  einer  beliebigen  graphisch 
gegebenen  Kurve.    Maximum  und  Minimum. 


^y 


7 


'N 


6fXifräh/ry9 


Fig.  10.    Kennzeichen  des 
Maximums. 


Fig.  11.     Kennzeichen 
des  Minimums. 


CG  umkehrt,  daß  sie  hier  eine  horizontale  Tangente  hat.  In  den 
Pimkten  liegt  insofern  eine  Verschiedenheit  vor,  als  in  O^  die 
Tangente  unterhalb  der  Kurve,  in  G^  oberhalb  liegt. 


§  5.    Der  Begrifl  des  Integrals. 
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Man  bezeichnet  Punkte  der  ersten  Axt  als  Minima,  der 
zweiten  Art  als  Maxima.  Ganz  allgemein  kennzeichnen  sich 
Minima  und  Maxima  dadurch,  daß  die  Grundkurve  hier  die 
Abszissenachse  schneidet  und  zwar  in  der  Weise,  daß  sie  beim 
Minimum  (Fig.  11)  von  negativen  Ordinatenwerten  zu  positiven 
übergeht,  wenn  man  in  Richtung  wachsender  Abszissen  fort- 
schreitet, und  beim  Maximum  (Fig.  10)  umgekehrt. 

§  5.    Der  Begriff  des  Integrals. 

Wir  haben  oben  in  verschiedenen  Fällen  den  Inhalt  eines 
Flachenstückes  berechnet,  welches  begrenzt  war  durch 

1.  ein  Stück  einer  gegebenen  Kurve 

y  =  fW  (1) 

2.  zwei  Ordinaten  a  und  6  (6  >  a), 

3.  die  Abszissenachse. 


i*jr 


Fig.  12.    Analytisohe  Summation 
imendlich  vieler  Fläohenelemente. 


Fig.  13.    Der  Summationsfehler. 


Wir  berechneten  dies  Flächenstück  J^_^  als  Differenz  zwischen 
den  Ordinaten  Fj^  und  F^  der  Kurve  CC,  die  aus  AA  durch  den 
„Summationsprozeß"  gefunden  war 

Ji-a^   ^b-K-  (2) 

Dieser  Prozeß  bestand  in  einer  Zerlegimg  der  Flächenstücke 

in  trapezförmige  Streifen,  deren  mittlere  Höhen  graphisch  addiert 

wurden. 

Um  nun  den  Summationsprozeß  auch  rechnerisch  verfolgen 

zu  können,  wollen  wir  die  Streifen  nicht  als  Trapeze,  sondern  als 
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Reohteoke  betrachten.  Wir  verfahren  so  etwas  xmgenauer,  um- 
gehen aber  die  Berechnung  der  mittleren  Trapezhöhen.  Der  be- 
gangene Fehler  besteht  (s.  Fig.  12)  in  der  Vernachlässigung  der 
schraffierten  Dreiecke,  wenn  wir  ansetzen: 

n  =  fio)»  +  f{»)i  +  f  (2<5)(5  + /(p  — 1  (5)(5 

Vö  =  b  (3) 

K  =  f(o)d  +  f{6)d+ f{q-ld)d 

qd  =^  a 
Hier  bedeutet  d  den  gewählten  Ordinatenabstcmd ;  die  ein- 
zelnen Glieder  obiger  Summen  sind  die  Inhalte  der  kleinen  £le- 
mentarreohtecke. 

Wir  würden  diesen  Fehler  in  entgegengesetzter  Richtung  be- 
gehen, wenn  wir  ansetzen: 

F,  =  f{d)d  +  f{2d)d+ f(pd)d 

und  (4) 

^a  =  /W<5  +  /(2  (J)(5  + +  f{qd)d 

womit  offenbar  Fj,  und  F^  um  die  in  Figur  13  schraffierten  Dreiecke 
zu  groß  gefunden  sind. 

Wir  bleiben  aber  bei  den  Formeln  (3),  da  wir  finden  werden, 
daß  der  begangene  Fehler  überhaupt  herausfällt. 
Es  folgt 

Jb^a  =  Fb  —  Fa  "= 

=  [/(a)  +  /(a  +  (5)  +  . . .  ./{a  +  {n—l)d]]d  (5) 

b-a 

p  —  q  =  n,  0  = 

n 

oder 

P  =  n  —  1  x  =  a-^(n  —  1)^  «  — ft 

Fi-Fa  =  Zif(a  +  Qd)='^df(x)=2;fif(x).      (6) 

Da  d  hier  die  Differenz  von  zwei  benachbarten  Werten  von  z 
bedeutet,  kann  man  auch  schreiben: 

6  ==  Ax 
und 

Ft-Fa  =  ^f(x)Az.  (7) 
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Diese  Summationsf ormel  geht  über  in  die  Integrationsformel 

b 
Ft—Fa=ff{x)dz,  (8) 

a 

indem  man  den  Ordinatenabstand  d  =  Ax  sehr  (unendlich)  klein 
werden  laßt,  also  dasFlächenstück  J^_  ^aus  sehr  (unendlich)  vielen 
sehr  (unendlich)  schmalen  Rechtecksstreifen  zusammensetzt,  d.  h. 
n  sehr  groß  werden  läßt  und  zur  Kennzeichnung  dieses  Über- 
ganges das  Differenzenzeichen  A  mit  dem  Differen- 
tialzeiohen  d  tmd  das  Summenzeichen  Z  mit  dem 
Integralzeichen  /  vertauscht. 
Man  nennt  den  Ausdruck: 

Jf(x)dx 

a 

das  bestimmte  Integral  der  Funktion  f{x)  genommen  zwischen 
den  Grenzen  a  tmd  b,  oder  über  das  Intervall  von  a 
bis  b.  Das  Integral  ist  ein  Symbol  für  den  oben  ausgeführten 
Summationsprozeß,  dessen  Ausfühnmg  im  speziellen  Fall  nicht 
nötig  ist,  weil,  wie  im  folgenden  entwickelt  wird,  das  Symbol  sich 
bei  speziellen  Funktionen  f(x)  in  eine  Rechen  Vorschrift  ver- 
wandelt.   Setzt  man  die  obere  Grenze  b  =  x,  bo  erhält  man 

J^_.  ==  F{x)-F(a)  =  fnx)dx  (9) 

a 

F{x)  —  F{a)  ist  aber  der  Inhalt  des  Flächenstücks  zwischen 
den  Ordinaten  a  und  x,  d.  h.  bei  festgewähltem  a  und  veränder- 
lichem x  eine  Funktion  von  X.  Ersetztmanin  dieser  Gleichung — F{a) 
durch  den  Buchstaben  C,  der  eine  Konstante  bedeuten  soll,  so 
läßt  man  es  dahingestellt,  bei  welcher  Ordinate  die  Summation 
beginnen  soll  und  man  nennt  den  entstandenen  Ausdruck  C  +  F{x) 
das  unbestimmte  Integral  der  Funktion  f{x).  Man  ver- 
zichtet in  diesem  Falle  überhaupt  auf  die  Angabe  der  Grenzen 
and  schreibt 

f  f(x)dx  =  C  +  F{x). 

Hiermit  begründet  das  S3anbol  /  einen  Zusammenhang 
zwischen  den  Funktionen  f(x)  und  F(x),  der  im  folgenden  weiter 
erörtert  wird. 


14  Einleitung. 

§   6.      Berechnung  eines  bestimmten  und  eines  unbestimmten 

Integrals. 

Es  soll  im  folgenden  zunächst  das  bestimmte  Integral  der 
Funktion  y  =  f(x)  =  0,1 5 x  berechnet  werden,  und  zwar  zwischen 
den  Grenzen  a  und  6. 

Wir  haben  auf  Grund  der  Gleichung 

F{b)—F(a)    =    {f(a)  +  f(a  +  d)+    ...    /(«  +  tT^^^I^)  }(5  (1) 

im  vorliegenden  Falle  zu  schreiben: 

F(b)—F(a)  =  {0,7öa  +  0,75(a  +  ö)  +  ...  0,75 (a  +  iT^^I 5)) 3 
=  n-0,75a3  + 0,75(1 +  2  +  3+  ...  n—l)d^  (2) 
=        0,75{na<J  + (1  +  2  +  3+  n—l)d^}. 

Hier  ist  die  Summe  der  arithmetischen  Reihe 

I^  =  1+2  +  3+ +n  — 1 

zu  berechnen.     Man  findet 

„         n(n— 1)«) 

^n  =  2  (^) 

und  mithin  wird 

F(b)-F{a)  =  O.islnad  +  JLiülzlI  J  .  (4) 

Da  aber 

n 
ist,  so  entsteht  nunmehr  die  Gleichimg 


F(b)  —  F(a)  =  0,15L(b  —  a)  +  j{b  —  a)^U  —  ^\, 


(ö) 


Läßt  man  in  dieser  Formel  nach  Vorschrift  des  vorigen  Para- 
graphen n  unendlich  groß,  d.  h.  —  =  Null  werden,  so  geht  sie 

n 

in  die  Formel  des  bestimmten  Integrals  über: 

F(b)  —  F(a)  =  0J6\a(b  —  a)  +  j(b  —  a)A 

^^     b^  —  a^  b^  a2 

=  0,75— ^—=0,75. y- 0,75  y.      (6) 


§  7.    Der  Diiferenzen-  und  der  Diöerentialquotient. 
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Eiaetzt  man  hier  die  obere  Grenze  durch  den  Buchstaben  x 
0,75a2 


und  die  Glieder  F{a) 


-diuxjh  die  Constante  G,  so  resul- 


tiert die  Formel  des  unbestimmten   Integrals: 

F{x)  =  f0J5xdx  =  (7  +  0,75  y. 

Hiermit  haben  wir  für  die  spezielle  Funktion  0,75  x  die  Rechen- 
roTBchrift  gefunden,  die  der  Gebrauch  des  Symbols  f  dx  ein- 
schließt. Auf  analoge  Weise  kann  man  für  jede  Funktion  die 
Rechenvorschrift  ermitteln.  Die  angegebene  Methode  ist  aber 
bei  komplizierteren  Funktionen  viel  zu  umständlich,  weshalb 
zunächst  ein  scheinbarer  Umweg  eingeschlagen  wird,  der  aber 
die  Bedeutung  des  Integrals  in  viel  hellerem  Lichte  zeigen  wird. 


§  7.    Der  Differenzen-  und  der  Differentialquotient. 

Wir  wollen  jetzt  die  erste  Formeides  §  6  für.  das  Intervall  von 


anschreiben. 


a  =  X  hia  b  —  X  -{-  d 
Hierdurch  erhalten  wir  folgende  Formel 


F(x  +  d)—F(x)  =  f(x) 
Hier    vertauschen    wir    jetzt    das 
Zeichen    d    mit   dem    Zeichen  Ax 
und  schreiben  nach  Division  mit  A  x 


d. 


F{x+Ax)—F(x) 
Ax 


=  f(x). 


^x 


Diese  Formel  ist   der   analytische 

Ausdruck  der  Umkehrung  des  oben 

auseinandergesetzten    Summations- 

prozesses,   durch   den  die  Integral- 

kunre  F  (x)  aus  der  gegebenen  Kurve        p. 

f(z)   entwickelt    wurde.     Mit  Hilfe 

dieser  Formel  kann  man  die  Kurve 

f(x)  finden,  wenn  die  Kurve  F(x)  gegeben  ist  (Fig.  14). 

Hat  man  es  nun  mit  einer  nicht  graphisch  oder  tabellarisch, 
Bondem  in  allgemeinen  Zahlzeichen  gegebenen  Funktion  F(x) 
lu  tun,  so  steht  zwar  nichts  im  Wege,  zunächst  F{x)  graphisch 


Jx 

14.     Differentiation 
einer  Kurve. 
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oder  tabellarisch  auszubreiten  und  dann  f(x)  mit  HiUe  der  Formel 

graphifloh  oder  tabellarisch  zu  ermitteln^).  Hierdurch  würde 
es  aber  nicht  möglich  sein,  f(x)  in  allgemeinen  Zahlzeichen  zu 
erhalten,  was  für  weitere  Operationen  mit  dieser  Funktion  er- 
forderlich ist.  Um  nun  die  Ableitung  der  Funktion  aus  F(x) 
allgemein  durchzuführen,  rechnet  man  den  Ausdruck 

•  F(x  +  Ax)  —  F(x) 
Ax 

tatsächlich  aus.  Dies  ist  für  jede  Funktion  möglich.  Z.  B. 
wählen  wir 

F{x)  =  aaf^. 
Es  wird 

F{x  +  Ax)  =  a(x  +  Ax)'^  = 

ax^  +  l^\a^-'^Ax+  h\a^-^Ax^+.,.\ 

F{x)  =aai^ 

F(x  +  Ax)—F(x)  =  a(wx^-Mx  +  (  ^  jx«»-2  Jx«  +....) 

f  (x)  =  alrnaf^-'^  +  i^\  af^-^  Ax  +  ....V 

In  dieser  Gestalt  erinnert  die  Formel  immer  noch  an  das  graphische 
oder  tabellarische  Verfahren,  welches,  wie  wir  gesehen  haben, 
nur  eine  Annäherung  darstellt,  die  um  so  größer  wird,  je  kleiner 
Ax  (bzw.  oben  d)  gewählt  wurde. 

Bei  der  Rechnung  mit  allgemeinen  Zahlzeichen  kommt 
es  nun  auf  genaue  Rechnung  an,  d.  h.  man  muß  hier  Ax&o 
klein  als  möglich  wählen.  Dieser  Forderung  werden  wir  sehr 
einfach  gerecht,  indem  wir  Ax  =  0  wählen.  Hiermit  geht  aber 
die  Formel  über  in 

f(x)  =  am  a:"*~^ . 

da  alle  mit  A  x  behafteten  Glieder  Null  werden  (verschwinden). 
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Wir  haben  somit  aus  der  Funktion  F(x)  =  aaf*  die  Funktion 
l{x)  =  amx**"^  abgeleitet.  Man  nennt  f(x)  geradezu  die  Ab- 
leitung von  -P(x)und  meint  dabei  stets  die  oben  auseinander- 
gesetzte Methode  der  Ableitung,  mit  der  es  möglich  ist,  zu  jeder 
Funktion  F{x)  die  Ableitung  f{x)  zu  finden. 

um  nun  auch  in  der  allgemeinen  Formel 

f^'^- J-x 

einen  Ausdruck  für  die  Methode  der  Ableitung  zu  haben,  die 
darin  besteht,  daß  man  die  Differenz  Ax  unendlich  klein 
werden  läßt,  schreibt  man  wie  folgt: 

mid  liest:  f(x)  ist  gleich  dem  Grenzwert  (limes  =  Grenze)  des 
Quotienten 

F{x  +  Ax)  —  F(x) 
Ax 

den  man  für  unendlich  klein  werdendes  Ax  erhält.  Oben 
haben  wir  bereits  Ja;  als  Differenz  bezeichnet;  nunmehr 
bemerken  wir,  daß  auch 

F{x  +  Ax)—F(x) 

eine  Differenz  ist,  so  daß  wir  schreiben  können 

F(x+  Ax)—F{x)  =  AF{x). 

Hiermit  erhalten  wir  aber 

und  erkennen  die  Funktion  t(x)  als  den  Grenzwert  des 
Differenzen  quotienten 

AF(x) 
Ax 

für  unendlich  abnehmendes  Ax.  Zur  Vereinfachung  der  Aus- 
dracksweise  wird  nun  stets  der  besondere  Hinweis  darauf,  daß 
ein  Grenzübergang  vorliegt,  fortgelassen  imd  hierfür  statt  des 

Hort,   Differentialgleichungen.  ^ 
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Differenzzeiohens  A  das  Differentialzeichen  i  ein- 
geführt.    Man  schreibt  also  kurz 

und  liest:    /(x)  ist  der  Differentialquotient  von  ¥(x). 

§  8.  Der  Zusammenhang  zwischen  den  Formeln  des  unbestimmten 
Integrals  und  des  Diflerentialquotienten. 

Das  unbestimmte  Integral  der  Funktion  /(x)  lautete  (§  5) 

li{x)dx^F{x)^C  (1) 

Hier  war  die  unbestimmte  Konstante  C  beUebig  wählbar;  sie 
kann  also  auch  =  Null  gesetzt  werden. 

Dagegen  lautete  der  Differentialquotient  der  Funktion  J^(a;) 

AF  {x\ 
fi^)  =  ^^  (2) 

Diese  beiden  Formeln  stehen  zueinander  in  der  Beziehung  der 
Umkehrung.     Man  erkennt  dies,  wenn  man  an  der  Formel  (2) 
die  durch  Formel  (1)  angedeuteten  Operationen  vornimmt. 
Zunächst  folgt  noch  Multiplikation  mit  dx 

f{x)dx  =  ^4^-da;  =  dF{x)  (3) 

ax 

Nunmehr  ergibt  die  Integration 

//  {x)  dx  =  fdF  {x)  =  F(x)  +  C  (4) 

nach  Formel  (1).     Das  Integralzeichen  /  und  das  Differential- 
zeichen d  heben  also  einander  auf. 

Ebenso  gilt  der  Satz:  Ist  f(x)  der  Differential - 
quotient  einer  Funktion  F(x),  so  ist  F(x)  -{-  C  de^s 
unbestimmte  Integral  der  Funktion  /(x). 

Auf  Grund  dieses  Satzes  kann  man  indirekt  unbestimmte 
Integrale 

F{x)  +  C 
ermitteln,  indem  man  zunächst  die  Differentialquotienten  ge- 
gebener Funktionen  F(x)  bestimmt.  Der  im  §  7  an  der  Funktion 
ox"*  geschilderte  Grenzübergang  zwecks  Gewinnung  des  Diffe- 
rentialquotienten ist  nämlich  stets  leichter  auszuführen  als 
die  Summation  in  §  6  zwecks  Gewinnung  des  Integrals. 
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$9.  Geometrische  Betrachtungen  über  das  Wesen  des  Differential- 
quotienten und  Anwendungen. 

1.  Wir  greifen  zurück  auf  die  Definition  des  Diflferenzen- 

quotienten  .  „ 

Ay  _   F{x  +  Az)—F{x) 

Ax 


Ax 

neben 
15, 


in 


and     betrachten 
stehende     Figur 
welcher  die  Punktion  F(x) 
ab  Kurve 

y  =  F{x) 
aufgezeichnet     ist.        Der 
Punkt  (x/y)  ist  mit  1  mar- 
kiert,  während  der  Punkt 
(x  +  A  x/y  +  Ay)  mit  der 

Ziffer  2  bezeichnet  ist.   ün-  pj^  ^^     Der  Differenzenquotient  ist  gleich 
mittelbar  aus  der  Pigur  er-       dem  Richtungstangens  der  Sekante, 
gibt  sich,   daß  der  Diffe- 

Ay 
renzenquotient  -j— gleich  ist  dem  Tangens  desNeigungs- 

£lX 

winkeis  der  die  Punkte  1  und  2  verbindenden  Sekante 

Ay 
gegen   die   x-Achse  -p    =    tg  a.     Wir  drücken  uns  ktirzer 

aus,  wenn  wir  sagen:  Der  Differenzenquotient  ist  gleich  dem 
Richtungstangens  der  Sekante. 

Pühren  wir  nun  den  Grenzübergang 

um  4^ 

aus,  so  heißt  dies  am  Bilde  der  Kurve  verfolgt  nichts  anderes, 
ab  daß  der  Punkt  2  mit  abnehmendem  Ax  immer  mehr  zum 
Pankte  1  hinwandert.  Die  Sekante  1 — 2  führt  hierbei  eine 
Drehung  um  den  Punkt  1  aus,  bis  sie  schließlich  beim  Zusammen- 
fallen der  Punkte  1 — 2  zur  Tangente  wird  (s.  Fig.  16).  In  diesem 
Augenblick  ist  aber  auch  der  Grenzübergang  vollendet,  der 
Differenzenquotient  ist  in  den  Differentialquotienten  über- 
gegangen   und 

-f-  =   lim   -r^ 
ax        jx^o"^^ 
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geworden.  Hieraus  aber  ergibt  sich  sofort,  daß  der  DifPerential- 
quotient  auch  dem  Tangens  des  Neigungswinkels  der  Tangente 
sein  muß  * 

Wir  sagen:  Der  Differentialquotient  ist  gleich  dem 
Riohtungstangens  der  Kurve.  Hierbei  liegt  die  Auf- 
fassung zugrunde,  daß  Kurve  und  Tangente  im  Berührungs- 
punkte die  gleiche  Richtung 
.-  haben. 


Fig.  16.  Beim  Übergang  des  Differenzen- 

quotienten  in  den  Differentialquotienten 

geht  die  Sekante  in  die  Tangente 

über. 


Fig.  17.  Wenn  der  Differential- 
quotient  mit  waohsendem  x  von 
negativen  Werten  durch  NuU  zu 
positiven  Werten  übergeht,  liegt 
ein  Minimum  vor. 


Wir  benutzen  die  soeben  festgestellte  geometrische  Deutung 
des  Differentialquotienten  zur  erneuten  Behandlung  des  schon 
früher  gewonnenen  Satzes  über  die  Maxima  und  Minima.  Die 
in  der  Figur  15  gezeichnete  Kurve  F{x)  ist  gleichbedeutend  mit 
der  Summationskurve  CG  Fig.  9,  während  die  dort  gezeichnete 
Grundkurve -4-4  nichts  anderes  ist  als  die  graphische  Auftragung 
des  Differentialquotienten.  Wir  sehen,  daß  überall,  wo  der 
Differentialquotient  =  Null  wird,  die  Kurve  y  =  F{x)  eine  ho- 
rizontale Tangente  haben  muß,  da  bei  horizontalen  Tangenten 
der  Richtungstangens  =  Null  wird. 

Femer  erkennen  wir  auch  die  Bedingung  dafür,  daß  ein 
Minimum  oder  Maximum  vorliegt.  In  der  Fig.  17  gehen  wir 
mit  wachsender  Abszisse  x  von  dem  Kurvenpunkte  1  zu  2  und  3. 
In  1  ist  der  Richtungstangens  negativ,  weil  r  größer  als  :c/2ist; 
in  3  haben  wir  dagegen  einen  positiven  Richtungstangens. 
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Liegt  dagegen  ein  Maximum  vor,  dann  geht  der  Riohttmgs- 
tangens  der  Kurve  und  damit  der  Differentialquotient  von 
positiven  Werten  durch  Null  zu  negativen  Werten  über  (Fig.  18). 

y 


FSg.  18.    Wenn  der  Differentialquotient  mit  waohsendem  x  von  positiven  zu 
negativen  Werten  übergeht,  liegt  ein  Maximum  vor. 


>-x 


Rg.  19.    Zwischen  zwei  Nullpunkten  der  Funktion  F  (x)  liegt  mindestens  ein 
Nullpunkt  des  Differentialquotienten  F\x)  (Satz  v.  Rolle). 

Faßt  man  die  beiden  letzten  Figuren  gemeinsam  ins  Auge, 
so  ergibt  sich:  Mit  wachsendem  x  nimmt  ¥{x)  zu  (die 
Kurve  steigt),  solange  der  Differentialquotient 
rfy         ... 

-7-p08ltlV  ist. 

Mit  wachsendem  abnimmt  ^(x)  ab  (dieKurve  fällt), 
solange  der  Differentialquotient -^negativ  ist. 
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2.  Wir  betrachten  jetzt  eine  Kurve  y  =  f{x),  die  die  Ab- 
szissenachse in  den  beiden  Punkten  A  und  B  schneidet.  Aus 
der  Figur  19  ergibt  sich  ohne  weiteres,  daß  zwischen  diesen 
beiden  Punkten  die  Kurve  mindestens  einmal  horizontale  Richtung 

dF(z) 
haben  muß.   Da  in  diesen  Punkten  der  DiSerentialquotient  —^ — 

verschwindet,  so  ergibt  sich  der  Satz:    Zwischen  zwei  Null- 
punkten   einer    Funktion    F(x)    liegt    mindestens    ein 

dFix) 
Nullpunkt  des   Differentialquotienten  — ^ — . 

Dieser  Satz  dient  bei  der  Auflösung  von  Gleichungen  dazu, 
deren  Wurzeln  zu  trennen. 

Ist  z.  B.  die  Gleichung  dritten  Grades 
y  =  _^8  _j.  6  6  x«— 13,2  a;  +  7,6  =  0 
gegeben,  so  findet  man  nach  Differen- 
tiation aus  der  Gleichung 

dx 


3  x«+ 13,2  a;— 13,2  =  0 


Fig.  20.  Anwendung  des 
Satzes  von  Bolle. 


Flg.  21.    Der  Mittelwertsatz. 


zwei  Werte  x^  =  1,53 

und  X2  =  2,87, 

welche  ein  Minimum  und  ein  Maximum  bestimmen.     Die  Null- 
punkte der  Funktion  y  selbst  sind 

X  =  1,0;  2,3;  3,3; 
x^  liegt  also  zwischen  den  Werten  2,3  und  3,3  (Fig.  20). 
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3.  Wir  betrachten  jetzt  zwei  Funktions werte  F{b)  und  F(a), 
die  wir  durch  die  entsprechenden  Kurvenpunkte  A ,  B  repräsentiert 
denken  (Fig.  21).    Zieht  man  die  Sekante  AB,  so  gilt 

F{b)-F(a) 

*8  ^  ^  — h — ;; —  • 

0  —  a 
Nun  ist  aus  der  Figur  offensichtlich,  daß  man  an  das  Kurven- 
stück AB  mindestens  eine  zur  Sekante  parallele  Tangente  legen 
kann,  und  zwar  im  Punkte  [Xi/F(Xj)].    In  diesem  Punkte  gilt: 

Setzt  man  hier  b  —  a  =  h  und  ajj  =  a  +  9^A,  wo  0  <  9^  <  1,  so 
folgt: 

F(a  +  h)—F{a)  =  hF'{a  +  9-A). 

Diese  Formel  heißt  der  Mittelwertsatz,  der  für  Inter-  und 
Extrapolationen  mit  Vorteil  benutzt  wird. 

§  10.    Geometrische  Betrachtangen  Aber  das  Wesen 
der  Integralkurve. 

Wir  entschließen  uns,  die  Kurve  CCiC^C  der  Figur  9  die 
Integralkurve  zur  Kurve  der  Funktion  y  =  f(x)  zu  nennen. 
Abgesehen  von  der  un- 
bestimmten Integra- 
tionskonstanten  ist  dann 
die  Gleichung  der  Inte- 
gralkurve 
y  =  F(x)  =  ff(x)dx, 

(Kg.  22). 

Ziehen  wir  an  die 
Integralkurve  CC  in 
einem  Punkte  A  die 
Tangente  A  T,  so  gilt  für 
den    Richtungstangens : 


♦-j: 


Fig.  22.  Geometrische  Eigensohaft  der 
Integralkurve. 


dF(x)        ,.  . 

Tragt  man  andererseits  von  dem  zu  A  gehörigen  Abszissen- 
achsenpunkte  P  die  Längeneinheit  =  PTi,  ab,  so  ist  die  Ver- 
bindungslinie 7^1^  1  parallel  zu  TA. 
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Aus  diesen  geometrischen  Tatsachen  ergibt  sich  ein  einfaches 
Verfahren,  aus  der  gegebenen  DifPerentialkurve 

y  =  f  (x) 

die  Integralkurve 

y  =  F(x) 

angenähert  herzustellen: 


Fig.  23.  Konstruktion  der  Integralkurve. 


Fig.  24.  Die  Integralkurve  als  Seileok. 

Man  teilt  das  Integrationsintervall  AB  (Fig.  23)  in  eine 
Anzahl  am  besten  gleicher  Teile  (hier  9).  Die  durch  die  Teil- 
punkte 1 10  gezogenen  Ordinaten  bestimmen  auf  der  Kurve 

y  =  fix)  die  Punkte  1' 10'. 


§  1 1.     Die  mechanische  Herstellung  der  Integralkurve. 
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Von  den  Punkten  1 — 10  trägt  man  die  Längenheit  auf  der 
X-Achse  wie  gezeichnet  ab,  wodurch  die  Punkte  1" — 10"  erhalten 
werden. 

Zieht  man  jetzt  zu  den  Verbindungslinien  1"  1' 10"  10' 

Parallele  1'" — 10"',  so,  daß  die  aufeiaanderfolgenden  Parallelen 

sich  auf  den  Mittellinien  der  Trapeze  12  —  2  3 9  10 

Bchneiden,  so  ist  der  Linienzug  1'" 10""  näherungsweise 

die  Integralkurve  y  =  F{x) 

m  y  =  f(x) 

Dieser  Linienzug  ist  nichts  anderes  als  ein  mit  dem  Polabstand 
1  gezeichnetes  Seileck,  dessen  Kräfteplan  erhalten  wird,  indem 
man  die  Differentiallinie  auf  die  y- Achse  projiziert.    Vgl.  Fig.  24. 


1%.  25.   Prinsip  des  Integraphen.     Fig.  26.  Die  Rolle  als  wesentliohes  Element 

des  Integraphen. 

§  11.    Die  mechanische  Herstellung  der  Integralkurre  mittels 
des  Integraphen  yon  Abdank-Abakanowicz. 

Den  in  §  10  behandelten  Zusammenhang  zwischen  der  Integral- 
kurve und  der  DiSerenzialkurve  hat  Abdank-Abakanowicz 
1882  zur  Grimdlage  für  die  Konstruktion  eines  Instrumentes  zum 
Aufzeichnen  der  Integralkurve  gemacht. 

Es  handelt  sich  darum,  eine  kinematische  Vorrichtimg  zu 
finden,  vermöge  deren  ein  Punkt  A  mit  einem  Punkte  A^,  der  eine 
Kurve  D  durchläuft,  derart  verknüpft  ist,  daß  er  eine  Kurve  J 
80  beschreibt,  daß  deren  Tangente  in  A  parallel  zur  Richtlinie 
i  1^1  ist  (Fig.  2ö). 
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Das  wichtigste  Element  dieser  Vorrichtung  ist  die  scharf- 
kantige Rolle  (Fig.  26),  deren  auf  der  Zeichenebene  senkrechte 

Ebene  stets  parallel  der 
Richtlinie  T^A^  gehalten 
wird.  Sie  beschreibt  dann 
die  Integralkurve. 

Nach  vielen  Zwischen- 
konstruktionen nach  diesem 
Prinzip,  die  durch  die  Firma 
Coradi  in  Zürich  geschaffen 
worden  sind,  liegt  heute  der 
Integraph  in  der  nach- 
stehend beschriebenenForm 
vor  (Fig.  27)»). 

Die  Differentialkurve 
D  wird  von  dem  Fahrpimkt 
Ai  durchlaufen.  Dieser 
ist  angebracht  an  dem 
Wagen  W,  der  auf  einer 
Stange  L  des  Instrument - 
rahmens  in  Richtung  der 
Ordinatenachse  verschieb- 
lich ist.  Der  Rahmen  kann 
sich  vermöge  der  Tragrollen 
RRin  Richtimg  der  x- Achse 
bewegen.  Jeder  Punkt  des 
Wagens  W  durchläuft  die 
Differentialkurve,  wenn  A^ 
sie  durchläuft. 

Um  eine,  hier  aber 
nicht  notwendig  durch  A^ 
gehende,  zur  Zeichenebene 
senkrechte  Achse  ist  das  Richtlineal  M  drehbar  angeordnet. 
Dieses  Lineal  gleitet  in  einer  Führungshülse  g,  die  sich 
um  eine  ebenfalls  zur  Zeichenebene  senkrechte  Achse  T^ 
dreht.  Der  horizontal  gemessene  Abstand  der  Punkte  T  und  A^  ist 
gleich  der  Einheit  des  Zeichenmaßstabes  und  kann  an  den  aus- 
geführten Instrumenten  durch  Einstellung  verändert  werden 
Dieser  Abstand  heißt  die  Basis  des  Apparates. 


iimi^' 


Fig.  27.     Der  Integraph  von 
'' Abakanowioz-Coradi. 
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Die  Richtung  des  Riohtlineals  wird  nun  von  der  auf  diesem 
Terschiebbaren  Hülse  TTj 
(in  Wirklichkeit  als  Wagen 
ausgebildet,  der  auf  dem 
Richtlineal  rollt)  mittels 
des  Parallelogramms  pp 
der  Integrierrolle  A  mitge- 
teilt, deren  Ebene  sich  um 
eine  von  dem  Integrier- 
wagen TFj  getragene  senk- 
rechte Achse  drehen  kann. 

Der  Berührungspunkt 
von  A  mit  der  Zeichenebene 
beschreibt  die  Integral- 
korve  J. 

Bei  den  ausgeführten 
Instrumenten  ist  mit  dem 
Wagen  W  ein  Fahrstift 
Ä^  und  mit  dem  Integrier- 
wagen eine  Ziehfeder  A' 
verbunden,  deren  Schreib- 
richtung der  Rollenrich- 
tung  stets  parallel  ge- 
halten wird. 

§  12.    Instrumente  zur 
meehanisehen   Herstellung 
spezieller  bestimmter  Inte- 
grale: Flächen-  und 

Momentenplanimeter  *). 

In  der  Technik  sind 
besonders  diesjenigen  be- 
stimmten    Integrale     von 

Wichtigkeit,    welche 
Flächeninhalte    oder    Mo- 
mente darstellen. 

I.  Der  Flächeninhalt 
eines    gegebenen   Kurven- 
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zuges  y  =  f(x)  findet  sioh  als  bestimmtes  Integral 


=/' 


F^lf(x)dx 


wenn  die  Figur  durch  ein 
Kurvenstück,  die  x-Aohse 
und  die  Qrdinaten  durch  A 
und  C  begrenzt  ist  (Fig.  29). 
Eine  Befahrung  der  Kurve 
ABC  mit  dem  Integraphen 
liefert  die  Integralloirve  A' 
B'  G\  deren  Endordinate 
6  =  C7'  C/ gleich  dem  Flächen- 
inhalt 


29.  Ermittlung  von  Flächeninhalten 
und  statischen  Momenten. 


F=ff(x)dx 


(1) 


ist. 

II.  Die  Elemente  dy^  von 
C  Gl  entsprechen  den  Ele- 
menten ydx  von  F.  Durch 
Multiplikation  der  Elemente 
dyi  mit  a  —  x  erhält  man  die 
Elemente 

(a  —  x)  dy^  =  (a  —  x)y  dx 

der  Fläche  F^,  die  als  Integral 
gefunden  "wird: 


Q  a 

-f  1  =/(«  —  x)  dy^  =J{a  —  x)y  dx. 


(2) 


Dies  letztere  ist  aber  nichts  anderes  als  das  statische  Mo- 
ment der  Fläche  F  in  bezug  auf  die  C-Achse.  Überfährt  man  die 
Kurve  A'  B'  C"  mit  dem  Integraphen,  so  so  wird  A"  i?"  C" 
die  zweite  Integralkurve  zu  A  B  C  und  ihre  Endordinate 
c  =  Ol"  C7"  liefert  das  statische  Moment  von  F  in  bezug  auf  die 
O-Achse. 
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In  analoger  Weise  wird: 


o   <  a 

F^  =Jz  dpi  =  jx  y  dx 


(3) 


das  statisohe  Moment  von  F  in  bezug  auf  die  A  F- Achse.    Soll 

das  statische  Moment  in  bezug  auf  eine  beliebige  zwischen  A  Y 

nnd  Ci  C"  gelegene  Achse  E  E  bestimmt  werden,  so  hat  man 

nur   die    DifiEerenz    der 

beiden         schraffierten 

Flachen   I    und   11    zu 

bilden. 

m.  Für  das  Fol- 
gende ist  zunächst  eine 

Zwischenbetrachtung 
erforderlich. 

In  der  Figur  30 
sei  Ai  Bi  Ci  die  Integral- 
kurve zuABC,  Dann 
ist,  wie  wir  wissen,  die 
£ndordinate  C^  C^ 
gleich  dem  Flächenin- 
halt von  ABC  D. 
Jeder  Elementarstreifen 
ydz  von  ABC D  ent- 
spricht einem  Strecken- 
element dj/i  von  Cj  Cj', 
welches  gefunden  wird, 
indem  man  dx  zunächst 
lechtwinklig  auf  die  In- 
tegralkurve und  von  da 
auf  die  C-Achse  proji- 
ziert. 

Nun  kann  man  aber  die  Fläche  ABC D,  statt  aus  verti- 
kalen Elementen  y  dx,  auch  aus  horizontalen  Elementen  (a  —  x)  dy 
lusammengesetzt  denken.  Welches  sind  nun  die  Streckenelemente 
von  Gl  (7/,  welche  den  Streifen  (a  —  x)dy  entsprechen? 

Wir  werden  beweisen,  daß  man  die  Streckenelemente  dy^ 
erhält  durch  rechtwinklige  Projektion  von  dy  auf  die  Integral- 
kurve (siehe  Figur)  und  Herstellung  der  beiden  Tangenten  in 


Fig.  30. 


Ermittlung  der  Trägheits- 
momente. 
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den  Endpunkten  des  so  erhaltenen  Integralkurvenelementes  de . 
Die  Tangenten  schneiden  die  C- Achse  in  D^  und  E^\  die  Strecke 
D^  El  ist  das  gesuchte  Element  dpi- 

Zum  Beweiße  betrachten  wir  das  Dreieck  Bi  D^  E^,  in  welchem 
wir  zunächst  die  beiden  Winkel  de  und  v  bestimmen.  Aus  der 
geometrischen  Eigenschaft  der  Integralkurve  (§  10)  ergibt  sich: 

da  =  arccot  y  —  arccot  (y  +  dy) 
darccoty  1 

und 

V  =  arccot  2/.  (6) 

Femer  findet  man  die  Seite  B^  E^  des  Dreiecks  B^  D^  E^ : 

B^E^^- -— . 

^    *        sm  arccot  y 

Für  das  Dreieck  gilt  jetzt  die  Proportion: 

Bi  El  :  dy^  =  sin  v  :  sin  da 

oder  nach  dy^  aufgelöst: 

Nach  einer  bekannten  Formel^)  ist  aber 

arccot  y  =  aresin    ,  .  (7) 

Mithin 

sin^  arccot  y  =  - — ; — r 

und 

dyi  =  (a  —  x)  dy.  (8) 

Hiermit  ist  bewiesen,  daß  de^  nach  der  obigen  Vorschrift 
gefundene  dya  gleich  dem  horizontalen  Flächenelement  (a  —  x)  dy 
ist. 

IV.  Kehren  wir  jetzt  zur  Figur  29  zurück,  so  finden  wir, 
daß  sich  die  Fläche  ^"  Ä"  C"  C/'  der  zweiten  Integralkurve 
aus  dreieckigen  Elementen  zusammensetzt,  deren  einzelnes  den 
Wert  hat: 

_  (a  —x) dy^  =  _ (a  —  z)^ dy^  =  —  (a  —  xfydz.        (9) 
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Die  geeamte  Fläche  wird  demnach 


Dies  ist  aber  nichts  anderes  als  das  halbe  Trägheitsmoment  —  J 
der  Fläche  ABC  C-^xtl  bezug  auf  die  (7- Achse. 


Fig.  31.   Eigenschaft  der  gleitenden  Rollo. 

Das  Trägheitsmoment  in  bezug  auf  die  Achse  A  Y  ergibt  sich 
analog  als  doppelter  Inhalt  der  Fläche  A'  C"  T,  wo  C"  T  Tangente 
«1  die  Kurve  A"  B"  (7"  in  C"  ist.  Für  eine  beliebige  Achse  E  E 
innerhalb  a  wird  das  Trägheitsmoment  gleich  dem  doppelten 
Inhalt  der  horizontal  schraffierten  Fläche ;  für  Achsen  außerhalb  a 
kommen  die  punktierten  Stücke  zu  A"  B"  G"  C^'  bzw.  zu 
Ä"B"C"T  hinzu. 

V.  Neben  dem  Integraphen  gibt  es  noch  einfachere  Instru- 
mente, welche  gestatten,  die  Fläche,  das  statische  Moment  und 
das  Trägheitsmoment  einer  gegebenen  Figur  zu  bestimmen:  die 
Planimeter. 

Die  Fläohenplanimeter  beruhen  auf  den  Eigen- 
schaften der  gleitenden  Rolle. 

Wird  eine  Bolle  R  (Fig.  31 )  mit  glattem  Rand  auf  einer  Kurve  C, 
längs  des  kleinen  Elementes  da,  die  Unterlage  in  P  berührend, 
80  geführt,  daß  ihre  Achse  A  A  mit  C  den  Winkel  a  bildet,  so 
kann  man  diese  Bewegung  offenbar  auch  dadurch  hervorbringen, 
daß  man  zunächst  die  Rolle  in  Richtung  ihrer  Achse  um  das 
Element  dh  und  dann  senkrecht  zur  Achse  um  das  Element  dg 
bewegt.  Offenbar  hat  nur  die  letztere  Bewegung  eine  Drehung 
der  Rolle  zur  Folge,  und  zwar  dreht  sich  die  Rolle  um  den  Winkel 
dx.    Es  ist  (siehe  Figur) 

r  dx  =  ds  sin  a.  (10) 
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Ein  Planimeter,  welches'^die  gleitende  Rolle  benutzt,  besteht 
aus  einer  Stange  A  B  von  der  Länge  1,  die  in  der  Entfernung  a  auf 
der  Verlängerung  über  B  hinaus  die  Rolle  R  trägt  (Fig.  32). 


Fig.  32.    Plaaimeter  mit 
gleitender  Rolle. 


Fig. 


33.   Ableitung  der  Plani- 
metergrundfonnel. 


Dieses  Instrument  wird  so  benutzt,  daß  man  den  als  Fahr- 
stift ausgebildeten  Punkt  A  die  zu  planimetrierende  Kurve  G 
diu'chlaufen  läßt,  während  B  gezwungen  ist,  auf  einer  gegebenen, 
zunächst  beliebigen  „Lei t  "-Kurve  C  zu  bleiben.  Man  sieht  an 
der  Figur,  daß  A  B  eine  Fläche  beschreibt,  die  doppelt  überdeckt 
ist,  soweit  nicht  das  von  C  umschlossene  Areal  in  Frage  kommt. 
Der  doppelt  überdeckte  Teil  ist  aber  gleich  Null  zu  setzen,  weil 
jedes  Element  desselben  positiv  und  negativ  beschrieben  wird. 
Die  von  A  B  beschriebene  Fläche  ist  also  nichts  anderes  als  der 
Inhalt  der  Kurve  C. 

Wir  betrachten  nun  eine  Elementarverschiebung  von  ABB 
nach  A'  B'  R'  und  berechnen  das  hierbei  von  A  B  beschriebene 
Flächenelement  A  A'  R  B  =  dF,     Es  ist  (Fig.  33) 


dF  =  Ids  sin  a  +  -^  d(p 


(11) 
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d.  h.  gleich  dem  Parallelogramm  AAiB'B  +  Dreieck  A^  A'  B\ 
Inzwischen  hat  die  Rolle  B  das  Wegelement  da  beschrieben, 
welches  mit  ds  durch  die  Beziehung  zusammenhängt: 

ds  sin  a  =  dasiaa'  +  a  dq),  (12) 

Dies  führt  man  in  die  Gleichung  für  dF  ein  und  erhält : 

dF  =  Idasina'  + 

Hier  ist  aber  de  sin  a'  nichts 
anderes  als  die  zugehörige  Be- 
wegung eines  Randpunktes  der 
Rolle  =  r  dXi    so  daß  sich    ergibt 

dF:^lrdx+lal  +  ^\d(p.  (14) 

Beginnt  man  nun  die  Um- 
f&hrong  mit  den  Anfangswerten 
Xo  und  9^0,  so  wird  man  im  allge- 
meinen nach  Beendigung  der  Um- 
hhrung  der  Figur  an  der  Rolle  den 
Winkel  Xi  ahlesen,  während  die 
Anfangslage  q>Q  der  Stange  A  B  wieder  dieselbe  ist. 
Flächeninhalt  ist  dann 


Fig.  34.    Ganz  umschlossene 
Leitkurve. 


Der 


F  =  l^(Xi-Xo)'  (15) 

Umschließt  jedoch  die  umfahrene  Kurve  0  die  Leitkurve  C 
ganz  (Fig.  34),  so  wird  fi  =  9>o  +  ^^  ^"^ 


=  lr(x,-X^  +  {al  +  ^yn 


(16) 


welche  Größe  gleich  dem  zwischen  C  und  C  enthaltenen  Areal 
ist.  Soll  der  Inhalt  F^i  von  C  selbst  gefunden  werden,  so  ist  noch 
Fq  hinzuzuzahlen: 


Fe  =  lr{x,-Xo)  +  («i  +  4)2^  +  ^c. 


(17) 


Die  am  meisten  verwendete  ausgeführte  Planimeterf orm  ist  das 
Polarplanimeter  (Fig.  36),  bei  welchem  die  Leit-Kurve  C  ein  Kreis 
ist.  Der  Kreis  wird  hergestellt,  indem  man  B  durch  den  Polararm 
PB  AU,  den  auf  der  Zeichenebene  festliegenden  Pol  P  heftet. 

Hort,   Differentialgleichungeu.  3 
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Die   Figur  36   gibt    das    Kompensationsplanimeter    der    Firma 
Coradi-Zürich  wieder. 

VI.  Planimeter,  die  als  Leitkurve  die  gerade  Linie  benutzen, 
heißen  Li^earplanimeter. 


Fig.  35.    Polarplanimeter. 


^^l^tijllia^  vom  Cpradi. 


Die  geradlinige  Bewegung  von  B  wird  hergestellt,  indem  B 
auf  dem  Gestell  eines  Wagens  angebracht  wird,  der  mit  breiten 
geriffelten  Rädern  LL  parallel  mit  sich  selbst  und  geradlinig 
auf  der  Zeichenebene  rollt  (Fig.  37). 

Vielfach  verzichtet  man  darauf,  die  Rolle  R  die  Zeichenebene 
berühren  zu  lassen.  In  diesem  Falle  ordnet  man  besondere  Flächen 
an,  in  Berührung  mit  denen  die  Zählrolle  ihre  Bewegung  ausführt. 
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Typisch  für  dieee  Art  von  Instrumenten  ist  das  Kugelroll- 
planimeter  von  Coradi  (Fig.  38). 


^.^.-r2__L._iL_^l^^ 


Fig.  37.   Idnearplanimeter. 


7^  V^^ 


Fig.  38.   Kugelrollplanimeter  von  Coradi. 

Die  Grundform  Fig.  37  ist  beibehalten.  Das  Wagengestell 
-BJ8  rollt  vermittels  der  geriffelten  Räder  R  R  auf  der  Zeichen- 
ebene. Durchläuft  der  Fahrstift  das  Kurvenelement  ds',  so  rollt 
der  Wagen  um  das  Maß  ds  vorwärts.  Dabei  drehen  sich  die  Räder 

3* 
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(die  durch  eine  in  Spitzen  gelagerte  Achse  verbunden  sind)  um  den 

da 
Winkel  d^  =  -p;.     Auf  der  Achse  sitzt  ein  gezahntes  Rad  Ä, 

welches  seine  Drehung  d^  durch  den  Trieb  P  auf  das  Kugel- 
segment K  vom  Radius  a  überträgt.    Dieses  durchläuft  infolge- 

R 
dessen  den  Winkel  dy  =  —  d^.  Mit  K  in  Kontakt  steht  der  Zy- 
linder c  des  Meßapparates,  auf  den  sich  die  Drehung  von  K 
überträgt  nach  Maßgabe  des  Winkels  a,  den  der  Fahrarm 
mit  der  Fahrtrichtung  des  Wagens  bildet.  Bezeichnet  dx  den 
Drehwinkel  des  Zylinders  c,  so  hat  man  nach  der  Figur  38: 

,  asina  R  ,_., 

<i%=— —  yd*  (18) 

ds 
und  nach  Einführung  von  d^  =  -^7 

d%  =  8maAj-^  — 
Aus  dieser  Gleichung  leitet  man  ab 

Wiad8  =  -^^dx.  (19) 

welchen  Ausdruck  man  in  die  allgemeine  Planimeterformel  (11) 
®»°*"*^=  asina 

woraus  sich  nach  Integration  und  bei  Rückkehr  zu  der  anfäng- 
lichen Lage  des  Fahrarmes  ergibt 

^^^^^^i-Xo)'  (21) 

Hier  ist  — eine    Instrument  -  Konstante  und   Xi  —  Xo 

die  Ablesung  des  Meßrädchens.     Fig.  39  gibt  eine  Ansicht  des 
ausgeführten  Instrumentes. 

VII.  Zur  Ermittlung  von  statischen  und  Trägheitsmomenten 
geht  man  von  folgender  Betrachtung  aus. 
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Es  gilt  (Fig.  40)  für  das  statische  Moment  in  bezug  auf  die 
X-Achse : 


M^=  ^jy^dx  =  ^jPsm^ada 


(22) 


Fig,  39,    Kugol  roll  plan  imeter 
von  Coradi. 


Fig.  40.    Grundlage  der  Integratoren, 
und  für  das  Trägheitsmoment^) 

Jx  =  "3"  /  y^dx  =  -^  /  l^sm^adx 
Setzt  man  in  (22) 

sm«a  =  ---sm(^--2aj 

Mg,  =  —j  Idx — sin  (—  — 2a]dx 


80  wird 


(23) 

(24) 
(25) 
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Betrachtet  man  hier  {  als  Fahrarm  eines  Planimeters  mit 
gleitender  Rolle,  so  wird  j  dx  nach  Umfahrmig  der  Rgur  (Rück- 
kehr zur  Anfangslage  des  Armes)  =  Null,  während  in  dem  übrig 
bleibenden  Ausdruck 


Ms== T-  I  sinf-- 2ajdx 


(26) 


das  Integral  die  Winkelbewegung  einer  Rolle  darstellt,   deren 


TT 

Drehachse  dauernd  um  das  Maß  —  • 


-  2  a  zur  x- Achse  geneigt  ist. 


Fig.  41.   Momenten-Integrator. 


Bringt  man  mit  dem  Fahrarm  B  A  =  l  eine  gleitende  Rolle, 

r 
etwa  durch  ein  Zahnräderpaar  der  Radien  r  und  —  nach  der 

Z 

Figur  42  in  Verbindung,  so  registriert  die  Rolle  das  Integral 

JBm(^^-2ayx  =  Xi'-Xo"^  (27) 

^ö  Xi'  —  Xo"  ^®  Meßrädchen-Ablesung  ist,  und  liefert  somit 
nach  Formel  (26)  abgesehen  vom  Vorzeichen  das  statische  Moment. 
Das  Trägheitsmoment 


^'.h 


sin'  a  dx 


(28) 
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entwickeln  wir  in: 

PffS    .  sin3a\  j 

=  -Tö-(3  /  Biaadx —  /  9m3adx\  . 

ffier  ist 

feinadz^  Xi'  —  Xo 
die  Ablesung  einer  Meßrolle,  deren  Drehachse  mit  dem  Fahrarm 
parallel  bleibt  (Fig.  42)  (daher  dem  Flächeninhalt  proportional), 
wahrend 

fBm3adx  =  xr  —  Xo"' 


Fig.  42.    FlAchen-  und  Momenten- 
integrator. 


Fig.  43.    KugelrolMntegrator. 


die  Ablesung  einer  MeßroUe  ist,  deren  Achse  ständig  den  Winkel  3  a 
mit  dem  Fahrarm  einschließt.  Einen  dercurtigen  Zusammenhang 
zwischen   Fahrarm   und   Meßrollenbewegung   kann   man   durch 

ein  Zahnräder-Paar  Z^  Z,  der  Radien  r  und  —  r  nach  Fig.  42 

herstellen.  Natürlich  muß  ebenso  wie  bei  Fig.  41  dafür  gesorgt 
werden,  daß  die  Achsen  der  Zahnräder,  die  senkrecht  zur  Zeichen- 
ebene stehen,  während  der  Integration  in  einer  zur  x- Achse 
senkrechten  Ebene  verbleiben. 
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Statt  nun  die  Meßrollen  auf  dem  Papier  gleiten  zu  lassen, 
hat  Hele-Shaw  sie  auf  einer  Kugel  K  gleitend  angeordnet 
(Kg.  43). 


Fig.  44.   Integrator  für  Flächen,  statische  und  Trägheitsmomente 
nach  Hele-Shaw. 


Die  Fortschreitung  dx  des  Fahrstiftes  wird  durch  die  Rolle  R 
auf  die  Kugel  K  übertragen  und  liefert  eine  Drehung  dieser: 
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dx 


da-,  = 

und  damit  eine  Meßrollendrehung 

dx 
dx=^BiBma 

=  dxeina 
bzw.  nach  Integration: 

Für  die  Integrale 

laiaSadx    und      /  sin  (-9 2a\dx 

läßt  sich  das  Prinzip  der  Bollkugel  in  der  gleichen  Weise  anwenden. 
Zur  Gewinnung  der  Int^rale 

/sin  a  dx 
1  sin  (-^ 2ajdx 

J  sin  3adx 

würden  also  3  Planimeter  erforderlich  sein,  die  man  in  einem  ein 
zigen  Instrument  vereinigen  kann. 

Ein  solches  Instrument,  welches  aus  einer  einzigen  Um- 
fahrung den  Flächeninhalt,  das  statische  Moment  und  das  Träg- 
heitsmoment liefert,  kann  sowohl  mit  Rollen,  die  auf  der  Zeichen- 
ebene direkt  gleiten,  wie  auch  nach  dem  Bollkugelprinzip  ausge- 
führt sein. 

Fig.  44  zeigt  Grund  und  Aufriß  des  Integrators  nach  H.  S. 
Hele-Shaw.  Das  Instrument  wird  nach  Fig.  45  von  Coradi, 
Zürich  ausgeführt. 


§  13.  AUgemeine  Regeln  für  die  Dorchtührung  von  Differentia- 
tionen. 

1.  Wie  gestaltet  sich  der  Grenzübergang: 

dy        dF{z)        ,.       F(x  +  Ax)  —  F(x) 
-— ~  =  — =  lim  -: , 

dx  dx  AsmmQ  ^x 
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yrerni  F{z)  einer  Konstanten  C  gleich  ist?    Wir  erhalten: 

dy        AC        ,.      C—G       ,.     ^ 

— ^  =  -i—  =   hm  — :i =  hmO 

dx         nx         Js=0    ^^  Js-O 

=  0. 
Ergebnis:     Der     Differentialquotient     einer      Kon- 
stanten ist   Null. 

2.  Fi^x)  sei  eine  Summe  von  zwei  Funktionen: 

¥{x)  =  q>{x)^^p^x) 
Bildung  des  Di£Ferenzenquotienten: 
Ay  _  A¥ (x)  _^  fp{x-^  Ax)-^\p{x-\-  Ax)'—^{x)  — y (x) 
Ax  ~     Ax  Ax 

_  <p{x  +  Ax) — y (x)         \p {x  +  Ax)  —  \p(x) 


""  Ax  Ax 

Übergang  zum  Di£Ferentialquotienten : 

dy  ^  d[y(g)  +  y(g)]  ^ 

dx  dx 

^y^   \<p(x  +  Ax)—q)(x)        ^p(x-{^Ax)—^p(x)^ 

^  dy(a?)    ^    dy(a;) 
d:r  dx 

Ergebnis:  Der  Differentialquotient  einer  Summe 
von  Funktionen  ist  gleich  der  Summe  der  Differential- 
quotienten    der   einzelnen    Funktionen. 

3.  F{x)  sei  ein  Produkt  von  zwei  Funktionen: 

y  =  F(x)  =  <p{x)*ip{x) 
Bildung  des  Differenzen-Quotienten: 
Ay  _  AF(x)  _  (p(x  +  Ax)'\p(x  +  Ax) — (p{x)'xp{x) 
Ax  ""      Ax  Ax 

Wir  subtrahieren  und  addieren  im  Zähler 
tp{x)\p(x  +  Ax) 
und  erhalten: 

Ay  ^  [(p(x  + Ax)—(p(x)]\p(x  + Ax) 
Ax  Ax 

q>(x)[w(x  +  Ax)—ip(x)\ 
Ax 
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Führen  wir  jetzt  den  Grenzübergang  lim  ans,  so  ergibt  sich: 

Ax  o  0 

y^   <p(x  +  Ax)-'(px  ^  dtpjx) 
js^o  A^  dx 

lim  tp(x  +  Ax)  =  yf(x) 

yj(x  +  Ax)—y)(x)         dtp  (x) 

lim  -i =  — ; 

j«  =  o  ^^  dx 

und  als  Gesamtresultat: 

dy  dcp  ix)  dw  Ix) 

d.  h.  der  Differentialquotient  des  Produktes  zweier 
Funktionen  wird  erhalten,  indem  man  jede  Funktion 
mit  dem  Differentialquotienten  der  anderen  multi- 
pliziert und  die  erhaltenen  beiden  Produkte  addiert. 

4.  F{x)  sei  der  Quotient  zweier  Funktionen 

y  ^'       V(x)- 

Nach  Bildung  des  DifFerenzenquotienten : 

(p(x  +  Ax)  (p  (x) 
Ay  AF {x)  \p  (x  -\-  Ax)  y>(^) 
Ax  Ax  Ax 

und  kreuzweiser  Multiplikation  findet  sich: 

(p{x-\-  Ax)  W{^-\-  ^«)       ,  X 


Ax  xp {x  +  Ax) 'tp {x  -\-  Ax) 

Nach  Subtraktion  und  Addition  von: 

Ax 

im  Zähler  kommt: 

ip{x-\-Ax)—(p(x)  _  xp{x+  Ax)—ip(x) 

AF(x) Ax_ ^_2^ Ax^ ^^  ^ 

Ax  \p{x  -\-  Ax)\p(x) 
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Beim  Grenzübergang  erhält  man  dann: 

dy       ^[^        -d^-^<'^) d^y^'^) 

dx  dz  V^W 

In  Worten:  Der  Differentialquotient  des  Quotienten 
zweier  Funktionen  wird  erhalten  durch  die  Operation: 
Nenner  mal  Diff.-Qu.  des  Zählers  minus  Zähler  mal 
Diff.-Qu.  des  Nenners,  das  Ganze  dividiert  durch  das 
Quadrat   des  Nenners. 

5.  F(x)  sei  die  Funktion  einer  Funktion  q?{x) 

y  =  n<p{x)i 

Nach  Bildung  des  Differenzenquotienten: 

Ay  ^  F[(p{x  +  Ax)]  —  F[(p{x)] 
Ax  Ax 

Folgt  Multiplikation  mit: 

(p{x  -{-  Ax)  —  (p(x) 

(p(x  +  Ax)  —  q){x) 
und  ergibt : 

Ay  ^    F[(p{x  +  Ax)]  —  F\(p{x)]     (p{x  +  Ax)  —(p(x) 
Ax  q>{x  +  Ax)  —  <p  (x)  Ax 

Setzen  wir  jetzt  im  ersten  Quotienten: 

(p(x)  =  2, 
80  wird: 

q>(x  +  Ax)  =  z  +  Az;  q){x  +  Ax)  —  q>{x)  =   Az 

F[(p{x+  Ax)]  =  ^^[2+  Az]\  F[(p(x)]  =  F[z] 
und 

Ay  _  F[z  +  Az]  —  F{z)      (p{x  +  Ax)  —  (p{x) 
Ax  Az  Ax 

und  nach  Vornahme  des  Grenzüberganges  ergibt  sich 
dy  __  dF{z)     dz 
dx  dz       dx ' 

Auf  eine  Einkleidung  der  Regel  in  Worte  verzichten  wir,  da 
die  Ausdrucksweise  zu  umständlich  würde  und  geben  lieber  einige 
Beispiele. 
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y  =   F(z)  =  z^\  z  =  (p(x)  =  a+bz"* 
dF(z) 


dz 


=  3  2*  =  3  [a  +  6  «^]« 


dz  ,  , 

dx 

d»  dz        dx  *■  ■" 

b)  y  =  F[q>{x)\  =   A +/9x 

y  =  F(z)  =  Yz  =  z^;  z  =  (p{x)  =  a+  ßx 

d2  2  2ia  +  ßx    '    d^ 

dy  _  dF{z)     dz  _  ß 

dx  ^      dz        dx  '^  2^a  +  ßx' 

6.  Differentiation  der  inversen  Funktion.    Aus  y  =  F(x) 
folge  durch  Auflösung 

«  =  ö)(y) 

Die  Dififerenzenquotienten  sind: 

Ay  _  AF  (x)  _  -F  (a;  +  J  a;)  —  i^  (a;) 
zla;  Ja;  Ax 

und 

zla;  ^  J  <P  (y)  ^  0(y  +  Ay)  —  0(y) 
Ay  "      Ay  Ay  ' 

Durch  Multiplikation  der  beiden  Gleichungen  folgt: 
^_4x  ^      _  F{x  +  Ax)—F(x)    0{y  +  Ay)  +  0{y) 
Ax ' Ay  Ax  Ay 

und  nach  Übergang  zur  Grenze 

^^  dFjx)    d0(y) 
dx  dy 

oder 

dF  (z)  __       1 
dz      ~  d0{y)' 
dy 
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In  Worten:  Das  Produkt  der  Differenzialquotienten 
zweier  zu  einander  inversen  Funktionen  ist  =  1. 


§14.   Bestimmiing  des  Differentiatquotienten  der  einfachen 
Funktionen. 

l.  Differentiation  der  Sinusfunktion  y  =  8hxx. 
dy       dsmx  _  sin(a;  +  ^^) — sina; 

dx  dx  Ax  =  o  ^^ 

,.        sinarcos-do;  +  oosxsin^a;  —  sina?  (1) 

=    lim    -z 

Hier  wird  mit  abnehmendem  Ax  lim  cos  Ax  =  l,  mithin 
ist  lim  (sin  x  00&  Ax  —  sinx)  =  0.    Es  bleibt  übrig: 

dy         ,.  sin^la; 

-3—  =    lim   cos  X  — -z . 

dx        jaf-o  Ax 

Hier    wird   jedoch    mit   abnehmendem    Ax   der    Quotient 

sin  Ax 

— j =  1,  so  daß  sich  das  endgültige  Resultat  ergibt: 

dy        d  sin  x 


dx  dx 


=  +  cosa;. 


2.  In   analoger   Weise   führt   man   die   Differentiation   der 
Cosinusfunktion 

y  =  cosa;  (2) 

durch.     Es  resultiert: 

dy  _^  dcosx  _ 
dx  dx 

3.  Differentiation  der  Tangensfunktion 

y  =  tg  x.  (3) 

Wir  erhalten: 

dy  _^  dtgx  __  1 

dx  dx  cos^a;  ' 

4.  Die  Ärcussinusf unktion 

y  =  arc  sin  x,  (4) 

hat  zum  Differenzenquotienten 

Ay        aresin {x  -\-  Ax)  —  arcsin x 
Ax  ~  Ax 
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Nun  folgt  aus  (4): 

X  =  smy 
sin(y  +  Ay)  =  x+  Ax 
Ax  =  sin(y  +  Ay)—amy; 
also  ist  ^y  ^  ^y 

Ax  ""  sin (y  +  J y)  —  siny 
1 


8in(y  +  Ay)—emy  ' 

^y 

Die  Ausführung  des  Grenzübergangs  liefert 
dy  ^      1 
dx       cosy 
und  wegen 

cosy  =  yi  — sin^y  =  ^1  — x^ 
wird 

dy        (2  aresin  X 


=  + 


dx  dx  li a:2 

5.  Die  Arcuscosinusfunktion 

y  =  arccoso;.  (6) 

TT 

arocos  x  =  — arcsin  a; 

2 


ist, 

haben  wir 

dy 

dx  ~ 

rfarcsi] 
dx 

üo; 

1 

ii 

—  X» 

6.  Die  Aronstangensf unktion 

y  = 

arctg  X. 

Wir  bilden  die 

inverse  Funktion 

und  differenzieren: 

X  = 
nach  (3) 

=  tgy 

dx 
dy 

1 
cos^y 

oo8*y  ■ 

dx 
dy 

sin^y 

tg'y 

=  l  +  x^; 

1 
l+tg2y 

~~ 

1 

1  +  x^ 

(6) 
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also 

dy        d  arctg  x 


(7) 


dx            dz 

l+x^' 

7.  Die  logarithmisohe 

Funktion 

y  =  ]gx. 
Nach  Bildung  der  Differenzen-Quotienten 

Ay        lg(a; 
Ax 

+  Ax)  —  \gx 
Ax 

and  folgender  Umformung 

x  +  Ax 

^«           X 

.^(-^) 

Ax  Ax 

Ax 
kann  man  mit multiplizieren,    wenn    man    zugleich    den 

Ax\  X 

Klammerausdruck  ( 1  + 1  zur  — —  ten  Potenz  erhebt: 


Ay       Ax^[^^-^) 


X 

Jx 


Ax         X  Ax 

X 


Beim  Grenzübergang  haben  wir 

^  =  ^=    limi-lgfn-^)"^ 
dx  dx         Ax^o  ^      \  ^  I 


Der  Grenzwert 


ist  aber  =  e,  der  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  '),  und  wir 
erhalten : 

d\gx  _   1 
dx     ~^  X    ^    ' 

Hort,    Dlflerentialglelchungcn.  4 
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Verstehen  wir  auch  hier  unter  Iga;  den  natürlichen    Log- 
arithmus, so  wird  lg  c  =  1  und 

dlgx         1 


(8) 


dx 

X 

8. 

Die  Exponen 

tia! 

Ifunktion 

y 

=  c» 

et 

naoh  Inversion: 

X  - 

=  igy- 

Hieraus  folgt: 

dx 
dy 

= 

1       1 

y      «• 

dy 



d.  h.    die  Differentiation   der  Exponentialfunktion 
liefert  wieder  die  Exponentialfunktion. 


§   16.      Zusammenstellung  der  Gnmdformeln  der  Differential« 

reehnung. 

1.  Differentiation  der  Konstanten: 

dC 


dx 
2.  Diff.  der  Summe: 


=  0 


d\<p{x)+^[x)\    ^d^Pj?^       dy^^ 

dx  dx  dx  y-   \  /       T  \  / 

3.  Diff.  des  Produkts: 


4.  Difi.  des  Quotienten: 

{X) 


d(^ 
\tp{x)l  ^y){x)<p'{x)—y>'(x)q)\ 

dx  y)*  {x) 
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6.  Diff.  der  Funktion  einer  Funktion: 
dF(z)  dF(z)  dw(z) 

6.  Die  Differentialquotienten  zu  einander  inverser  Funk- 
tionen q)  (x)  und  /  (x) :  liefern  miteinander  multipliziert 
die  Einheit: 

<p\x)'r{x)  =  1. 

7.  Diff.  der  Potenz: 

dast^ 


dx 

8.  Diff.  der  Sinusfunktion 

dsin^ 
dx 

9.  Diff.  der  Cosinusfunktion 

dcoax 


=  amsf^—^. 


=  cosa;. 


dx 

10.  Diff.  der  Tangensfunktion: 
dtgx 


=  — smx. 


dx  008^  X 

11.  Diff.  der  Gotangensfunktion : 

e^coto;  ] 


dx  sin^x 

12.  Diff.  der  Arcussinusfunktion: 

darcsina;    __  1 


dx  '   yrz"^ 

13.  Diff.  der  Arousoosinusf imktion : 
e^arccoso;  1 


dx  yi— a:2 

14.  Diff.  der  Arcustangensf unktion : 

darctga? 1 

dx       ~"  "^    l+x^  ' 

15.  Diff.  der  Arouscotangensfunktion : 

dATQCOtX     _  1 

dx  ~"         1  +  «a 
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16.  Diff.  der  Logarithmusfunktion: 

dlgz  _   1 
dx  X 

17.  Diff.  der  Exponentialfunktion: 

Je* 


dx 


=  e*. 


II.  DifFerentialgleichungen  erster  Ordnung. 
§  16.    Differentialqaotient  nnd  Differentialgleiehiing. 

Allgemein  heißt  eine  Gleichung  zwischen  Variabein  und  ihren 

ersten  Differentialquotienten   Differentialgleichung  erster 

dy 
Ordnung.  Sind  die  Variabein  Xy  y,  die  Differentialquotienten  -r-, 

so  lautet  die  Form  der  Differentialgleichung  allgemein 


•(-■Ä)=«- 


(1) 


Sehr  einfache  Differentialgleichungen  dieser  Art  haben  wir 
bereits  kennen  gelernt.  Jede  unserer  Differentiationsformeln  in 
§  15  ist  eine  Differentialgleichung.  Man  erkennt  dies  sofort,  wenn 
man  z.  B.  Formel  (7)  in  §  16  folgendermaßen  schreibt: 

4^  — ama^-i  =  0.  (2) 

(tx 

Die  „Lösung"  dieser  Differentialgleichung  verlangt  diejenige 

Funktion  y  von  x  anzugeben,   deren  erster  Differentialquotient 

=  amx^^^  ist.    Wir  wissen,  wie  wir  zu  verfahren  haben.    Wir 

schreiben 

dy  =  am  a;"*"^  dx 

und  integrieren: 

y  =  C  +  fam  x"^^  dx  .^ 

y  =  C  +  ax^ 

Hier  ist  die  Integrationskonstante  C  (die  wir  mit  Rücksicht 
auf  die  Lehren  vom  unbestimmten  Litegral  hinzugefügt  haben) 
bemerkenswert.  Unbestimmte  Integrationskonstanten 
spielen  bei  der  Lösung  von  Differentialgleichungen  eine  wichtige 
Rolle,  wie  wir  noch  sehen  werden. 
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Vorlaufig  merken  wir  an,  daß  eine  „Integralgleichung** 
y  —  C  +  ax^y  die  eine  Integrationskonßtante  O  enthält,  das 
allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  heißt.  Jede 
spezielle  Wertfestsetzung  für  (7  liefert  ein  partikuläres  Integral. 
Insbesondere  ist  also  mit  C  =  0  y  =  ax^  ein  partikuläres  Integral 
der  Differentialgleichung  (2). 

Die  Losung  der  angeschriebenen  Differentialgleichung  war 
sehr  einfach,  und  zwar  in  erster  Linie  deshalb,  weil  abgesehen  von 
der  Variabein  x  nur  der  erste  Differentialquotient  der  unbekannten 
Funktion  y  vorkam,  mit  anderen  Worten,  weil  die  Differential- 
gleichung von  der  ersten  Ordnung  war.  Wir  stellen  fest, 
daß  bei  Differentialgleichungen  folgender  Form 

||-/(x)  =  0.  (4) 

wof{x)  eine  behebige  Funktion  von  x  sei,  sich  ohne  weiteres  durch 
eine  „Quadratur**  das  allgemeine   Integral 

y  =  C  +  ff(x)dx     (6)y 
finden  läßt. 

Ebenso  einfach  ist  die 
Lösung  von  Differential- 
gleichungen der  Form 

dy 
dx 

Wir  schreiben 

<p{y) 

und  finden  das  allgemeine 
Integral: 

vo  <p(y)  in  y  ebenfalls  beliebig  sein  kann. 
Dieses  allgemeine  Integral 

y  =  G  +  ff(z)dx 
schreiben  wir  mit 

ff{x)dx  =   F{x) 
wie  folgt: 

y  =  0+  F(x). 


—  <p{y)  =  0, 


Fig.  46.     Integralkurvensohar. 

dy 

(y)  ' 


(8) 


(9) 


(10) 
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Deuten  wir  diese  Gleichung  geometrisch  in  einem  rechtwink- 
ligen Koordinatensystem,  so  erhalten  wir  eine  Mehrzahl  vonKurven, 
und  zwar  für  jede  spezielle  Auswahl  von  G  eine  Kurve. 

Es  entsteht  so,  wenn  wir  G  alle  Werte  von  —  oo  bis  +  oo 
durchlaufen  lassen,  eine  Mannigfaltigkeit  von  Kurven 
(Fig.  46),  die  einander  kongruent  und  gegeneinander  in  Richtung 
der  y-Achse  verschoben  sind.  Jedes  Individuum  der  Mannig- 
faltigkeit oder  Kurvenschar  stellt  ein  partikuläres 
Integral  der  gegebenen  Differentialgleichung  dar. 

§  17.   Anwendungsbeispiel :  Die  Spiegelkurve  eines  fließenden 
€lewässer8.   Angenäherte   Integration   einer  Differential- 
gleichung. 

Ein  technisches  Beispiel  für  Differentialgleichungen  der  letzt- 
genannten Art  bietet  dieUntersuohimgderStaukur ven,  beider 
eine  Differentialgleichimg 

dy    y»-^  _ 

für  die  Gestalt  des  Spiegels  eines  stationär  ungleichförmig 
fließenden  Gewässers  resultiert. 

Zur  Aufstellung  dieser  Gleichung  geht  man  aus  von  der  Be- 
wegung eines  gleichförmig  fließenden  Gewässers  8). 

Bezeichnet  (Fig.  47) x  den  auf  der  Ge  rinne achse gemessenen 
Abstand  eines  Gerinnequerschnittes  A  B  von  einem  Anfangsquer- 
schnitte 0  F,  dann  ist  klar,  daß  bei  der  gleichförmigen  Bewegung 
die  Arbeit  des  fallenden  Wassers  zur  Überwindung  der  Bewegungs- 
widerstände dient.  Bezeichnet  F  den  Gerinnequerschnitt,  ü  den 
Gerinneumfang,  r  den  Profilradius,  gegeben  d\u:ch 

F 
r  =  -^,  (2) 

V  die  mittlere  Wassergeschwindigkeit,  y  das  spezif .  Gewicht,  dann 
ist 

A  =  yrüVdz  (3) 

die  Gefällarbeit  bei  Durchströmung  des  Abschnitts  dx.  Die 
Reibungsarbeit  Ä  ist  empirisch  proportional  dem  benetzten 
Umfang  ü  und  dem  Geschwindigkeitsquadrat  F^.    Sie  findet  sich' 
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A 


mit  der  Froportioiialitätskonstante 


2J7 


^9 
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(4) 


Durch  Gleiohsetzung  der  beiden  Arbeitsausdrüoke  (3)  und 
(4)  und  Streichen  der  Größe  Vü  ergibt  sich,  wenn  nach  ge- 
eigneter Wahl  des  Maßsystems  y  =  1  gesetzt  wird, 


(5) 


Fig.  47.     Betrachtang  einer  gleichförmigen  Wasserbewegimg. 

dz 
Bei  gleichförmiger  Bewegtmg  wird  nun  F,  r  und  -j-  längs 

der  Germneachse  konstant,  und  man  kann  mit 

dz 


dx 


=  J 


Mhieiben 


2g       ' 


(6) 


(7) 


WO  J  das  „Gefälle"  des  Gerinnes  bedeutet.    Hier  wollen  wir  stets 

für—-  den  Eytelwein'schen  Wert  0,00037  benutzen,  wobei  wir 
2g 

bemerken,  daß  es  noch  andere  kompliziertere  empirische  Ausdrücke 

X 
dafür  gibt.   Hierbei  ist  r  in  m,  F  in  [msec"^]  einzusetzen;  —  hat 

demnach  die  Dimension  [rnr^  •  sec^],  also  einer  reziproken  Be* 
flchleunigung. 
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Die  Formel  (7)  wird  z.  B.  bei  der  Berechnung  von  Kanälen 
benutzt.  Meistens  ist  die  vom  Kanal  fortzuführende  Wassermenge 
Q  und  das  zur  Verfügung  stehende  Gefälle  J  durch  die  Naturver- 
hältnisse gegeben,  die  Breite  b  des  Kanals  durch  den  Bodenpreis 
nach  oben  begrenzt.  Aus  diesen  Daten  kann  man  mit  (7)  den  er- 
forderüchen  Profil-Radius  und  damit  die  Gestalt  des  Gerinne-Quer- 
schnittes bestimmen.  Hat  man  z.  B.  einen  sehr  breiten  Kanal  der 
Breite  6,  dann  kann  man  den  Profilradius  gleich  der  Wassertiefe  A 
und  den  Umfang  statt  der  Breite  setzen  und  es  wird: 

bh 


und 

hJ  = 
oder 


Q* 


2g    b*h* 


h  ist  also  in  diesem  Falle  die  Wassertiefe. 

Bei  der  gleichförmigen  Bewegung  ist  J  ein  Maß  sowohl  des 
Spiegelgefälles  wie  des  Sohlengefälles,  da  beide  einander 
gleich  sind.  Wird  nun  eine  gleichförmige  Wasserbewegung  dadurch 
gestört,  daß  man  in  das  Gerinne  ein  Hindernis,  etwa  ein  Wehr,  ein- 
baut, dann  weichen  Spiegelgefälle  und  Sohlengefälle  der  abge- 
änderten Wasserbewegung  voneinander  ab.  Betrachten  wir 
wieder  zwei  Gerinnequerschnitte  AB  und  A'B'  im  Abstände  dx, 
dann  haben  wir  die  Spiegelkurve 

z  =  f(x) 
von  der  Sohlenkurve 

8  =  (p{z) 

zu  unterscheiden  (Fig.  48).  s  =  q){x)  ist  eine  im  allgemeinen  gegebene 
Funktion.  Gesucht  wird  die  Gleichung  des  Spiegels,  imd  zwar  be- 
zogen auf  die  Sohle,  d.  h. 

y  =  z  —  8  =  f(x)  —  (p(x), 

also  die  Wassertiefe  in  Abhängigkeit  von  der  Gerinnelänge  x. 
Hierbei  muß  der  Anfangspunkt  für  die  Zählung  der  Länge  x  aus 
den  besonderen  Bedingungen  der  Aufgabe  noch  bestimmt  werden. 
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Das  nachfolgende  Verfahren  wird  y  direkt  liefern,  ohne  vor- 
herige Aufsuchung  von  f{x). 

Zur  Gewinnung  einer  Gleichung  für  y  gehen  wir  wieder  von 
dem  Satz  ans,  daß  innerhalb  des  Intervalles  dx  die  zur  Verfügung 
stehende  Gefällearbeit  die  Widerstands  Verluste  decken  mß. 


Hg.  48.     Betrachttmg  einer  ungleichförmigen  Wasserbewegung. 


Zur  Verfügung  steht  die  Arbeit  Qdz,  wo  Q  die  sekundliche 
Wassermenge  bedeutet.  Diese  Arbeit  wird  aber  nicht  ganz  auf 
die  Deckung  des  Widerstandsverlustes  verwendet,  da  ein  Teil 
dieser  zwischen  AB  und  A* B'  zur  Veränderung  der  kinetischen 
Energie  des  strömenden  Wasserquantums  verbraucht  wird.  Das 
strömende  Wasserquantum  Q  hat  im  Querschnitte  AB  die 
kuietische  Energie 

_i_0.  72. 


im  QueiBchiütte  A'B'  dagegen 
1 


2(7 


Qiy  +  Ayf 


Die  Änderung  beträgt  demnach 

g  dx 

Setzen  wir  nun  einen  breiten  Kanal  rechteckigen  Querschnittes 
voraus,  dann  gilt  die  Beziehimg 

Q=   V-b-y, 
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d.  h.  die  sekundliohe  Wajssermenge  ist  gleich :  Geschwindigkeit  V 
mal  Breite  b  mal  Tiefe  y  und  hieraus  folgend: 

Es  wird  also: 

dV Q      dy 

dx  b  y^    dx 

und  die  Änderung  der  kinetischen  Energie 

g  b^y^     dx 

Zur  Deckung  des  Beibimgsverlustes 

J-ÜV^dx 

oder,  da  bei  breiten  Kanälen  der  Umfang  ü  annähernd  gleich 
der  Breite  b  gesetzt  werden  kann, 

±..-^dx; 
2g      b^y^        ' 

bleibt  also  von  der  Gefällearbeit  Qdz  nur  übrig: 

1  l     Q^     dv 

Qdz QrdV  =  Qdz  +  —-^^dx.  (9) 

Es  entsteht  also  mit 

dz  ^  da        dy 
dx        dx        dx 
die  Differentialgleichung: 


Jd8        dy\ 
'\dx        dx) 


oder  nach  beiderseitiger  Hebung  von  Q  und  mit  dem  constanten 
Sohlengefälle 

dx 


dy         X       Q»  1      Q^     dy 


dz        2  g    b»y*  g    b*y'    dx 

Setzt  man  hier  zur  Abkürzimg  die  Konstanton 

X      Qi 


(11) 


2g  b*J 


h» 
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und 


9 

*». 

ein, 

so 

entsteht  einfacher 

t>- 

.*.)  = 

=  J(y._ 

Ä«) 

odei 

> 

dy  y* 
dx   y» 

—  jfc» 

—  A» 

=  +J. 

(12) 


(13) 

d.  h.  die  im  Anfang  des  Paragraphen  angesohriebene  Gleichung. 
Hier  ist  zunächst  h  mit  der  bereits  oben  festgestellten  Wasser- 
tiefe bei  gleichförmiger  Strömung  der  Wassermenge  Q  auf  dem 
Gefälle  J  identisoh.  k  dagegen  ist  identisch  mit  der  Wassertiefe 
der  gleichförmigen  Strömung  in  einem  Kanal,  für  welchen 

^- 

gilt,  d.  h.  für  welchen  das  Gefälle  J  den  Wert  hat: 

X 
J  =  —  =  0,0036  =  '^1:280. 

Zwischen  h  und  k  besteht  die  Beziehung: 

X 

Wir  gehen  nun  über  zur  Integration  der  gefundenen  Difie- 
rentialgieiohung.     Es  ergibt  sich 


*  =  A|/ 


•f'-^^j^z^^y- 


(14) 


Dies  ist  die  endliche  Gleichung  der  Spiegelkurve.  Um  die 
unbestimmte  Konstante  C  fortzuschaffen,  muß  man  die  Wasser- 
tiefe an  irgendeiner  Stelle  kennen,  z.  B.  H  dicht  an  dem  Einbau. 
Ist  an  dieser  Stelle  x  =  A^  dann  ergibt  sich  für  G 

und  als  Spiegelgleichung: 
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Ehe  wir  an  die  genaue  Auswertung  und  Untersuchung  dieses 
Integrals  herangehen,  wollen  wir  die  gefundene  Differentialgleichung 

dy   ^j    y^  —  h^ 


dx  y^  —  A' 

zur    angenäherten    Bestimmung   der   Spiegelkurve   benutzen. 
Dies  geschieht  in  der  Weise,   indem  wir  einen  Punkt  der 
Spiegelkurve  z.  B.  dicht  am  Wehr  festlegen  durch  Auswahl 

y  =  H. 
Hiermit  ist  bei  y  =  £f  der  Differentialquotient 
{dy\  _  ,  H*  —  h* 

festgelegt,  und  da  die  Spiegelkurve  nur  schwach  gekrümmt  ist, 
können  wir  annehmen,  daß  derselbe  Wert  des  Differentialquotienten 
noch  ein  endliches  Stück  A  x  stromauf  gilt.  Am  Endpunkte  dieses 
Stückes  wird  dann 

HZ  —  hP 
Ay=  +  Ax.J  ^^_^  (17) 

d.  h.  Ay  ist  die  Änderung  der  Wassertiefe  an  dieser  Stelle. 

Ein  Beispiel  wird  das  Verfahren  verdeutlichen.  Es  liege  ein 
Kanal  des  Gefälles  J  =  0,00037  vor  mit  einer  Wassergeschwindig- 
keit V  =  1,2  m.  Dann  beträgt  die  Wassertiefe  der  gleichförmigen 
Strömung 

während  man 

k  =  k^  =  lM^  =  0.610 

findet. 

Stauen  wir  jetzt  die  gleichförmig  dahinfließende  Strömung 
an  irgend  einer  Stelle  auf  H  =  1,8  m  auf,  so  ergibt  sich  folgende 
Gleichung  für  die  Abnahme  A  y  der  Wassertiefe  in  der  Entfernung 
Ax  vom  Stau: 

.     A       r.  r.r.r.^^  ^,832  —  2,986  ,      ,        ^  ^^^«„      2,846 

Ay=  +  ^a:.  0,00037-^-— ^t^ttt  =  +  ^a:.0,00037       ' 


5,832  —  0,301  '  5,531 

=  +  Ja:- 0,00019 
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d. h.  in  der  Entfernung  Ax  =  —  500  m  oberhalb  hat  sich  die  Stau- 
tiefe um  Ay  =  —  0,095  m  =  — -  9,5  cm  geändert,  d.  h.  sie  ist  kleiner 
geworden;  sie  beträgt  H  =  1,705.  Berechnet  man  mit  diesem  H 
von  neuem  die  obige  Formel,  so  entsteht 

/ll,=  +  Zlx.  0,00037 •  ||j|^|g|  =+ /l« .  0,000155 

womit  man  wieder  mit  Ax  =  —  500  m  stromauf  die  Tiefenab- 
nae     hm 

Ay  =  0,077  m  =  7,7  cm 

findet.  So  rechnet  man  fort  und  gelangt  zu  immer  geringeren 
Wassertiefen,  ohne  indessen  die  ursprüngliche  Tiefe  1,44  m  zu 
erreichen:  der  Stauspiegel  schmiegt  sich  asymptotisch  dem 
ursprünglichen  Spiegel  an.     Vgl.  Fig.  48. 

Einen  allgemeinen  Überblick  über  die  durch  die  Differential- 
gleichung in  definierten  Staukurven  liefert  die  Durchführung  der 
Integration  und  die  genaue  Diskussion  der  entstehenden  Gleichung. 

Es  handelt  sich  also  um  die  Auswertung  des  Integrals 


(18) 


Zunächst  ist  identisch 

y^  —  k^  h^  —  k^ 

ys  —  h^=  1  +     y8_Ä3 

Macht  man  jetzt  die  Substitutionen 

H 
y  =  hrj,  dy  =  hdr],  -j-  =  tjb, 

80  folgt 

k  h 

und  nach  Einführung  der  Abkürzimg: 
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J{X  —  A)  = 
=  (y-ff)-Ä(l-f3) 


-/^.-(-/^) 


h 


(20) 


Hier  ist  eine  Vereinfachung  zu  erzielen,  wenn  man  den  Punkt 
X  =  Ay  y  =  H  so  wählt,  daß  er  in  den  Anfangspunkt  des  Koordi- 
natensystems fällt.    Es  resultiert  dann  als  Gleichung: 


Jx  =  y—h(l—i^) 


?-  IL 
h 


(21) 


4ü 

_] 

/ 

\ 

/ 

> 

>L, 

az 

J 

\ 

Sv. 

y\ 

r 

"^ 

*^ 

> 

H 

■*^ 

■"- 

— 

0 

/l 

0,ff  Q7  0^  Ofi  V)  Xi  tZ  %S  t¥  tS  f£  t7  f,8  t9  2,0  7j 
Fig.  49.    Verlauf  der  Bressesohen  Funktion  /  {yj). 

In  dieser  letzten  Formel  bleibt  noch  die  Berechnung  des 
Integrals 

dir] 


-I 


ri^—l 


übrig,  welches  man  mit  Hilfe  der  Partialbruchzerlegung') 

^  =  _i./^^ n+l-\dn 

if—l  3  \»/— 1       ri*  +  r]  +  ll    ' 


findet 


^}{^^^^^-Hi>^^^}.     ... 
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Diese  Funktion,   die  kurz   mit   f{ri)  bezeichnet  werde,   hat 
Bresse^^  tabellarisoh  berechnet. 

Den  ungefähren  Verlauf  der  Funktion  gibt  von 
^  =  0,5  biß  17  =  2,0 
Fig.   49  wieder. 

Die  Funktion  /  (y)  hat  folgende  ausgezeichnete  Werte 

/(O)  =  —0,606,  /(l)  =  00,  /(oo)  =  0. 
Es  ist  also 

-f-^^— 0.606 


■/- 


lf-l 

wonach  die  Formel  (21)  übergeht  in: 

Jx  =  y  _A(i  — f8)  [/  ^rj)  +  0,606]       y  .  (23) 

Diese  Gleichung  wird  durch  a;  =  0,  y  =  0,  ij  =  0  befriedigt, 
also  geht  die  durch  sie  dargestellte  Kurve  durch  den  Anfangspunkt 
des  Koordinatensystems,  wie  soeben  festgesetzt. 

Femer  wird  für  y  =  A  die  Qerinnelänge  a;  =  00,  da  f(rj) 
f ür  ^  =  1  00  wird,  d.  h.  die  Kurve  berührt  asymptotisch  die 
zur  Kanalsohle  im  Abstände  y  =  h  Parallele,  d.  h.  den  Spiegel 
der  ungestörten  Strömimg. 

Weiterhin  folgt  nach  Differentiation  der  Gleichung**)  (13): 

dx        1/»  —  i»  Ä«  —  ifc« 

d^x                   Ä«  —  i» 
J— —  =  —  3  — —  V*.  (24) 

Das  Vorzeichen  des  zweiten  Differentialquotienten  -3—^  ist 

d^x^^) 
maßgebend  für  Krümmung  der  Kurve.  Ist -^-^      negativ,  dann 

ist  die  Staukurve  in  Richtung  des   positiven  x,  also  stromab, 
konvex.     Das  ist  offenbar  dann  der  Fall,  wenn 

A8_ifc8>0 

oder 

oder 

1>  l\ 
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In  diesem  Falle  ist  die  Kurve  überall  konvex  in  Richtung  der 
Strömung  (Fig.  50). 

Wasserläufe,  bei  denen  die  Bedingimg  A^  >  1  erfüllt  ist,  nennt 
man  nach  de  Saint-Venants  Vorgang  Flüsse.  Im  Anfangs- 
punkt A  beginnt  die  Kurve  mit  unendlich  schwacher  Krümmung 


und  mit  wachsendem  y  nimmt  x  zu.    Mit 
y  =  AÄ  =  ife 


wird 

dx         y^  —  k^ 


=  0, 


dy         y^  —  ¥ 
d.  h.  die  Kurve  hat  hier  eine  zur  Kanalsohle  senkrechte  Tangente; 


Fig.  50.     Gestalt  der  Staukurve  bei  einem  Fluß  h  >  U, 

dies  findet  im  Punkte  B  statt.  Hier  kehrt  die  Kurve  in  Richtung 
des  Oberlaufes  um  und  nähert  sich  asymptotisch  (wie  oben  nach- 
gewiesen) der  Spiegelkurve  CD  der  ungestörten  Strömung,  der  im 
Punkte  y  =  h,  X  =  —  oo  erreicht  wird. 

Für  weiter  wachsende  y  >  h,  rj  >  l  wird  x  wieder  endlich; 

dx  dx        1 

-j—  wird  positiv  und  wächst  bis  zum  Werte  -^  =  -y  beiy  =  +  oo. 

Der  entstehende  Kurvenzug  CE  geht  asymptotisch  von  der  Ge- 
raden CD  aus  und  nähert  sich  ebenfalls  asymptotisch  der  Geraden 
FE,  die  die  Gleichung  besitzt: 

Jx  =  y  + 0,605  (X^  —  l)h, 
Soweit  der  Verlauf  der  Kurve  oberhalb  der  Geriimesohle. 
Ein  Stück  der  Kurve  hegt  noch  unterhalb  der  Gerinnesohle  und  ist 
in  der  Fig.  50  punktiert  gezeichnet;  es  kommt  für  die  Spiegelgestalt 
nicht  in  Betracht. 
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Ist  dagegen  die  Bedingung 

oder  A«  >  1 

erfüllt,  dann  bezeichnet  man  den  Wasserlauf  mit  de    Saint- 

V  enant  als  W  i  1  d  b  a  c  h.  Dann  ist  der  zweite  Differentialquotient 

d^x  A3  — ifc3        ^ 

überall  positiv,  die  Staukurve  also  überall  konkav  in  Richtung  der 
Strömung.    Es  ergibt  sich  folgendes  Kurvenbild  (Fig.  51): 


Fig.  51.    Staukurvenverlauf  bei  einem  Wildbach  Ä  <  ik. 
Wieder  beginnt  die  Kurve  im  Anfangspunkte  A  mit  unendlich 
schwacher  Krümmung  1-7-^  =  0;  Wendetangente  j  und  nähert  sich 

dx 
mit  positivem  -1—  asymptotisch    dem    Spiegel    der    ungestörten 

dx 
Strömung,  der  mit  a;  =  +  oo>  y  =  Ä,  -j—  =  00  erreicht  wird. 

Q,y 

dx 
Mit  weiter  wachsendem  y  wird  -j-  negativ  endlich,  um  bei  y  =  Aä 

zu  verschwinden.  Dies  tritt  ein  im  Punkte  D,  in  welchem  die  Kurve 

eine  zur  Kanalsohle  senkrechte  Tangente  hat.    Gleichzeitig  ist  D 

dx 
ein  Umkehrpunkt  für  die  Kurve ;  mit  y  >  Aä  wird  -j—  positiv,  um 

sich  mit  x  =  00,  y  =  00  (welches  Wertepaar  die  Kurve  befriedigt) 

dem  Werte  -f  zu  nähern.    Dieser  Kurvenzweig  (DJ&  in  der  Figur) 

hat  also  ebenfalls  eine  Asymptote,  deren  Gleichung  ist: 
Jx  =  y +  0,605  (A3— 1)&. 

Hort,   DifferentlalgleichuDgen.  ^ 
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Im  Falle  A^  =  1,  wenn  also  weder  ein  Fluß  noch  ein  Wildbach 
vorliegt,   wird  ^^  ^ 

dy  "    J 

d.  h.  der  Spiegel  ist  überall  eine  horizontale  Gerade,  und  zwar  ist 
es  die  durch  die  Gleichung 

Jx  ==  y 
gegebene. 

§  18.     Integration  bei  allgemeineren  Formen  der  Differential- 
gleichung. Trennung  der  Yariabeln.  Anwendnngsbeispiel:  Grund- 

wasserspiegeL 

Eine  etwas  kompliziertere  Form   der   Differentialgleichung 
ist  folgende  Gleichung: 


w  (y)      ^« 

Auch  hier  findet  sich  leicht  eine  Gestalt  der  Gleichung,  von 
der  aus  die  Integration  sofort  vorgenommen  werden  kann.  Man 
schreibt  für  (2)  nach  Multiplikation  mit  y)(y)'  dx: 

(p{x)dx  +  yj(y)dy  =  0  (2) 

Man  nennt  diese  Umformung  „Trennung  der  Variabein" 

und  hat  sofort  als  allgemeines  Integral  von  (3)  die  Gleichung: 

f(p(x)da:  +  lxp(y)dy  +  C  =  0  (3) 

Die  Integration  einer  Differentialgleichung  gelingt  immer, 

wenn  sich  die  Trennung  der  Variabein  durchführen  läßt.    Hierher 

gehört  auch  die  noch  allgemeinere  Form: 

(p{x)tp{y)dx+(p^{x)tp^(y)dy  =  0  (4) 

Hier  gelangt  man  durch  Division  mit  \p  (y)  •  (p^  (x)  zur  Trennung 
der  Variabein: 

ViCa;)  v(y)  ^  ' 

und  zum  allgemeinen  Integral: 

Cl^dx^(^dy^C  =  0.  (6) 


§  19.     Spiegelkurve  des  Grund wasserstroraes. 
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§  19.    Anwendungsbeispiel:   Spiegelkorre  des  Orandwasser- 
stromes  in  der  Umgebung  eines  Branneng. 

Ein  Beispiel  möge  das  Verfahren  der  Trennung  der  Variabein 
erläutern. 

Es  handele  sich  um  die  Ermittlung  der  Spiegelkurve  des 
Grundwasserstromes  in  der  Umgebung  eines  Bnmnens. 


'Va 


8 


V.s 


*  .^  c= »' 


^. 


^V777777Z7P7^77777777777777777777f 


Kg.  62.    Ungestörter  Grund- 
wasserstrom. 


^(3^M(M 


Fig.  53.    Brunnen  im  Grund- 
wasserstrom. 


In  der  Figur  52  sei  ^J3  die  Erdoberfläche,  CD  der  Grund- 
wasserspiegel vor  Anlegimg  des  Brunnens,  EF  eine  den  Grund- 
wasserstrom nach  unten  begrenzende  undurchlässige  Schicht, 
etwa  aus  Ton  bestehend. 

Wird  nun  an  irgendeiner  Stelle  ein  Brunnenschacht  etwa  bis 
auf  die  undurchlässige  Schicht  EF  getrieben  und  in  diesem 
Schacht  der  Wasserspiegel  durch  Wasserentnahme  auf  dem 
Niveau  QU  gehalten,  so  senkt  sich  der  Grundwasserspiegel 
in  der  Umgebung  des  Brunnens  (Fig.  53).  Die  ursprünglich 
geradlinige  Spiegelkurve  CD  geht  in  zwei  gekrümmte  Zweige 
CO  und  JD'iJüber,  die  sich  an  den  Wasserstand  OE  anschließen. 
Der  Spiegel  selbst  ist  eine  Rotationsfläche  um  die  Achse  OY 
mit  QC  oder  HD'  als  erzeugender  MeridianUnie. 

Zur  Ermittlung   der  Kurve  H' D  benutzt  man  den  durch 

die  Erfahrung  hinreichend  gesicherten  Satz,  daß  die  Strömimgs- 

gesch windigkeit  v  des  Wassers  in  einem  Pimkte  P  des  durchlässigen 

dy 
Sandkörpers  dem  Gefälle  -j-  der  Spiegelkurve  in  dem  senkrecht 

über  P  liegenden  Punkte  M'  proportional  ist.     Bezeichnet  man 
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die  Ftoportionalitätskonstante  mit  ky  so  ist  anzusetzen 

Nunmehr  ergibt  sich  das  durch  den  Mantel  des  Zylinders 

N'NMM' 
radial  nach  innen  strömende  Wasserquantum 

Q  =  2nxyv  =  27txyk-j-,  (2) 

und  da  Q  für  alle  Zylinder  des  Radius  x  denselben  Wert  haben 
muß,  der  der  Entnahme  aus  dem  Brunnen  gleich  ist,   so  gibt 
(2)  sofort  die  Differentialgleichung  des  Problems. 
Diese  geht  nach  Trennung  der  Variabein  über  in 

dx         27t  k 


X  Q 

und  nach  Integration  in 


■ydy  (3) 


\gx^C  +  ^y\  (4) 

Die  unbekannte  Integrationskonstante  ermittelt  man  leicht 
aus  der  Bedingung,  daß  die  Spiegelkurve  D'H  in  den  Brunnen- 
spiegel OH  übergehen  muß.  Wenn  nämlich  der  Brunnendurch- 
messer =  2r  und  die  Wassertiefe  im  Brunnen  =  A  ist,  dann 
muß  für  X  =  r  y  =  h  werden,  d.  h.  es  muß  sein 

lgr  =  0  +  ^Ä«  (5) 

oder  durch  Auflösung  nach  G 

Führt  man  diesen  Wert  in  die  ursprüngliche  Integralgleichung 
(4)  ein,  so  ergibt  sich 

X         7t  k 

ig-  =  -ö-(y»-n  (6) 

womit  wir  in  die  Lage  gesetzt  sind,  die  Spiegelkurve  zu  berechnen  i'). 


§  20.     Lineare  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  ß9 

§  20.    lineare  Differentialgleichungen  erster  Ordnung« 
Bemoullis  Substitutionsmethode. 

Lineare  Differentialgleichungen  der  Form 

^  +  Xy  +  X,  =  0,  (1) 

WO  X  und  Xq  Funktionen  von  x  allein  bezeichnen,  kommen 
sehr  häufig  vor.  Eine  Methode  zu  ihrer  Lösung  stammt  von 
Bernouilli.  Sie  besteht  darin,  daß  man  y  als  Produkt  zweier 
Funktionen  u  und  v  von  x  zu  erhalten  sucht.    Aus 

y  =  UV  (2) 

findet  sich  durch  Differentiation 

dy  ^       dv  du 

dx  dx  dx  '  ' 

Setzt  man  die  Formeln  (2)  und  (3)  in  (1)  ein,  so  folgt  die  neue 
Differentialgleichung 

Diese  Differentialgleichung  wird  offenbar  befriedigt,  indem  man 
die  Klammerausdrüoke  einzeln  =  Null  setzt,  d.  h.  indem  man 
die  einfacheren  Differentialgleichungen 

du 

^  +  X«  =  0  (5) 

und 

löst.    Von  diesen  ist  die  erste  (5)  sehr  einfach.    Man  hat 

^=^-Xdx  (7) 

u  ^ 

und  nach  Integration  mit  Hinzufügung  einer  Konstanten  Cq 

lgu=C^  —  jXdx  (8) 

oder 

u  =  C,e-i"'  (9) 
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gleichunge 

a  erster  Or 

wenn 

c,  = 

eP' 

gesetzt  wird. 

Aus  (6) 

ergibt  sich  aber 

dv 

^0 

dz  ~~ 

u 

oder  mit  (9) 

dv  = 

-k^' 

e        'dx 

(10) 


(11) 


oder  nach  Integration  (mit  einerneuen  Integrationskonstanten  C^ 

[Xdx 

(12) 


1    c        l^^* 
=  <7,— i-Jx„e^       .dx. 


Kehren  wir  nun  zum  Ansatz  (2)  zurück,  so  findet  sich  durch 
Einsetzen  von  (9)  und  (12) 

y^uv^e^         \C—jX^e         -dx)  (13) 

wenn  C^Cj  =  C  gesetzt  wird,  oder 

r  [Xdx  [Xdx 

jX^e         dx  +  ye         =  C  (14) 


§  21.    Anwendungsbeispiel:  Entstehung   eines   Wechselstromes» 

Eine  Differentialgleichung  der  Form 

^  +  Xy  +  X,=.0  (1) 

tritt  auf  bei  der  Ermittlung  des  Wechselstromes,  der  in  einem  mit 
Selbstinduktion  behafteten  Leiter  nach  Anlegung  einer  Wechsel- 
stromspannung E  =  Eq  sin  cü<  entsteht.  Diese  Differential- 
gleichung erhalten  wir,  indem  wir  E  gleich  der  Summe  des  0hm- 
schen  Spannungsabf alles   WJ  und  des  induktiven  Spannungs- 

dJ 
abf alles  L  -r—  setzen : 

E=WJ  +  L§  (2) 

Schreiben  wir  dies  in  der  Form: 

dJ        W   ^      E 

^  +  ^-^-T  =  «v  (3) 


§  21.     Entstehung  eines  Wechselstroms. 
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80  finden  wir  die  Gestalt  von  (1),  wenn  wir  setzen 

J=y;     t  =  x;     —^X;     _—  =  Zo; 

W 
allerdings  ist-y-  =  X  hier  eine  Konstante.    Unter  Anwendung 

von  Formel  (13)  §  20  ergibt  sich  sofort 


J=e 


/-- 


■>-/- 


/f- 


=  c 


-f-' 


|C  +  -^/e  aincatdtUi) 

Hier  ist  das  Integral  nach  einer  Integraltafel      _.     "    „     ~  t_  • 
(8.  B.  Hütte  1908.    I.  S.  78.)  zu  bestimmen.       Ji  WideTtand 


VyVrjTP 


Wir  erhalten 


-^1 
Jr=Ce     i    + 


ypF2  +  ft>2Zr« 


undSelbetinduktion. 
sin  (Cü  <  —  y)  (6) 


wo  für  den  Winkel  y  gilt: 


cüL 


(6) 


tgy=  ^ 

Die  unbestimmte  Konstante  C  bestimmt  sich  aus  den  „Anfangs- 
bedingungen'^  Soll  z.B.  im  Beginn  des  Einschaltens,  zur  Zeit  ^  =  0, 
der  Strom  «/  =  0  sein,  so  hat  man 

—  EoSiny 


0  =  0  + 


oder 


HW^  +  cj^L  2 


C  = 


folglich 


E. 


(7) 
sin  (CO «  — 7)     (8) 


Die  Stromstärke  setzt  sich  also  aus  einem  mit  der  Zeit  „ab- 
klingenden" Teil 


W^  +  ü)iL^ 
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und  einem  rein  „periodischen"  Teil 

E 

,  "  sin  {o)t  —  y) 

zusammen. 

Zunäohst  interessiert  die  Geschwindigkeit  des  Abklingens 
des  ersten  Teiles.  Diese  ist  gegeben  durch  die  Abnahme  der 
Exponentialfunktion 


g      X,      _.  g— 6« 


mit  wachsender  Zeit. 


Für  i  =  0  ist  e  ^  =1.  Von  diesem  Wert  nimmt  e-*'  fort, 
gesetzt  ab.  Die  Geschwindigkeit  der  Abnahme  ist  um  so  größer- 
je  größer  h  ist,  je  größer  also  der  Widerstand  W  im  Verhältnis 
zur  Selbstinduktion  ist.  Mit  6  =  1  (Widerstand  =  Selbstinduktion) 
haben  wir  die  gewöhnliche  reziproke  Exponentialfunktion  e"*, 
deren  Werte  in  nachfolgender  Tabelle  bis  ^  =  6  sec  zusammen- 
gestellt sind. 


t 

e-t 

t 

e-t 

m  sec 

in  sec 

0,0 

0,0 

3,5 

0,0302 

0,5 

0,6065 

4,0 

0,0183 

1,0 

0,3679 

4,5 

0,0110 

1,5 

0,2232 

5,0 

0,0067 

2,0 

0,1353 

5,5 

0,0041 

2,5 

0,0818 

6,0 

0,0025 

3,0 

0,0498 

Diese    kleine    Tabelle    ist    mit    dem    Rechenschieber    berechnet 
unter  Benutzung  der  Reihenentwicklung 

Zuerst  berechnet  man  e-^»^  auf  4  Dezimalen  wie  folgt 
1,0  =  1,0000;—  t     =  —0,5000 


^  =  0,1250;   3, 
—  =  0.0026;-—  = 


=  —  0,0208 


+  1,1276 


■0,0003 
—  0,5211 


§  21.     Entstellung  eines  Wechselstroms. 
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mithin: 


femer  findet  sich 


e-i  = 


e-0.5  =  0,6065; 
1 


2,7182 

womit  die  beiden  ersten  Tabellen-  % 
werte  festliegen.  Alle  übrigen 
finden  sich  aus  diesen  durch  Mul- 
tiplikation. Z.  B.  e-«  =  (0,3679)2 
=  0,1353  und  e-2.5  ^  o,1353  X 
0,6065  =  0,0818. 

Für  h  =  2und  6  =  —  findet 
2 


Y<  04 


=  0,3679, 


man    die  Werte  c"^^  und  e 
durch  Quadrieren  bzw.  Radizieren 
der  e-*- Werte. 

In  Fig.  55  sind  die  errech- 
neten Werte  als  Kurven  zu- 
sammengetragen. Man  erkennt, 
wie  schon  nach  wenigen  Sekunden 

die  Funktion  c     ^     auf   wenige     0 — r ^ — 3 « ^ — eSek 

Prozente     ihres      Anfangswertes    Fi«.  55.    Die  Exponentialfunktion 

„abgeklungen"    ist,    womit    ihr     e-«»' für  verschiedene  Werte  von  6. 

Beitrag  zum  Momentanwert  des 

Wechselstromes  praktisch  als  verschwunden  betrachtet  werden 

kann. 

Es  bleibt  also  jetzt  noch  übrig,  den  Wechselstrom 


J  = 


E. 


sin  {pi  —  y)  =  Jq  sin  {oit  —  y) 


zu  betrachten.  Die  Konstanten,  die  hier  auftreten,  tragen  folgende 
Benennimgen : 

Eq  =  der  größte  Momentanwert  der  Spannung, 


J.- 


E^ 


"iW^  +  üi^L^ 


=  der  größte  Momentan  wert  des  Stromes , 


yW^*  4-  eo^Z^  =  die  Impedanz  oder  der  scheinbare 
Widerstand  des  Wechselstromkreises, 
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(üL  =  die  Reaktanz, 

ft)  =  2v  TT  =  die  Kreisfrequenz, 

V  =  die  Frequenz, 

(oL 
y  =  arctg  -r=r  =  die  Phasenverschiebung. 

Wichtig  ist  vor  allem  der  Vergleich  der  beiden  Funktionen 
e  =  sin o)^  und  %  =  sin  {pii — y),  die  für  den  Verlauf  von  Spannung 
und  Strom  maßgebend  sind.  Die  beiden  Funktionen  entsprechen- 
den Kurven  sind  in  Fig.  56  aufgetragen.  Es  ergibt  sich,  daß 
die  Funktionswerte  sind  für 


und  für 


<  =  0  :  e  =  0;  f  =  — sin  y 


9*stnt 

C^oSe/t  aoiSek  aoiSek 

Fig.  56.    Die  Stromnacheilung. 


woraus  erhellt,  daß  die  Stromsinuskurve  %  der  der  Spannungs- 
sinuskurve e  nacheilt,  und  zwar  im  Kreismaß  um  den  Winkel 


7  =  arctg -^, 


im  Zeitmaß  um  die  Zeit 


«  = 


Man  nennt  y  die  Phasenverschiebung. 
Berechnung  eines  Beispiels: 

Es  sei  die  Spannung  E^  =  500  Volt. 

Es  sei  die  Selbstinduktion  L  =  0,0858  Henry. 


§  2*2.     Das  singulare  Integral. 
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Es  sei  der  Widerstand  W  =  3,43  Ohm. 

also  6  =  —  40,0. 
Es  sei  die  Frequenz  v  =  ^j&eiQ, 

also  die  Kreisfrequenz  a>  =  2jrv  =  314. 
Es  ergibt  sich  die  Reaktanz  (oL  =  26,9. 
Mithin  co^L«  +  W^  =  723  +  12 
und  die  Impedanz 


|fft+  co2L2  =  27,11, 

also 

E 
J  =-^  =  18,44  Amp, 

CO  L       26,9 


^y—w— 


7,82 


3,43 

oder    die    Phasenverschie- 
bung y  ^  82®  43'. 

Infolge  des  hohen    Wertes  h   = 


Fig.  57.    Entstehung  eines  Wechsel- 
stromes. 


40,0  klmgt  das  Glied 


welches  zurzeit  ^  =  0  den  Wert  18,44  Amp  hat,  sehr  schnell  ab; 
bereite  nach  0,1  sec  ist  es  auf  0,018,  nach  0,15  sec  auf  0,0025 
seines  Anfangswertes  gesunken,  womit  die  volle  Ausbildung  des 
Wechselstromes  beendet  ist. 

Es  vergehen  also  nur  wenige  Stromwechsel,  bis  der  Strom 
seinen  regulären  Wert  Jq  erreicht  hat.  Die  Fig.  57  stellt  den 
Anfangsverlauf  der  Strombildung  dar. 


§  22.    Das  singulare  IntegraL 

Im  §  16  betrachteten  wir  eine  Mannigfaltigkeit  von  Integralen 
einer  gegebenen  DifFerentialgleichung,  die  durch  eine  Kurven- 
schar  graphisch  dargestellt  wurde. 

Wir  wollen  die  vorgelegte  Differentialgleichxmg 


^''Ä)"» 


(1) 
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nun  in  der  speziellen  Form 


m 


(^^'^\2nx,y)^-y>(x,y)  =  (,  (2) 


also  in  ( j^ )  quadratisch  annehmen. 

dy 


Durch  Auflösung  nach  -r-  ergibt  sich 

dy 
dz 


dy  I ' 

-—  =  ~-(p{x,y)  +  )(p^  {X,  y)+xp  (.r,  y) 


und 


-^  =  — 9^  (^»  y)  —  iw^  {^.  y)  +  w  (^»  y) 


(3) 


In  jedem  Punkt  der  z  •  y-Ebene  gibt  es  also  zwei  verschiedene 
Tangentenrichtungen  (Fig.   58),  mithin  auch  zwei  verschiedene 
Kurven,      die     der      gegebenen    ^ 
Differentialgleichung  genügen. 

Bezeichnen  wir  diese  Kiurven 
mit  1  bzw.  2  und  sei 

0(z,y,C)  =  0  (4) 


f — ^\>^ — ^^ 


Fig.  58.     Zwei  getrennte 
Integralkurven. 


Fi^  59     Aufeinanderfolgende 
Integralkurven. 


das  allgemeine  Integral  von  (1),  so  ist 

<P(a;,y,Cj  =  0.  (5) 

die  Gleichung  der  Kurve  1  und 

die  Gleichung  der  Kurve  2.  Die  Werte  C^  und  Cg  werden  um 
einen  endüchen  Betrag  voneinander  verschieden  sein,  wenn  die 
beiden  Kurven  1  und  2  „weit"  auseinander  liegen. 
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Betrachten  wir  jedoch  zwei  solche  Kurven,  die  unmittelbar 
aufeinander  folgen,  so  werden  die  Beträge  von  C^  und  Og  nicht 
mehr  erheblich  verschieden  sein,  so  daß  wir  als  Gleichungen 
der  beiden  konsekutiven  Kurven  1  und  2  anschreiben  können 


und 


0(x,y,C)  =  0 
0(x,y,C  +  dC)  =  0. 


Ans  der  Figur  59  ergibt  sich  femer,  daß  auch  die  beiden  Tan- 
gentenrichtxmgen  in  dem  Schnittpunkte  zweier  „konsekutiven" 
Kurven  nicht  mehr  sehr  voneinander  verschieden  sind.  Der 
Ort  der  Schnittpimkte  der  „konsekutiven"  Kurven  genügt  dem- 
nach ebenfalls  der  Differentialgleichung  (1). 

Aus  der  analytischen  Geometrie  ist  aber  bekannt,  daß 
der  geometrische  Ort  der  Schnittpunkte  „konsekutiver"  Indi- 
viduen einer  Kurvenschar  die  einhüllende  Kurve  der  Schar 
ist.  Bekanntlich^^)  erhält  man  die  Gleichung  der  Einhüllenden 
durch  Elimination  des  „Parameters"  C  aus 


<P(a:,y,C)  =  0 


und 


8<P(a:,y,C-) 


=  0 


(7) 


Hieraus  ergibt  sich,  daß  ein  Integral 
von  (1)  existieren  kann  welches  keine 
willkürliche  Konstante  C  enthält. 
Diese  besondere  Art  des  Integrals  nennt 
man  das  singulare.  Ein  solches 
existiert  aber  nur  dann,  wenn  die 
gegebene       Differentialgleichung      (1) 

dy 


Y 

y 

1 

^ 

1 

1 

Fig.  60. 


Eigenschaft  der 
Astroide. 


mindestens  vom  zweiten  Grade 


m  3—  ist. 
dx 


Man  kann  die  Differentialgleichung  einer  Geraden  aufstellen, 
die  so  liegt,  daß  die  Koordinatenachsen  auf  ihr  ein  Stück  von 
gegebener  Länge  a  abschneiden  (Fig.  60).    Dies  gelingt  wie  folgt: 

Es  ist 

X  ^  dx 
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Öder 


dy 


Femer  ist 


dy 
H  =  y  —  v  =  y  —  * 

und 


g  =  y_p  =  y_x  — 


yä2"ir^      dx  * 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt 

dy 

dx 
9  = 


imd  hieraus  duroh  Einsetzen  in  die  vorletzte  Gleichung 


oder 


Dies  ist    die  Differentialgleichung   einer  Geraden,    welche    der 
oben  gestellten  Forderung  genügt. 

Das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialgleichung  ist 

wie  sich  duroh  Einsetzen  von 

y'  =  C 
in  (9)  ohne  weiteres  ergibt.] 

Differenziert  man  (10)  nach  Vorschrift  (7)  nach  C,  so  folgt 

n       .^n  Vr+^-[O.C:TTT^] 
0  =  X  -\-  a 


1  +C2 

0=x  +  a ^,  (11) 
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Seist  man  (11)  in  (10)  ein  (zwecks  Elimination  von  C),  so  findet  sieh 
y  =  a 


ivibrend  ans  (11)  duroh  Auflösung  nach  C  folgt 

2  1 


-[(t)'-']' 


imd 


V(i  +  O)* 


X 

a 


flg.  61.    (Gestalt  der  Astroide. 
Nach  Einfühnmg  der  Ergebnisse  (13)  in  (12)  folgt 


y  =  x 


1         iJ. 


(12) 


(13) 


(14) 


(15) 


«onus  sioh  endgültig  findet 

x*  +  y'  ==  <** 

ab  Gleichung  der  Einhüllenden  und  damit  des  singulären  In- 
tegrales zu  {g).  Die  so  entstehende  Kurve  ist  die  Astroide. 
(Fig.  61.) 
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§  23.    Die  Methode  des  integrierenden  Faktors.  ^^) 

I.  Die  Differentialgleichung  (4)  des  §  18  kann  man  in  der 
Form  schreiben 

f(x,y)dx +  g{Xyy)dy  =  0,  (1) 

Dieser  Ausdruck  hat  die  Form  des  totalen  Differentials 
einer  Funktion  F{x,y) 

dF  = dx-\ dy  (2) 

Qx  dy     ^  ^  ' 

dF         bF 
da  sowohl  -—  wie  — —  zwei  verschiedene  Fimktionen  von  x  und  u 
ox  ay  *' 

sind. 

Nun  ist  der  Ausdruck  (1)  ohne  Zweifel  mit  (2)  identisch,  wenn 

dF        ^  ^       dF 

f(^>y)  =  j^  und  9{^>y)  =  -^  (3) 

gilt.     Die  Bedingungen  (3)  bestehen  aber  dann,  wenn 

0/  b^F  d^F         bg 

dy         dxdy         dydx         bx  ^   ' 

ist.    Haben  /  und  g  die  Eigenschaft  (4),  d.  h. 

^=^'  <-> 

so  istdielntegrabilitätsbedingungfür(l)  erfüllt,  und 
es  existiert  ein  allgemeines  Integral  der  Form 

F{x,y)  =  C  (5) 

wo  C  die  willkürliche  Integrationskonstante  ist. 

Zur  Auffindung  von  F  knüpfen  wir  an  die  Gleichung  (3) 
bF 

an,  die  wir  partiell  in  bezug  auf  x  bei  konstantem  y  integrieren 
können 

F=ff{x,y)dx  +  G(y)  (6) 

Hier  ist  G  die  unbestimmte  Integrationskonstant«,  die  y,  aber 
nicht  X  enthalten  kann. 

An  der  Gleichung  (6)  untersuchen  wir,  ob  sie  die  Eigenschaft 
bF 
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hat  und  finden 


welche  Gleichung  zur  Ermittlung  von  Q{y)  führt 

Ö  (y)  =  [g  ix,  y)  dy—fdy  f^  dx  —  C  (8) 

y  y        « 

Hier  muß  C  eine  wirkliche  Konstante,  d.  h.  frei  von  x  und  y  sein, 
weil  sonst  die  Gleichung  (7)  nicht  bestünde. 
Durch  Einsetzen  von  (8)  in  (6)  ergibt  sich 

^{^^  y)  =  ff  {X,  V)  dz  +  fg  (X,  y)  dy—fdyf^dx  —  C 

X  V  y         « 

und  mit  bezug  auf  (5)  das  allgemeine  Integral 

ff{x,y)dx  +  fg(x,y)dy—fdyf-^dx  =  2C     (9) 

s  tß  tf  » 

Als  Beispiel  behandeln  wir  die  Differentialgleichung 

(x*  +  2xy^  +  ^\dx  +  ly"  +  2x^y  +  —\dy  =  0      (10) 
bei  der  die  IntegrabiHtätsbedingung  erfüllt  ist,  denn  es  ist 

dy  dx 

Nimmehr  führen  wir  die  in  (9)  vorgeschriebenen  Integrationen  aus 
jl{x,  y)4^  =  r(x«  +2xy^+  ^^dx  =  £^  +  x^y^  +  \gx 

jg{T,  y)dy  =  r/y«  +  2x»y»  +  jjdy  =  |^  +  a:«y«  +  Igy 
wonach  sich  das  allgemeine  Integral  zusammensetzt 

+  -TT-r  +  x^y^  +  ig^y  =  c  (H) 


m+ I •    n+ 1 

Hort,   Differentialgleichungen 
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II.  Ist  die  Integrabilitätsbedingung  nicht  erfüllt,  so  besteht 
immer  die  Möglichkeit,  eine  Funktion  J(x,  y)  derart  zu  be- 
stimmen, daß 

/(x,  y)J(x,y)dx+  g(x,  y)J(x,y)dy  =  0 

ein  totales  Differential  wird. 
Es  muß  dann  gelten 

a(/.J)         b(g.J) 


öy  8x 


(12) 


d.  h.  wir  erhalten  zur  Bestimmung  von  J  die  partielle  Differential- 
gleichung 

Die  Integration  dieser  Gleichung  verursacht  meistens  be- 
sondere Schwierigkeiten.  Oft  führt  aber  ein  Weg  zum  Ziel,  der 
von  besonderen  Voraussetzungen  über  die  Gestalt  der  Funktion 
J{x,  y)  ausgeht. 

Nimmt  man  zunächst  einmal  an,  daß  J  eine  Funktion  von  x 

aj  aj 

allein  sei,  so  wird  - —  =  0,  und  - —  kann  mit  totalen  Differen- 
dy  '  dx 

tiationszeiohen  geschrieben  werden.    Gleichung  (13)  geht  sodann 

über  in 

l_dl      ^^_^\ 

J  dx        g  \dy        dx)  ^     ' 


oder 

d 
d 


lg/  _  1  /8/       ig\ 


Unsere  Annahme,  daß  J  nur  x  enthalte,  ist  demnach  richtig, 
wenn  der  Ausdruck 


g  \öy       ^xj 


nur  die  Variabele  x  enthält.    Dann  kann  man  ohne  weiteres  (15) 
integrieren 

J^J'^'"      '-''  (15a) 
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Dieser  Fall  liegt  vor  bei  der  Differentialgleichung  des  §  20, 
die  wir  jetzt  in  der  Form  schreiben 

{Xy  +  Xo)dx  +  dy  =  0  (16) 

fdx  +  gdy  =  0, 
d.  h.  es  ist 

/  =   Xy  +  X, 

9  =  1 
und  der  integrierende  Faktor  wird 


J 

Demnach  ist 


►  e-'        dz  +€•' 


(Xy  +  XQ)e^        dz +6'^        dy  =  0 

ein  totales  Differential,  und  wir  können  nach  Vorschrift  (9) 
verfahren : 

J(fJ)dz  =  yJxJ^^*dz+  JX^J^^'^dx 
J(gJ)dy^  ^^'-y 
M^f^dz  =  yfxJ^''dz, 

woraus  sich  das  allgemeine  Integral  ergibt 

JxJ'"dx  +  ye^^"^C  (17) 

in  Übereinstimmung  mit  Gl  (14)  §  20. 

Auf  analoge  Weise  erhält  man  einen  von  z  freien  Faktor  J, 
der  nur  y  enthält,  wenn 

f  W     ^y) 

von  y  frei  ist.    Dann  lautet  der  integrierende  Faktor 

Es  gibt  noch  einen  dritten  Fall,  in  welchem  J  =  X  ,Y,  d,h,  gleich 
dem  Produkt  zweier  Funktionen  ist,  die  nur  x  bzw.  y  enthalten. 
Wir  verweisen  hierfür  auf  die  ausführlicheren  Lehrbücher  der 
Differentialgleichungen  ^•). 

6* 
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in.   Die  Differentialgleichaiigeii  zweiter  Ordnung. 

§  24.     Höhere  Diflerentialqnotienten*     Lineare  Diflerential- 
gleiehangen  zweiter  Ordnung«    Yersehiedene  Formen. 

Ein  Blick  auf  die  in  §  15  zusammengestellten  Differential- 
formeln zeigt,  daß  der  Differentialquotient  der  Funktionen  f{x} 
wieder  eine  Funktion  von  x  ist,  die  allgemein  mit  f'(x)  bezeichnet 
wird.    Aus 

y  -  /(^)  (1) 

folgt  also 

-||-  =  /'W  =  y'  (2) 

Diese  neue  Funktion  f'(x)  kann  man  natürlich  nochmals  diffe- 
renzieren, wodurch  man  den  zweiten  Differentialquotienten 
von  f(x)  erhält. 

Man  drückt  diesen  Vorgang  des  nochmaligen  Differenzierens 
an  der  Formel  (2)  wie  folgt  aus 


■(Ä) 


df'{x)  dx  dy' 


=  -±r  (3) 


oder 


dx  dx  dx  dx 


ddy    __  drjx)  _  ddfjx)   ^  ^,^^^  ^  d^  ^^^ 


dx'dx  dx  dx'dx  dx 


oder  mit  der  Abkürzung  dd  =  d* 

d^y  _df'  (X)  _  d^fjx)  _  _ 

d^ — dr--d^-f  ^'^^-y  <^> 

Wiederholt  man  die  Differentiation  n-mal,  so  erhält  man  analog 
rfsy    ^  d^f(x) 
dx^    ""     rfx» 
und 

d^y       d^  f  (x) 


=  /'"(^)  =  y'"  (6) 


da:*»  dx^ 


=  f(n)^^)^yin)  (7) 


Diese  höheren  Differentialquotienten  sind  mit  den  Variabeln 
X  und  y  die  Bausteine,  aus  denen  sich  die  Differentialgleichungen» 
die  wir  nun  betrachten  wollen,  zusammensetzen. 
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Analog  §  10  schreiben  wir  nunmehr  die  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  in  allgemeiner  Form  an: 


(8) 


Es  ist  dies  also  eine  Gleichung,  in  welcher  außer  den  Variablen 
X  und  y  auch  der  erste  und  zweite  Differentialquotient  vorkommen. 
Die  Integration  von  Gleichungen  dieser  Art  ist  wiederum  mit 
einem  beliebigen  Grad  von  Annäherung  möglich,  wenn  es  gelingt, 

sie  nach  ^-r  aufzulösen.    Es  sei  also 
dy2 


dx« 


Durch   diese   Gleichung  ist 


■'h^)- 


(9) 


Festsetzung   bestimmter 


dy 
Werte  für  x,  y,  -r-  gegeben. 

Denkt  man  sich  die  ge- 
suchte Funktion  y  =  (p(x) 
als  Kurve  aufgetragen,  so 
kami  man  nach  Auswahl 
eines  Punktes  x^yQ  und 
nach  Festlegimg  der  Tan- 
gente durch  diesen  mit 
^o'  den  Radius  des 
Krümmungskreises 
in  Xq^o  berechnen 

„  _  m  +  yp'*)' 

Wird  der  Kreis  mit  dem 

"ir-xx  1        i_A  »^  •  i_     X  Fig.  62.    Näherungslösung  einer 

Mittelpunkt  Jfogezeichnet.   Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit 

80  kann  man  auf  seinem  Hilfe  des  Krümmungskreises. 

Umfang  dicht  neben  x^y^ 

einen   neuen  Punkt  aj^y,    aussuchen,    dessen    Richtungstangens 

Vi'   aus    der    Figur    bestimmt  wird.      Mit  Hilfe  der  Gleichung 

9  berechnet  man  den  zweiten  Differentialquotienten  in  x^y^ 
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und  damit  den  Krümmungsradius 

^'  ~       y," 

des  Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  M^,  Fährt  man  in  dieser 
Weise  fort,  so  erhält  man  punktweise  eine  Kurve,  für  die  in  allen 
Punkten  die  Differentialgleichung  8  erfüllt  ist. 

Wie  man  sofort  bemerkt,  liefert  nach  Auswahl  von  XqI/q 
jede  Tangente  durch  diesen  Punkt  eine  Kurve.  Es  gehen  also 
durch  XqI/q  unendlich  viele  Kurven,  die  der  Differentialgleichung 
genügen. 

Und  femer  liefert  jede  Auswahl  eines  Punktes  XQyQein  solches 
Kurvenbüschel. 

Jede  der  so  bestimmten  Kurven  stellt  ein  partikuläres 
Integral  der  gesuchten  Differentialgleichung  dar.  Wählt  man 
zwei  beliebige  partikuläre  Integrale 

Vi  =  <Pi(^) 
und 

2^2    =  9^2  (^) 
aus,  aber  so,  daß  sie  verschiedenen  Kurvenbüscheln  angehören» 
dann  ist 

das  aUgemeine  Integral. 

Durch  geeignete  Auswahl  von  C^  und  Cg  tann  man  jede  der 
oben  erhaltenen  Kurven  darstellen.^') 

Unter  den  unendlich  vielen  Differentialgleichungen,  die  nach 
Formel  (I)  möglich  sind,  interessieren  uns  nun  in  der  theoretischen 
Natiurbetrachtung  zunächst  gewisse  speziellere  Klassen.  Zu- 
nächst sind  vor  allem  wichtig  wegen  ihrer  Anwendung  die 
linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
im  weiteren  Sinne.  Sie  sind  so  benannt,  weil  die  Differential- 
quotienten in  ihnen  nur  linear  vorkommen,  während  ihre  Koeffi- 
zienten Funktionen  der  beiden  Variablen  sind. 

^•('''^^"S"  +  Pi(a:,y)^  +  P,(x,y)y +  P3(x,y)  =  0  (11) 

WO  im  dritten  Gliede  y  als  „nullter"  Differentialquotient  zu  be- 
trachten ist. 


§  25.     Die  Diiferentialgleichung  der  Seilkurve. 
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Ein  weiterer  Schritt  führt  zu  den  linearen  Differential- 
gleichungen im  engeren  Sinne,  bei  denen  in  den  Funktionen 
Pq,  Pj,  Pj»  -^3  ^^^  ^^^^  ^®  abhängige  Variable  x  vorkommt. 

^»  ^"'^'S'  +  ^»  ^''^  -^  +  PA=')-y  +  Pz  (a^)  =  0.     (12) 

Die  linearen  Differentialgleichungen  im  engeren  Sinne  sind 
in  besonders  hohem  Maße  Gegenstand  der  Forschung  gewesen 
und  wir  werden  ihnen  bei  einer  großen  Menge  von  Aufgaben  der 
Mechanik  begegnen. 

Aller  einfachster  Natur  und  ebenfalls  wegen  der  Anwendungen 
wichtig  sind  die  linearen  Differentialgleichungen  mit  konstanten 
Koeffizienten,  die  aus  Formel  (12)  hervorgehen,  wenn  man  die 
Funktionen  P  mit  Konstanten  a  entsprechend  gleichsetzt: 


d^y 


dy 


^«"^  +  ^^^  +  ^^2^  +  ^3  =  0. 


(13) 


Diese  Differentialgleichungen  treten  besonders  in  dem  wich- 
tigen Kapitel  von  den  kleinen  Schwingungen  auf. 

Wir  gehen  in  den  nächsten  Paragraphen  dazu  über,  einfachere 
Beispiele  für  die  linearen  Differentialgleichungen  zu  besprechen. 


§  25.    Die  Differentialgleichung  der  Seilkurve. 

I.  In  Fig.  63  ist  das  Grundsätzliche  einer  Drahtseilhänge- 
brücke gezeichnet.    Zwei  Drahtseile  I  und  II  sind  über  die  Auf- 

/l  ß 


Fig.  63.    Die  Brahtseilhängebrücke. 

lager  A  und  ^gespannt  und  bei  A'  und  B'  verankert.  An  ihnen  sind 
eine  Anzahl  Hängesäulen  1234 in  gleichen  Abständen  be- 
festigt, an  deren  unterem  Ende  die  Fahrbahn  FF  aufgehängt  wird. 
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Das  Gewicht  der  Fahrbahn  und  der  auf  dieser  befindlichen  Brüoken- 
nutzbelastung  (Fahrzeuge,  Menschen  usw.)  wird  durch  die  Hänge- 
säulen auf  die  Drahtseile  und  damit  auf  die  Auflager  A  B  und  die 
Verankerungen  A'B'  übertragen. 

Für  einen  gegebene  Spannweite  8  und  Brückenbreite  h  wird 
das  Gewicht  der  Fahrbahn  /  sowie  die  Nutzbelastung  v  als  be- 
kannt angenommen.  Z.  B.  kann  man  für  schwere  städtische 
Straßenbrücken  mit  Pflasterung  /  =  1300  kg/qm  für  die  Fahrbahn 
und  V  =  400  kg/qm  für  die  Verkehrslast  wählen.  Beide  Arten  von 
Belastung  werden  über  die  Spannweite  8  gleichmäßig  verteilt  an- 
genommen. Setzt  man  die  Zahl  der  Hängesäulen  einer  Brücken- 
seite gleich  Ny   so  wird  durch  jede  dieser  die  Belastung  P   = 

(f  +  V)8'h 


2N 


auf  jedes  der  beiden  Drahtseile  übertragen.    Es  ent- 


steht jetzt  die  Aufgabe,  zwecke  Berechnung  der  Stärke  der  Draht- 
seile, der  Auflagerstützen  AB  sowie  der  Ver- 
ankerungen A'B'  den  Kraftverlauf  in  dem 
ganzen  System  zu  ermitteln.  ^* 


soff 


flOO 


Fig.  64.     System  von  parallelen  Kräften. 


Fig.  65.     Kräfteplan. 


Zur  Vorbereitung  der  Lösung  untersuchen  wir.  eine  Anzahl 
in  einer  Ebene  gegebener  paralleler  Kräfte  (Fig.  64) 
Pi  =  1100  kg  Pg  =  1100  kg 

Pg  =     650   „  P«  =  1100   „ 

P3  =     900   „  P7  =     860   „ 

P4  =     700   „ 
und  versuchen  eine  Seilverbindung  zwischen  ihnen  zu  finden,  die 
mit  den  Kräften  ein  Gleichgewichtssystem  bildet. 

Man  trage  die  Kräfte  der  Größe  (1  mm  =  100  kg)  und  dem 
Sinne   nach   auf  einer    der  gegebenen   Kraftrichtung  parallelen 
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Geraden  auf  (Fig.  45),  wodurch  man  auf  dieser  diö  Punkte 
0 Verhält. 

Von  einem  beliebig  gewählten  Pole  O  ziehe  man  Gerade  nach 
den  Punkten  0 — 7,  wodurch  der  Kräfteplan  O — 1 — 0  entsteht. 

Zu  den  8  Geraden  O— 0  bis  0—7  ziehe  man  8  Parallele  (Fig.  64), 
so  daß  sich  stets  zwei  aufeinanderfolgende  dieser  auf  einer  der 


Kraftlinien     P^. 
polygon  0 — 1- 


-2-^—4—^ 


schneiden,    wodurch 
-^—7  entsteht. 


das    S  e  i  1  - 


Fig.  06.     SeilpolygoEL 

if'  O' 


Fig.  67.    KräfteparaUelogramm  an  einem  Seileckpunkt. 

Wir  betrachten  jetzt  die  Seiten  des  Seilpolygons  als  aus  realen 
Seilstücken  bestehend,  deren  erstes  (0)  und  letztes  (7)  an  zwei 
festen  Punkten  A  und  B  angeknüpft  sei  (Fig.  66).  In  den  Knoten- 

pankten  denken  wir  uns  die  parallelen  Kräfte  P^ bis  P^ 

angebracht,  z.  B.  als  angehängte  Gewichte.  Bekanntlich  ist  dann 
das  System,  d.  h.  die  Spannungen  zweier  aneinanderstoßenden 
Seilstücke,  mit  der  dazugehörigen  Kraft  im  Gleichgewicht. 

Die  Spannungen  der  einzelnen  Seilstücke  können  aus  dem 
Kräfteplan  entnommen  werden ;  sie  sind  den  Strahlen  O — 0  bis  O — 1 
gleich,  wenn  diese  in  demselben  Maßstab  gemessen  werden  wie 
die  Kräfte  P, P,.     Man  erhält : 

Spannung  0,0  =  4500  kg  0,4  =  3200  kg 

0,1  =  3800  „  0,5  =  3400  „ 

0,2  =  3450  „  0,6  =  3900  „ 

0,3  =  3200  „  0,7  =  4450  „ 
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Für*'  den  Polygonpunkt  5  ist  das  KräfteparaUelogramm 
0'4'5"0"  gezeichnet  Es  ist  die  Seilspannung  0"5'  =  04  und 
O'ö'  =  05.    (Fig.  66  und  67.) 

Alle  Seilspannungen  haben  die  Eigenschaft,  daß  sie  bei  Zer- 
legung in  vertikaler  und  horizontaler  Richtung  sämtlich  gleiche 
Horizontalkomponenten  H,  in  vorliegendem  Falle  3150  kg,  ergeben. 
Man  nennt  die  Größe  H  den  Horizontalzug  des  Seilpolygons. 
Diese  Tatsache  ergibt  sich  ohne  weiteres  aus  Fig.  64  durch  Zer- 
legung der  Seilspannimgen  0 — 0  bis  0 — 1  in  eine  Vertikal-  und  eine 
Horizontalkomponente  H, 


S  6 

Fig.  68.    Seilpolygon  durch  vorgeschriebene  Auflagerpunkte. 

Man  nennt  ^J5  =  «  die  Spannweite  des  Seilpolygons. 

Das  Seilpolygon  ist  eindeutig  bestimmt,  wenn  das  Kräfte- 
system, die  Auflager  A  und  B  und  der  Horizontalzug  gegeben 
sind. 

Je  größer  bei  gegebenem  Kräftesystem  der  Horizontalzug  an- 
genommen wird,  desto  flacher  wird  das  Seilpolygon  und  desto 
größer  die  Spannungen  in  den  einzelnen  Seilstücken.  Der  Horizon- 
talzug wird  bestimmt  durch  den  Abstand  des  Poles  0  von  der  Kraft- 
linie 0—7,  Fig.  65. 

Im  übrigen  ist  die  Wahl  des  Poles  willkürlich  und  beeinflußt 
in  erster  Linie  die  Lage  der  Auflagerpunkte.  Da  diese  aber  ge- 
geben sind,  muß  man  die  aus  der  Wahl  des  Poles  sich  ergebenden 
Auflagerpunkte  den  gegebenen  anpassen.  Ist  z.  B.  verlangt,  daß 
bei  im  übrigen  ungeänderten  Verhältnissen  die  Auflagerpunkte 
A  und  B  die  in  Fig.  68  gegebene  gegenseitige  Lage  haben,  dann 
braucht  man  nur  die  vertikalen  Abstände  der  Seilknotenpunkte 
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von  der  Geraden  AB  Fig.  66  von  der  Geraden  AB  Fig.  68  nach 
unten  abzutragen,  um  die  verlangte  Gestalt  des  Seilecks  zu  finden. 
n.  Wir  kehren  jetzt  zur  Hängebrücke  Fig.  63  zurück.  Die  ganze 
Lange  sei  40,  die  Breite  20  m.  Wir  nehmen  iV^  =  20  Hängesäulen 
an,  so  daß  auf  eine  dieser  die  Belastimg 

1,7 -20 -40  , 


P  = 


2-20 


entfallt. 


=  1,7 -20^  =  34  < 


Fig.  69.    Konstruktion  der  Gestalt  des  Drahtseils. 


Diese  20  Belastvmgen  P  werden  im  Kräfteplan  von  0  bis  20 
aneinander  getragen.  Nach  Wahl  eines  Poles  0  (mit  einem  Hori- 
zontalzug H,  dessen  Ermittelung  weiter  unten  besprochen  wird) 

zeichnet  man,  wie  oben  geschildert,  das  Seileck  0123 20, 

welches  sofort  die  gesuchte  Gestalt  des  Brückenseiles  ergibt,  wenn 
man  den  Pol  0  symmetrisch  zum  Kräfteeck  0 — 20  gewählt  hatte. 
Fig.  69. 

Ein  Blick  auf  die  Figur  zeigt,  daß  im  vorhegenden  Fall,  infolge 
der  großen  Zahl  zu  berücksichtigender  Kräfte  P,  das  Seileck  als 
Kurve  erscheint.  Dies  würde  noch  mehr  der  Fall  sein,  wenn  wir 
(was  uns  durchaus  freisteht)  eine  noch  größere  Zahl  von  Hänge- 
säulen angeordnet  hätten ;  dann  wäre  die  Verteilung  der  Brücken- 
last auf  das  Seil  noch  gleichmäßiger  geworden :  wir  hätten  die  Seil- 
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kurve  aus  einer  noch  größeren  Anzahl  kleinerer  Stücke  zusammen- 


m.  Auf  diese  Weise  gelangt  man  durch  for^esetzte  Unter- 
teilung der  Belastung  zum  Begriff  der  stetigen  Übertragung 
der   Last  auf  das  Seil. 


Fig  70.    Seilkurve  mit  stetiger  Belastung. 

Hierbei  kann  man  die  Voraussetzimg  einer  über  die  ganze 
Spannweite  l  gleichmäßigen  Lastverteilung  fallen  lassen  und  eine  be- 
liebige ungleichmäßige  Verteilvmg  voraussetzen,  die  als  Funktion 
q  =  f(z)  des  Abstandes  von  einem  Auflager  gegeben  sei,  und  zwar 
graphisch  als  sogenannte  Belastungsfläche  ABED  (Fig.  70). 

Auch  in  diesem  Falle  kann  man  einen  Kräfteplan  zeichnen,  indem 

i 
man  die  ganze  Last  Q  =  jf(x)dx  als  Vertikale   ON  aufträgt. 

0 

Die  Spannung  in  einem  Punkte  P  des  Seiles  findet  man,  indem 
man  in  P  eine  Tangente  und  zu  dieser  eine  Parallele  durch  den  Pol 
des  Kräfteplanes  zieht.  Diese  Polwahl  ist  gleich  der  Seilspannung. 
Auch  hier  ergibt  sich  wieder,  daß  alle  Seilspannungen  dieselbe 
Horizontalkomponente  haben. 

Zur  Gestalt  der  Seilkurve  kann  man  auf  rechnerischem  Wege 
gelangen  durch  Einführung  eines  Koordinatensystems  xy  mit  dem 
Auflagerpunkt  Ä  als  Anfangspunkt;  die  Ordinaten  y  werden 
positiv  nach  unten  gerechnet,  die  Abszissen  x  positiv  nach  rechts. 

Wir  betrachten  ein  imendlich  kleines  Stück  ds  der  Seilkurve 
im  Punkte,  welches  wir  aus  dem  Seil  herausgeschnitten  denken. 
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Damit  das  Gleichgewicht  des  Stückchens  weiterbesteht,  müssen 
wir  mis  die  von  den  fortgelassenen  Seilstücken  auf  da  übertragenen 
Seilspannungen  S  nach  links  undSi  nach  rechts  hinzudenken,  neben 
der  von  der  Belastungsfiäche  herrührenden  kleinen  vertikalen 
Belastung  qdx.  Zerlegt  man  die  Spannungen  S  und  8^  in  ihre 
horizontalen  und  vertikalen  Komponenten,  so  kann  man  die 
Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  des  kleinen  Seilstüokes  ds 
anschreiben.     In  horizontaler  Richtung  gilt: 

H  =  H,, 
welche   Gleichung  wegen  des  überall  gleichen   Horizontalzuges 
erfüllt  ist. 

In  vertikaler  Richtimg  gilt: 

V  =  qdx+V^  (1) 
Da  hier  aber  F^  =  V  +  dV  gesetzt  werden  kann,  so  folgt» 

nach  beiderseitiger  Weglassung  von  V: 

dV  ^  —qdx  (2) 

Da  nun,  wie  wir  oben  sahen,  die  Spannungen  S  tangential 
zur  Seilkurve  sind,  so  gilt 

V  dy 

V  =  H^  (4) 

Hier  kann  man  wegen  der  Konstanten  H  sofort  differenzieren 

Setzt  man  das  Ergebnis  in  Gl.  (2)  ein,  so  folgt: 

H-^^—qdx 
dx 

oder  nach  Division  mit  dx: 

^-S-  =  -5-  (6) 

Dies    ist    die    Differentialgleichung    der    Seilkurve. 

Diese  Differentialgleichung  ist  von  der  zweiten   Ordnung 

d/^V 
wegen  des   darin  vorkommenden  Differentialquotienten  ^-^,  der 

von  der  zweiten    Ordnung  ist. 
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Jede  DifEerentialgleichung  hat  ein  allgemeines  Integral, 
welches  sich  aus  partikulären  Integralen  mit  Hilfe  unbe- 
stimmter Konstanten  zusammensetzt.  Jede  DifEerential- 
gleichung   hat    unendlich     viele     partikuläre    Integrale. 

Im  vorliegenden  Fall  einer  Differentialgleichimg  zweiter 
Ordnung  sind  zwei  voneinander  unabhängige  partikuläre 
Integrale  erforderlich,  um  das  allgemeine  Integral  aufzubauen. 
Setzen  wir  in  (6)  zunächst  allgemein: 

q  =  f{x)  (7) 

so  folgt  durch  eine  erstmalige  Integration  der  Differentialgleichung 

^^=-/(^)  («) 

zimächst 

H-^  =  C,-ff{x)dy  (9) 

und  durch  nochmalige  Integration 

Hy  =  C^+  fCidx—JdzJf(x)dx  (10) 

oder 

Hy  =  C2  +  CiX—JdxJf(x)dx  (11) 

Hier  sind  C^  und  Cg  die  beiden  unbestimmten  Integrations- 
konstanten; jedes  Wertpaar  C^C^  liefert  ein  partikuläres  Integral. 

Sonach  gäbe  es  unendlich  viele  Seilkurven,  die  die  Aufgabe 
lösen.  Aus  dieser  Schar  von  Kurven  hat  man  nun  diejenige  heraus- 
zusuchen, die  sich  den  weiteren  Bedingungen  der  Kurve  anpaßt. 
Derartige  Bedingungen  können  in  erster  Linie  die  Punkte  fest- 
setzen, durch  welche  die  Seilkurve  hindurchgehen  soll.  Wir  wollen 
solche  Bedingungen  an  einer  besonderen  Kurve  studieren,  die 
dem  Fall  entspricht,  daß  die  Belastimg  q  gleichmäßig  über  die 
Spannweite  l  verteilt  ist.  Es  ist  dann  f(x)  =  q  =  Const  und 
damit  nimmt  das  allgemeine  Integral  Gleichimg  (12)  die  Form  an: 

Hy  =  C,  +  C,x-q^.  (12) 

Da  2^  eine  quadratische  Funktion  von  a;  ist,  so  wird  die 
Seilkurve  eine  Parabel.  Unsere  weiteren  Bedingungen  sollen  nun 
darin  bestehen,  1)  daß  die  Kurve  dmx^h  den  Anfangspunkt 
a;  =  y  =  0,  d.  h.  durch  den  linken  Auflagerpunkt  gehen  soll,  und 
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2)  daß  der  Teohte  Auflägerpimkt  um  die  Strecke  a  tiefer  als  der  linke 
liegen  0OII,  d.  h.  die  Kurve  soll  durch  den  Punkt  x  =  l,  y  =  a 
gehen. 

Aus  der  ersten  Bedingung  findet  man: 

0  =  Ca  (13) 

aus  der  zweiten: 

Ha  =  CJ-q-^  (14) 


und  hieraus: 


2Ha  +  qP 
Ol 2I <^^) 


Jetzt  kann  man  das  partikuläre  Integral,  welches  den  ge- 
gebenen Bedingungen  genügt,  schreiben  wie  folgt: 

In  dieser  Gleichung  tritt  noch  der  Horizontalzug  H  auf,  über 
den  wir  ebenfalls  mit  verfügen  müssen.  Wie  wir  oben  sahen,  hängt 
von  dem  Horizontalzug  der  Durchhang  der  Kurve  ab.  Dies  kann 
man  rechnerisch  erkennen,  wenn  man  in  Gleichung  (16)  beide  Auf- 
lager A  und  B  in  gleicher  Höhe  anninmit,  d.  h.  a  =  0  setzt.  Dann 
ergibt  sich: 

Der  Durchhang  der  Seilkurve  findet  sich  aus  dieser  Gleichung 
f  ür  a:  =  —  zu 

Diese  Gleichung  dient  dazu,  bei  gegebenem  Durchhang  / 
den  erforderlichen  Horizontalzug  H  zu  berechnen. 

IV.  Das  oben  angegebene  Verfahren  der  Konstruktion  der  Seil- 
kurve kann  man  zur  graphischen  Integration  der  Differential- 
gleichung 

^■^  =  /W  (19) 
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anwenden.   In  der  Figur  71  sei  die  Funktion  f(x)  graphisch  durch 

die    Kurve    abc    gegeben;    es   werden    alle  diejenigen  Kurven 

verlangt,  die  der  obengenannten  Differentialgleichung  genügen. 

Das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialgleichung  lautete : 

Hy  =  C^  +  C^x  +  fdxff(x)dx  (20) 

3 


Fig.  71.     Graphische  Ermittlung  der  Seilkurven  für  eine  gegebene 
Laatverteilung. 


Wir  nehmen  jetzt  einen  festen  Punkt  Xq  y^  an  und  suchen  die 
Gleichimg  aller  Kurven,  die  durch  diesen  Punkt  gehen  und  der 


Differentialgleichimg  genügen, 
in  (20)  ergibt  sich 


Durch  Einsetzen  von  Xq  und  y^ 


Hy^  =  C^  +  C^x  +  A(x^), 


(21) 


wo  A  (x^)  der  Wert  des  in  (20)  rechtsstehenden  Integrals  ist,  den 
man  nach  Einsetzen  von  Xq  erhält.  Löst  man  (21)  nach  C^  auf,  so 
ergibt  sich :  C^  =.  Hy^— A {x^)  —  C^x^.  (22) 
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Setzt  man  dies  in  Ol.  (20)  ein,  so  erhält  man  eine  neue  Integral- 
gleiohung,  die  nur  noch  eine  Integrationskonstante  C^  enthält, 
namüoh: 

Hy  =  Hyo—A(z^)  +  C^{x  —  x^)+fdxff{x)dx,      (23) 

Diese  Gleichung  ergibt  für  jeden  Wert  von  C^  eine  Kurve, 
die  durch  x^  yQ  geht  und  der  Differentialgleichung  genügt;  sie 
repräsentiert,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  ein  „Büscher'  von  Seil- 
kurven,  dessen  Mittelpunkt  x^yQ  ist. 

Um  eine  Anzahl  von  Individuen  dieses  Büschels  zu  kon- 
struieren, zerlegen  wir  die  von  der  Kurve  y  =  f(x)  und  der  x- Achse 
begrenzte  Flache  durch  Qrdinaten  des  gleichen  Abstandes  „Eins** 
in  eine  Anzahl  von  „Elementarstreifen**,  deren  Schwerpunkte  man 
ermittelt.  Die  Streifen  sind  von  1  bis  22  gezählt.  Dann  trägt  man 
die  mittleren  Qrdinaten  der  Streifen  auf  der  ^- Achse  (oder  auf  einer 
zu  dieser  Parallelen)  von  0  beginnend  auf,  wobei  negative  Qrdinaten 
in  Richtung  der  positiven  j^-Achse  aufgetragen  werden.  Nach  An- 
nahme eines  Poles  P^  im  Abstände  H  von  der  j^- Achse  konstruiert 
man  punktweise  die  Seilkurve  in  der  oben  beschriebenen  Weise, 
mdem  man  beim  Punkte  XQy^  beginnt  und  die  Kurve  nach  rechts 
und  links  fortsetzt.    So  entstehe  die  Kurve  AiB^CiD^Ei, 

Jede  Auswahl  eines  Poles  oder,  was  dasselbe  heißt,  jede 
Festlegung  der  Tangente  der  Kurve  im  Punkte  XQy^  liefert  eine 
Seilkurve.  Die  einzelnen  Kurven  verlaufen  immer  steiler,  je  steiler 
man  diese  Anfangstangente  wählt ;  schließhch  arten  die  Seilkurven 
in  eine  Gerade  aus,  die  durch  x^y^  parallel  zur  y- Achse  verläuft; 
dieser  Fall  entspricht  dem  Wert: 

Cj  =  00. 

Zur  Bestimmung  der  Integrationskonstanten  für  die  anderen 
Individuen  des  Büschels  greifen  wir  auf  das  erste  Integral  der  ge- 
gebenen Differentialgleichung 

H^  =  C,+ff(x)dx  (24) 

znrQck.     Die  Kurve 

tj  =  C^+ff{x)dx,  (26) 

die  dieses  Integral  repräsentiert  und  die  Abhängigkeit  der  Tangenten- 
neigungen der  Seilkurven  von  den  Werten  der  Abszissen  wiedergibt, 
kann  ebenfaUs  graphisch  aus  der  Kurve  abc  gefunden  werden. 

Hort,    DiffereiitialgrleichunKen.  ^ 


98  I^iß  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

Das  Integral 

ff{x)d^ 

bedeutet,  wie  in  §  5  dargelegt,  den  zwischen  der  Kruve  abc 
und  der  x- Achse  eingeschlossenen  Flächeninhalt,  der  begrenzt  ist 
durch  irgendeine  Anfangsordinate  und  die  Ordinate  der  Abszisse  x. 
Wir  wählen  die  Anfangsordinate  bei  der  Abszisse  a;  =  0,  d.  h.  wir 
lassen  die  K\irve 

V  =  C,+ff{x)dx 

durch  den  Anfangspunkt  des  Koordinatensystems  gehen.  Die 
Konstante  C^  muß  gleich  0  gesetzt  werden,  wie  sich  aus  folgendem 
iBrgibt. 

Die  graphisch  gegebene  Kurve  abc  würde,  wenn  man  sie 
analytisch  darstellen  wollte,  eine  Gestalt  folgender  Art  haben 

y  =  f(x)  ==  ao  +  «i«+ y 

da  sich  jede  Funktion  im  allgemeinen  in  eine  Potenzreihe  ent- 
wickeln läßt^®). 

Das  Integral  dieser  Funktion,  wenn  man  von  der  Konstanten 
absieht,  lautet  dann: 

fydx  =ff(x)dx  =  aoa;  +  a,y+ (26) 

und  mit  der  Integrationskonstanten 

=  C^  +  aQX  +  a^—+ 

Da  wir  aber  unsere  Kurvenfläche  von  x  =  0  an  zählen  wollen, 
also  für  X  =  0  das  Integral  Jy  dx  verschwinden  soll,  muß  auch 
Cj  =  0  sein. 

Zur  graphischen  Ermittlimg  der  Kurve 

V  =  jf(^)^ 
aus  der  Kurve  abc  addieren  wir  die  mittleren  Höhen  der  schon 
oben  benützten  Elementarstreifen  auf  den  jeweiligen  Endordinaten 
der  Streifen.    Es  entsteht  so  die  Kurve  ABC  DE. 

Bei  der  Ausführung  der  beschriebenen  graphischen  Summation 
ergibt  sich  wieder  wie  früher,  daß  die  Kurve 

rj  =  ff(x)dx 
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da  Kulminationspiinkte  haben  muß,  wo  die  Kurve 

y  =  fix) 

Nullpunkte  hat.  Nullpunkte  der  Kurve  abc  liegen  vor  in  den 
Punkten  b;  entsprechend  hat  die  Kurve  ABC  DE  ihre  Kul- 
minationspunkte in  B  und  D. 

Duroh  Hinzufügung  der  Integrationskonstanten  C^  erhält  man 
die  Gesamtheit  der  ersten  Integralkurven  der  Differentialgleichung 


nämüoh 


n  =  H^=^C,+ff(x)dx. 


Zu  jedem  Individuum  dieser  Kurvenschar,  die  duroh  Parallel- 
verschiebung  in  Biohtimg  der  y- Achse  aus  ABC  DE  entsteht, 
gehören  einfach  unendlich  viele  Individuen  der  Schar  der  zweiten 
Integrale,  aber  nur  ein  Individuum,  welches  durch  XqI/q  geht. 
Alle  diese  Kurven,  die  die  ersten  Integrale  zu  ABC  DE  sind, 
entstehen  auseinander  durch  Parallelverschiebung.  Um  eine  dieser 
Kurven  zu  bestimmen,  z.  B.  3 — 3 — ^3 — 3,  die  die  y- Achse  mit 
horizontaler  Tangente  schneidet,  legt  man  den  Pol  P^  fest, 
indem  man  den  einer  horizontalen  Tangente  parallelen  Polstrahl 
10— P,  zieht.  Aus  3—3—3—3  wird  die  Kurve  A^B^C^D^E^ 
gewonnen  durch  Parallelverschiebung  in  Richtung  der  y-Acbse ; 
AJßfifiJS^,  ^^  d^  durch  den  Nullpunkt  mit  horizontaler 
Tangente  gehende  Individuum  und  hat  die  Gleichung 


y  =  Jdxjf(x)dx 


Die  Konstruktion  der  Seilkurve  zu  /(a;)  ist  also  gleichbe- 
deutend mit  der  Herstellung  der  zweiten  Integralkurve  zu 
dieser  Funktion"). 


§  26.    Differentialgleichung  der  elastischen  Linie. 

Von  derselben  Form  wie  die  Differentialgleichung  der  Seil- 
kurve ist  die  technisch  sehr  wichtige  Differentialgleichung  der 
elastischen  Linie. 
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Man  versteht  hierunter  die  Gestalt,  die  ein  elastischer  (im 
allgemeinen  prismatischer)  Stab  unter  Einfluß  äußerer  Strafte  an- 
nimmt. 

Wir  wollen  nur  ebene  elastische  Linien  betrachten  und  setzen 
zunächst  einen  Balken  der  Länge  l  voraus,  der  an  einem  Ende  ein- 
gespannt und  am  andern  durch  eine  Kraft  P  auf  Biegimg  bean- 
sprucht ist.      Fig.  72. 


Fig.  72.    Einseitig   eingespannter 
Balken. 


Fig.  73.     Normalspannungen  und 
Schulspannungen. 


'ji. 


Wir  untersuchen  die  Spannungsverhältnisse  an  einem  Quer- 
schnitt in  der  Entfernung  x  vom  eingespannten  Ende. 

Es  treten,  wenn  wir  uns  das  vordere  Ende  entfernt  denken, 
die  Normalspannungen  a  über  den  Querschnitt  auf,  deren 
6&  Resultierende 

fadf  =  0  (1) 

verschwinden       und       deren 
Moment 

jzadf  =  P{l  —  x)      (2) 

sein  muß,  wenn  Gleichgewicht 
zwischen  der  beanspruchenden 
Kraft  und  den  inneren 
Spannungen  herrschen  soll. 
Streng  genommen  kommt  noch  die  Gleichgewichtsbedingung 
gegen  Verschiebung  quer  zur  Balkenachse:  jzdf  =  P  hinzu, 
doch  wollen  wir  die  Schubspannungen  t  nicht  betrachten 
(Fig.  73). 

Nunmehr  müssen  Annahmen  über  die  Verteilung  der  Span- 
nungen über  den  Querschnitt  gemacht  werden.  Die  einfachste 
Annahme  ist  die  einer  linearen  Verteilung   (Fig.  74) 

a  =  a^  +  za, 


Fig.  74.    Lineare  Verteilung  der 
Normalspannungen. 
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womit  sich  auf  Grund  von  Gleichung  (1)  eine  Faserschioht  im 

Balken  z  =  z^= ergibt,  die  spannungslos  ist.   Diese  Faser- 

sohicht  enthält  die  Balkenaohse,  welche  die  Schwerpunkte  der 
Balkenquerschnitte  verbindet.  Die  Spannung  wird  dann  Druck- 
spannung 2 

a=— a^— -  (3a) 

auf  der  unteren  Hälfte   der  Balkenquerschnitte,    Zugspannung 

o=+0o-^  (3b) 

auf  der  oberen  Hälfte  der  Querschnitte. 


Fig.  75.    Formänderung  des  einseitig  eingespannten  Balkens. 
Gleichimg  (2)  geht  hiermit  aber  über  in 

0 

oder,  werm  fz^df,  das  Trägheitsmoment  des  Balkenquer- 
schnitts, mit  J  bezeichnet  wird: 

Wir  betrachten  jetzt  die   Formänderung  ^es   Balkens 
(Flg.  75).    An  der  Stelle  x  hegt  eine  Krümmung  der  Mittellinie 
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vor  und  wir  nehmen  an,  daß  die  Balkenquersohnitte  auoh  nach  der 
Krümmung  eben  und  zur  Mittellinie  senkrecht  seien.  Dann  gilt 
nach  der  Figur,  wenn 

die  Verlängerung  einer  im  Abstand  z  von  der  Balkenaohse  liegenden 
Faser  der  Länge  dx  ist 

Adx       dx 


(5) 


(6) 

Ist  nun  y  die  durch  die  Beanspruchimg  erfolgte  Senkung  der 
Balkenachse  unter  die  ursprüngUche  horizontale  Lage  an  der 
Stelle  Xy  so  ist  der  Ausdruck  für  den  Krümmungsradius  nach  den 
Lehren  der  analytischen  Geometrie*^) 


Z                Q 

oder 

a       E 
'z~~Q 

und  nach  (4) 

E 

P-(l-x) 

Q 

J 

d^y 
dx^ 


(6a) 


Weil  aber  die  Biegungen  innerhalb  des  Bereiches  der  elastischen 
Formänderungen  nur  klein  ausfallen,  kann  man  die  Neigungen  der 

dy 

Balkenachse  gegen  die  x- Achse  als  klein  voraussetzen  und  also  -^ 

vernachlässigen.     Gleichung  (6)  wird  dann  angenähert: 

Diese  Gleichung  geht  in  diejenige  der  Seilkurve  über, 
wenn  E»J  =  H  vmd  P{1  —  x)  =  f{x)  gesetzt  wird. 

Handelt  es  sich  um  einen  Balken  auf  zwei  Stützen,  der  eine 
beliebig  vei;teilte  Last  f(x)  trägt  (Fig.  76),  so  kann  man  eben- 
falls die  Gl.  (7)  benutzen,  indem  man  das  Biegungsmoment  an 
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der  Stelle  x  =  M^  setzt 


(8) 


wo  das  Minuszeichen 
deshalb  steht,  weil  das 
positive  Moment  Mg. 
emei\egativeKrümmung 
hervorbringt. 

Mg  ermittelt  sich 
hier  als  das  erste  Seil- 
polygon zur  Belastungs- 
flache: 


dcc 


Fig.  76.    Stetige  Lastverteilung  über 
einem  Balken. 


Mg  =  —fdxff(x)dx 


(9) 


Die  Lösung  der  Differentialgleichung  der  elastischen  Linie 
verlangt  also  die  Konstruktion  der  vierten  Litegralkurve  zur 
Kurve  f{x)  oder  die  Kon- 
struktion des  zweiten  Seil- 
polygons entsprechend  dem 
Ansatz: 


lil^^ 


EJ 


d^y 
dx^ 


f(x)  (10)        ^-. 


Den  Zusammenhang 
zwischen  den  verschiede- 
nen Litegralkurven  zu  f(x) 
liefert  folgende  durch 
Figur  77  erläuterte  Auf- 
stellung. 

q  =  f(x)   ist    die    Be- 
lastungsflaohe, 


Fig.  77.    Belastungsfläohe,  Quer- 
kraftfläohe,  Momentenfläche. 


Q  =  A  —  j  qdx,  das  erste  Integral  zu  q,  ist  die  Querkraft- 


fläche, 


M  =  jQ  dx,  das  zweite  Litegral  zu  q,  ist  die  Momentenfläche. 
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Es  gelten  also  die  Beziehungen: 

dQ  _  d^M  _ 

~d^  ^'  ~d^~^  ~^' 

dy 
Will  man  in  dem  Ausdruck  für  q  (6a)  -^  nicht  vernachlässigen, 

so  lautet  die  Differentialgleichung  der  elastischen  Linie: 


d^y 


hm 


Diese  Differentialgleichung  gehört  zum  nicht  linearen  Typus, 
sondern  hat  die  allgemeine  Form 

und  wird  im  Anschluß  an  §  28  behandelt  werden. 


§  27.     Die  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit 
konstanten  Koeffizienten. 

Eine  äußerst  wichtige  Rolle  spielt  in  der  Technik  die  Diffe- 
rentialgleichung : 

d^v        ,    dy 

WO  a&c  konstante  Größen  sind.  Bekanntlich  werden  alle  freien 
Schwingungsvorgänge,  in  erster  Linie  die  eines  Massenpunktes, 
durch  diese  Gleichung  beschrieben.  Es  ist  nämlich  a  =  m  die  Masse 
des  Punktes,  b  die  Dämpfimgskonstante  der  Bewegung,  c  die 
Kraft,  die  den  Punkt  an  die  Mittelachse  seiner  Bewegung  fesselt, 
y  die  Entfernung  des  Punktes  von  seiner  Mittellage  und  x  =  t  die 
Zeit. 

Zur  Integration  der  Gleichung  (1)  substituieren  wir  zunächst 
dy 


=  P 

Iv  dv     dy  dv 

V 


dz 

d^y  dp  dp     dy  dp 


dx^  dx  dy     dx  dy 

und  erhalten 


(2) 


dp 
ap-^  +  bp  +  cy  =  0  (4) 
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In  dieser  Gleichung  subetitmeren  wir 

dp  dv 

^  =  "^'17  =  "  +  ^^  <^) 

WO  wir  uns  v  als  eine  zu  ermittelnde  Funktion  von  y  denken. 
Wir  erhalten  nach  Division  mit  y 

avlv+y-^\  +  bv  +  c  =  0  (6) 

oder  anders  geordnet 

^a^  +  bv  +  c)  =  —ay^.  (7) 


Hier  ist  die  Trennung  der  Variabein  möglich: 
dy  avdv 


(8) 


y  ax^  -{-hv  -\-c 

oder  nach  Division  mit  a  im  Nenner  und  Zähler  der  rechten 
Seite: 

dy  vdv 

y    "" 


Setzen  wir  hier: 


(9) 


(10) 


wo 

_  (a +  /?)  =  — und ajS  = — 

sind,  so  kann  man  die  rechte  Seite  von  (9)  in  zwei  Partialbrüche 
zerlegen  und  schreiben: 


^  = ^—{^ t\i, 

y  a  —  ß  \v  —  a       v  —  ßj 


(11) 


woraus  man  durch  Integration  erhält 

]gya--fi  =  \g(v  —  ßf  —  lg{v  —  ar  +  \gC  (12) 

oder  nach  Beseitigung  der  Logarithmen 

ya-,^C      ("-^)'       ■  (13) 
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Macht  man  in  dieser  Gleichung  nach  (5)  die  Restitution 

V 


V  = 


y 

so  ergibt  sich  allgemeines  Integral  von  61.  (4) 

l=C<^-^y^.  (14) 

(p  —  ayr 

Diese  Gleichung  kann  eisetzt  werden  duroh  die  beiden  anderen 


p  —  ay  =  A'] 
p  —  ßy  =  B'l 


(15) 


(15a) 


wenn  man  A'  und  B"  so  bestimmt,  daß 

dy 
wird.     Setzt  man  in   (16)  für  p  seinen  Wert  aus  Gl.  (2)  p  =  -r— 

ein,  so  findet  man  aus 


dx 


(16) 


die  Integrale 


(17) 


die   unter   Benutzung   der   Exponentialfunktion   übergehen   in: 


Vi  = \-Ae^» 

^  a 


(18) 


Da  man  nun  A'  und  B"  gleichzeitig  =  Null  werden  lassen  kann, 
ohne  die  Gleichung  (15a)  zu  verletzen,  so  stellen 

y^  =  Ae-'\ 

y^  =  Beß' 


(19) 


§  27.    Die  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung.         \Q'J 

die  beiden  gesuchten  partikulären  Integrale  von  (1)  dar,  so  daß 
das  aUgemeine  Integral  lautet: 

y  =  Ae^*  +  Be^'  (20) 

Hier  müssen  a  und  ß  Wurzeln  der  Gleichung 

^'  +  T^+T  =  ^  (21) 

sein. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  lauten: 


haben  also  die  Form 

a  =  —  Q  +  ia 


(22) 


(23) 


mit  g=     *  '/«  ** 


-ii 


2a'  f  a         4a2 

wo  f  die  imaginäre  Einheit  bedeutet. 

Das  aUgemeine  Integral  (20)  nimmt  nun  die  verschiedensten 

Formen  an,  je  nach  den  Werten,  die  den  Konstanten  abc  bzw. 

b  c 

den  Quotienten  —  und  —  beigelegt  werden. 

Wir  setzen  a  zunächst  stets  als  positiv  voraus,  was  durch 
Zeichen  Wechsel  jedenfalls  erreicht  werden  kann.  Dann  ergibt 
sich,  daß  y  im  Falle  eines  negativen  b  mit  x  unendlich  zu- 
nimmt. Ist  b  positiv,  so  kann  y  mit  zunehmendem  x  nicht 
ins  Unendliche  wachsen,  wenn  nicht  etwa  c  negativ  wird. 
Negatives  c  läßt  y  ebenfalls  unendlich  groß  werden. 

I.  Zunächst  imtersuchen  wir  näher  den  Fall 
6  =  0 

Dann  wird  das  allgemeine  Integral  (20) 

y  =  ^6+*^'  +36-'"'  (24) 

Negatives  c  läßt  y  unendlich  zunehmen  (Fig.  78.),  positives  c 
verwandelt  die  Exponentialfunktion  in  die  zyklometrische  Funktion 
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und  (24)  nimmt  die  Gestalt  an  (mit  A^  =  A  +  B,  Bq  =  (A  —  B)i) 
y  =  A^smax  -{-  Bq cos  ax  (25) 

y  =  Aisma(x  —  Xq)  (26) 


oder 
wo  gilt 


Aq  =  -4j  cos  oxq        -Bq  =  —  -^1  sin  ax^^. 


l 


a^ 


ö^ 


s^ 


ar 


Fig  78.     UneigenÜioher 
Sohwingungsvorgang . 


Fig  79.    Reine  Sinussohwingungen. 


Wir  erhalten  also  eine  rein  periodische  Funktion; 

A^  heißt  die  Amplitude, 

Xf^  die  Phasenverschiebung, 

27r 
T  =  die  Periode, 


a 
a 


n  = 


die  Frequenz  der  Schwingung. 


2n 
0  die  Kreisfrequenz. 

Die  hiermit  gegebene  Bewegungsform  ist  in  Fig.  79  dar- 
gestellt. 

IIa.  Ist  die  Größe  6  <  0,  die  Schwingimg  also  mit  Dämpfung 
behaftet,  so  bietet  sich  zunächst  der  Unterfall 

c  &2 

>0  (27) 


a        4a^ 

dar.    Es  stellt  sich  dann  (20)  in  die  Form: 
y  =  A^c^*  sin  (y(x  —  Xq) 


(28) 


mit 


-AiBiaxQ  —  A  +  B 
Ai  cos  Xq  =  {A  —  B)i, 
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Setzt  man,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken,  Xq  =  0, 
so  kann  man  die  Maxima  und  Minima  von  y  aufsuchen  mittelst 
des  Ansatzes: 


dy 
dx 


=  0  =  e—p^(aGo&ax  —  Q&inox)  =  0 


Diese  Gleichung  hat  unendlich  viele  positive  Wurzeln: 


jr 


wo 


axit  =  ——(p  +  {k  —  l)7t;  k=  1,2,3. 


tg(p  = 


(29) 


(30) 


ist.     Die  zugehörigen  Maximal-  bzw.  Minimalwerte  von  y  sind: 
y^  =  A^e"'''^  cos 9?, 

woraus  sich  für  die  Differenz  der  Logarithmen  zweier  aufeinander- 
folgender y  ergibt: 

=  -|-?t.  (31) 

Die     logarithmische     Diffe-  ^' 
renz  zweier  aufeinanderfolgender  ^  ^ 
Schwingungsweiten  ist  also  kon- 
stant, man  nennt  die  Größe 

p  h 

-^n  =    >  (32) 

das    logarithmische    Dekre- 
ment  der  Schwingung. 

Fig.  80  gibt  ein  Bild  einer 
gedampften  Schwingung. 

—  ist   wieder   die  Schwin-    ^^'  ^'    Gedämpfte  Schwingung. 
a 
gungsdauer,  sie  ist  größer  als  bei  nicht  vorhandener  Dämpfung. 

c  62 


üb.    Ist 


4a2 


<0, 
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dann  wird  das  allgemeine  Integral 


') 


dy 


(33) 


in  welcher  Formel  o  <  q  ißt.  Jetzt  kann  weder  y  noch  -r-  ver- 
schwinden, so  lange  A  und  B  gleiche  Vorzeichen  haben.  Es  können 
also  weder  Nullpunkte  noch  Extreme  vorkommen;  y  nähert  sich, 
mit  wachsendem  x  asymptotisch  dem  Werte  Null.    (Fig.  81.) 


Fig.  81. 


-^Ä,-»- 


Fig.  82. 


-o^-^ 


Fig.  83. 
Fig.  81 — 83.     Versohiedene  Formen  der  aperiodischen  Bewegung. 

Haben  jedoch  A  und  B  verschiedene  Vorzeichen,  so  gibt  es 
einen  Nullpunkt:  ,         ^ 

der  aber  nur  dann  wirklich  auftritt,  wenn  die  Bewegung  zur  Zeit 
a;  =  0  nach  dem  Schwingungsmittelpunkt  hin  gerichtet  war 
(Fig.  82). 

Das  Extrem  liegt  bei 
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Fig.  84. 


und  ist  unter  allen  Umständen  vorhanden.   Nach  Überschreitung 
des  Extrems  fährt  die  Bewegung  zur  Mittellage  zurück. 

Diese  Bewegungsform  ist 
die  aperiodische,  von  der 
in  Fig.  81,  82,  83  die  wich- 
tigsten Formen  dargestellt 
sind. 

III.  Der  Fall  a  =  0  bzw. 
6*  =  4  ac 
liefert  zwei  gleiche  Wurzeln 
a  und  ß  und  mithin  das  all- 
gemeine Integral: 

y  =  (Ä  +  Bx)€rfi'. 

Diese  Bewegung  hat 
ebenfalls  den  Charakter  IIb, 
je  nachdem  die  Anfangs- 
bedingungen bzw.  die  Werte 
A  und  B  gewählt  werden. 
Wir  geben  die  möglichen 
Fälle  in  den  nebenstehenden 
Figuren  wieder. 

Ä>0 
Fig.  84:3  — qA  <0 
B>0 

A>0 
Fig.  S5:B  —  qA  <0 
B<0 

A>0 
Fig.  S6:B  —  qA>0 
B>0 


^ 

Vi 

\ 

% 

^ 

kj 

Fig.  86. 


iffec^mB'^ 


Fig.  86. 

Fig.  84 — 86.     Spezielle  aperiodische 
Bewegungsformen. 


Über  die  Anwendung  der 
Differentialgleichung 

ay"  +  by'  +  cy  =  0 

auf  technische  Probleme  siehe  W.  Hort,  Techn.   Schwingungs 
lehre,  Springer  1910. 
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§  28.    Niehtlineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

Kettenlinie. 

Unter  den  nicht  linearen  Differentialgleichungen  II.  0.  gestatten 
zunächst  diejenigen  eine  allgemeine  Behandlung,  in  welchen  nur 
der  zweite  und  der  erste  Differentialquotient  vorkommen,  welche 
sich  also  an  der  Form  erweisen 

Gelingt  es,  diese  Gleichung  nach  j-^  aufzulösen,   so   daß  also 
eine  Gleichung  der  Form 

(2) 


dx*      ^\dx) 


entsteht,   so  'wird  eine  erste   Integration   möglich,   wenn   man 

dx       ^ 
substituiert.    Es  folgt  dann  statt  (2) 

dp 


d 


X 


=  f{P)  (3) 


Dies  ißt  eine  Differentialgleichung  erster   Ordnung  in   welcher 
man  nach  Trennung  der  Variabein  schreiben  kann 

dx=^  (4) 

f(P)  ^  ' 

und  nach  erstmaliger  Integration 

dp 


=  "'^n 


r(p)       Ci  +  9>(P)  (5) 

Gelingt  es,  diese  Gleichung  nach  p  aufzulösen,  wodurch 

P  =  V(a:-C'i)  (6) 

resultiere,  so  ist  die  zweite  Integration  möghch. 
Man  schreibt  statt  (6) 

|f-  =  V(— C,)  (7) 
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und  nach  Trennung  der  Variabein 

dy  =  \p{x — Ci)dx, 
woraus  sich  das  allgemeine  Integral  findet: 
y  =  C^2+  {'ip{x  —  C^)dx. 


£in  Beispiel  für  diese   Art   von   Differentialgleichungen   bietet 
die  Kettenlinie. 


§  29.    Die  Kettenlinie. 

Diese  Kurve  gehört  zu  den  „Seilkurven". 

Sie  ist  identisch  mit  der  Gestalt  eines  an  zwei  Punkten 
aufhängten  Seiles,  welches  nur  unter  seinem  Eigengewicht 
steht  und  welches  keine  Biegungssteifigkeit  aufweist  (annähernd 
bei  einer  Kette  erfüllt).   Fig.  87. 

Wir  betrachten  wie  bei  der  Seilkurve  das  Gleichgewicht 
eines  Kurvenelementes  da  und  gelangen  zu  der  Formel 

V  =  yd8+V^  =  dV+V^,  (1) 

in  welcher  yda  das  Eigen- 
gewicht des  Kettenstück- 
chens da  bedeutet. 

Da  femer  auch  hier 
das  Verhältnis  zwischen 
der  Vertikalkomponente  V 
der  Kettenspannung  und 
dem  Horizontalzug  H  gleich 
dem  Tangens  des  Neigungs- 
winkels oder 

dy 


V  ^H 


dx 


(2) 


sein     muß,     so    folgt    als 
Differentialgleichung  der  Kettenlinie: 


Fig.  87.     Die  Kettenlinie. 


dx       ' 


Schreibt  man  hier 


Hd 


dy 
dx 


=  +yd8 


(3) 


(4) 


Hort,    DifferentiAlelcichunecn. 
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Die  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 


SO  kann  man  sofort  einmal  integrieren 

d.  h.  der  Riohtungstangens  der  Kurve  ist  der   Bogen- 
länge proportional. 

Zur  Gewinnimg  des  allgemeinen  Integrals  kehren  wir  zur 
Gleichung  ^g 

zurück,  in  welcher  wir  für 

da  =  idz^  +  dy^^) 
setzen.    Nach  Division  mit  dx  folgt  dann 
d^y 


Nach  Substitution  von 


dy 


(6) 


dx 


=  P 


ergibt  sich  hier 


H  dp  V 


H 


and  nach  Trennung  der  Varisbeln  mit  —  =  a 
a  ,  ■  =  +  dx . 

yi  +  p» 

Nach  erstmaliger  Integration  folgt: 
oder  Jil  +  P» 


(7) 

(8) 

(9) 
(10) 


olg(p  +  yi  +  p*)  =  Gi  +  x. 
Diese  Gleichung  läßt  sich  nach  p  auflösen.   Es  folgen  aufeinander 
die  Ansätze:  c  +  x 

P  +  il  +  p*  =  e    '■ 

„Ci  +  g  Ci  +  » 

l  +  pa  =  c      "     — 2pe    "     +p*   \  (11) 

C,  +  x  C,  +  *i 
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Nach  Restitution  des  für  p  gültigen  Wertes  kommt  dann 


Wir  nehmen  jetzt  eine  Transformation  des  Koordinaten- 
systems vor,  indem  wir  das  Achsenkreuz  um  die  Strecke  +  q 
in  Richtung  der  positiven  x- Achse  parallel  mit  sich  verschieben. 
Der  Anfangspunkt  Aq  rückt  dadurch  nach  A^.  Die  Koordinaten 
der  Kurvenpunkte  in  bezug  auf  das  neue  System  bezeichnen 
wir  mit  {^  und  tj^^  und  es  gelten  zwischen  den  alten  und  neuen 
Koordinaten  die  Beziehungen 

ic  =  e  +  f  1 
y  =  Vi 
und  zwischen  den  DijSerentialquotienten  gilt: 

dx  ■"  (ifi ' 
hiermit  geht  aber  die  Formel  (12)  über  in 

e       *        — e  *  .  (13) 


Wir  wollen  nun  festsetzen,  daß  die  »/j- Achse  die  Kurve  in  einem 

dfi^ 
Punkte  mit  horizontaler  Tangente  schneide,  d.  h.  daß  -jy-  =  0 

werde  fOr  {^  =  0.    Dann  muß  sein 

öl  +  e  +  f  1  =  0, 
d.h. 

Gl  +  e  =  0, 

womit  Formel  (13)  übergeht  in: 

Nunmehr  kann  man  nochmals  integrieren  und  erhält  mit  einer 
neuen  unbestimmten  Konstante  G^ 

Vi  =  C,  +  ^(e'^+e    •). 

8* 


Wß  Die  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

Wir  transformieren  jetzt  von  neuem  das  Koordinatensystem, 
indem  wir  das  Aohsenkreuz  um  das  Stück  a  in  Richtung  der 
negativen  ?yi- Achse  verschieben.  Der  Anfangspunkt  rückt  dadurch 
nach  A.  Die  Koordinaten  der  Kurvenpunkte  in  bezug  auf  das 
neue  System  bezeichnen  wir  mit  f  und  77,  und  es  gelten  die  Be- 
ziehungen : 

f  =  fi 

Zwischen  den  Differentialquotienten  gilt 

drj        dfjj^ 
Die  Formel  (14)  geht  nun  über  in 


^  a    /     a  a  \ 

»?  =  ff  +  C,  +  -^c     +e       I 


(15) 


Bestimmen 

wir  jetzt,  daß  für 

sein  soll: 

f  =  0 

dann  muß 

gelten : 

a  +  C\  =  0, 

mithin  gilt 

als  endgültige  Gleichung  der  Kettenlinie 

V 

=  -[e     +e 

■) 

und  für  den  DiflFerentialquotienten 

drj 
dS 

-=}{''-' 

•). 

(16) 


(17) 


Für  die  beiden  letzten  Funktionen  von  f  hat  man  kürzere  Zeichen 
eingeführt.     Es  gilt 


/  —    -— \ 


(18) 
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Man  überzeugt  sich  leioht  von  der  Gültigkeit  des  Satzes 


-^  -  ©in«  —  =  1. 
a  a 


(19) 


Um  eiiiige  weitere  Beziehungen  abzuleiten,  schreiben  wir 
das  Argument  vorläufig  kürzer  =  x. 
Mittels  der  Identitäten 


x  +  y       x  —  y 
*  2  2 


findet  sich  leioht 


X  -i-  y        X  —  y 
Qxnx  +  ©iny  =  2@tn — ^®of 


eofa;  +  Eofy  =  2< 


x  + 


-Kof 


2 
x  —  y 


X  -\-  V  X V 

©in»  — ©iny  =  26of— p^Stn— ^-^ 

'  —  CMf/  =  9.  ^m -^-  ^m  — 


Setzt 


man 


80  wird 


©ofa;  — eofy  =  2®m^^^-^®in 


.a;  =  f  +  7?,  y  =  f  — »/, 


(20) 


und  die  Formeln  lauten  (nach  Vertauschung  von  f  mit  x  und  ri 
mity): 


Kof  xSofy  =  ySof  (^  +  y)  +  Y®of  (x  — y) 


©inxSiny  =  —  Sof  (x  +  y)  —  ySof  (x  —  y) 

2 

©inxßof  y  =  y  ©in(a;  +  y)  +  Y©in(a;  — y) 

eo[a;  ©in  y  =  —  ©in  (a?  +  y)  —  —  ©in  (x  —  y) 


(21) 


118 


Die  DiUerentialgleichnngen  zweiter  Ordnung. 


'    1 


(22) 


Duroh    geeignetes    Addieren    und    Subtrahieren    je    zweier 
dieser  Formeln  entsteht  dann 

©in  (aj  ±  y)  =  ©in  a;  ©of  y  ±  Sof  x  ©in  y 
Sof  (x±y)  =  ©of  X  ©of  y  ±  ©in  x  ©in  y. 
Der  Aufbau  dieser  Formehi  erinnert  an  die  Ereisfunktionen  sin 
und  oos;  wir  schreiben  für  das  letzte  Formelsystem  analog  an: 
sin  (x  ±  y)  =  sin  x  oos  y  ±  oos  x  sin  y 
cos  (x  ±  y)  =  oos  X  cos  y  ±  sin  X  sin  y. 
Man  nennt  die  Funktionen  ©in  und  ©of  den  „hyperbolischen 
Sinus"  bzw.  „Cosinus".    Diese  Bezeichnimg  hat  ihren  Grund  in 
folgendem  geometrischen  Zusammenhang: 

In  der  Figur  88  sei 
eine  gleichseitige  Hyperbel 
der  Gleichung  x* — y*  =  1 
gezeichnet.  Dann  ist  die 
halbe  Scheiteldistanz  OA 
=  1.  Wir  berechnen  nun- 
mehr den  Flächeninhalt  F 
des  Hyperbelsektors  OPAP^ 
{PPt  1.  OX)  in  Abhängig- 
keit von  der  Abszisse  x 
oder  der  Ordinate  y  des 
Punktes  P.  Aus  der  Figur 
liest  man  sofort  ab: 

F^^xy 
2  2 


Fig  88.    Definition  der  Hyperbel- 
funktionen. 


=  ^-jyäx.     (23) 


Nach  der  Hyperbelgleiohung  ist  aber 


1. 


mithin 


F_ 
2 


xVa:»  — 1 


./ßT 


Idx, 


Der  Wert  des  Integrals  steht  in  jeder  Formelsammlung, 
Hütte  20.  A.,  S.  75.    Es  ist 


I 


ix^  —  1  dx  =— y^ 


i--iig(x  +  yx2— 1). 


z.  B. 
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abo  wird 

F  =  ]g{z  +  ix^—l). 
Diese  Gleichling  ist  nach  x  auflösbskr. 

F  ,/ 

e    =x+1x^—l 


e^—2xe^  +  x^  =  x^—l   ■ 
e^  +1         i  1  F  ^    -f] 


=  -^(e'-e-'). 


(25a) 


2e 

Führt  man  die  Beohnung  analog  für 
y  durch,  so  erhält  man 

2 

Durch  diese  beiden  Formehi  wird  die 
Abhängigkeit  der  Abszisse  x  und  der 
Ordinate  y  vom  Hyperbelfläoheninhalt 
statuiert. 

Eine  analoge  Betrachtung  führen 
wir  am  Kreise  !F%.  89  aus 

X«  +  y«  =  1. 
Es  ist  der  halbe  Flächeninhalt  des  Kreissektors 


(24) 


(25) 


Fig.  89.     Definition  der 
Ereisfunktionen. 


(26) 


=  X 


yi— a?« 


+ 


A- 


x^dx. 


Der  Wert  des  Integrals  findet  sich  in  der  Hütte  an  derselben  Stelle 
I  r  1  —  x^dx  =  —  (aresin  1  —  x  V 1  —  «*  —  aresin  x) 


Hiermit  wird  aber 

F  =  aresin  1  —  aresin  x  =  arccos  x 

(27) 

und  nach  x  aufgelöst 

X  =  coaF, 

(28) 
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Entsprechend  ergibt  sich  für  die  Ordinate 

y  =  BmF.  (28a) 

Diese  beiden  Formeln  sind  die  Analoga  zu  den  oben  bei  der 
Hyperbel  abgeleiteten,  und  es  bedarf  keiner  weiteren  Begründung 
für  die  Abkürzung  für  (26)  und  (26  a) 


und 


Kof-P 


y 

^ 

(Bin  F. 

\J 

^j 

\ 

/ 

O 

V 

y 

\ 
\ 

1 

n 

\ 

'•^ 

^•\ 

M 

Vjt 

A 

c 

-«f  - 

~- 

v- 

F^ 

i- 

7, 

k 

-2 

— J 

¥ 

— 

—6 

^ 

^/i 

1 

/ 

^ 

'iTiN 

['-^ 

Fig.  90.   Die  drei  Hyperbelfunktionen. 


Wir  kehren  nunmehr  zur  Schreibweise  Sof  x  bzw.  ©in  x 
zurück  und  bemerken,  daß  aus  der  Beziehung  zur  Exponential- 
f imktion  e*  sofort  eine  Reihenwioklung  für  die  beiden  Funktionen 
folgt.     Es  ist 


a;* 


yfi 


7^  ^  7? 

@i„  ,,  =  «  +  _  +  _  +  _  + 


Aus  diesen  Entwicklungen  ergibt  sich  ohne  weiteres 

eof(— x)  =  ©oja;  1 

©in  ( —  x)  =  —  ©in  x,    J 

d.  h.  ®of  ist  eine  gerade  Funktion,  ©in  eine  ungerade. 


(29) 


(30) 
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=  00     J 
=  00.     J 


(31) 


Femer  wird 

(ginO  =  0;  ©in  00  =  c» 
EofO  =  1;  gof  00 

Den  weiteren  Verlauf  entnimmt  man  am  besten  aus  der  Figur, 
die  nach  einer  der  Tafeln  für  diese  Funktionen,  der  ge- 
zeichnet ist**). 

Die  Figur  enthält  noch  die  Funktion  hyperbolischer  Tangens, 
die  definiert  wird  durch  den  Ansatz 

(Sinx  üfi   ,    2x^        n  xf 


Zix  = 


=  X- 


■f- 


+ 


(32) 


15  315 

Für  die  2!g«Funktion  gelten  analoge  Additionsformeln  wie 
für  @tn  und  (Sof,  die  wir  nicht  besonders  anschreiben. 

Wir  kehren  nun  zur  Kettenlinie  zurück.  Für  die  Ordinate 
hatten  wir  gefunden 

a 


ry  =  a( 


für  den  Richttmgstangens 

drj       ^.     f- 
-77-  =  ©m  — 

Ferner  leiten  wir  aus  der  Formel  (4) 

für    die    Bogenlänge    S    die     Be- 
ziehung ab 

8  =  a^  =  a©in  — . 

Nunmehr  können  wir  die  Verhältnisse  einer  Kette  der  Länge  28 
untersuchen,  die  zwischen  zwei  Punkten  aufgehängt  wird,  die  die 
Horizontalentfemung  L^  +  L^  =  2L  und  die  Vertikalentfemung 
J?,  —  Ä,  =  2H  haben. 

Nach  der  Figur  91  schreiben  wir  an: 

8^  =  a@in— ^, 


Fig.  91.    Berechnung  des 

Durchhangs  einer  gegebenen 

Kette. 


S,  =  a©in— ^ 


122  ^i®  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

und 

Hier  sind  L^  und  Lg  mit  ihren  absoluten  Werten  einzusetzen. 
Nach  Formel  (20)  folgt 

28  =  2a(Sin     V      ^^  — - — ^. 
2a  2a 

^  =  a@in  — Sof  ^'~^*  .  (33) 

a       '       2a  ^     ' 


Ferner  gilt 


Ai  =  aßof-^,  A,  =  aSof  ^ 


und  durch  Subtraktion 


2H  =  h,-\  =  a^Sof^-eof  Aj 


^      ^.     Lj  +  J^a     ^.     A  +  L^ 

2a  2a 

L  R  4-  L^ 

H  =^a  ©in  —  •  ©in    V  (34) 

a  2a  ^     ' 

Quadriert  man  jetzt  Formel  (33)  und  (34)  und  subtrahiert  (34) 
von  (33),  folgt 


^rr.C2  ^i—^t  __ ^;„2 A" 


S^  —  m  =  a2©in2-^S:op-i- — 5._(5in2 


i^)- 


a  \     '        2a  2< 

Der  Klammerausdruck  ist  jedoch  =  1,  und  so  ergibt  sich 

a  ©in  —  =  y^^^lr^ .  (35) 

a 

Sohieibt  man  das  Ergebnis  in  der  Form 

a 

L 

so  kann  man  bei  gegebenem  iS,  H^  L  diese  Gleichung  nach  — 

a 

auflösen,  was  mit  Hilfe  der  Taif ein  oder  der  Kurven  sehr  leicht  ist  **) . 


§30.    Genaue  Form  der  Differentialgleichung  der  elastischen  Linie.      123 

Es  sei  z.  B.  die  Kettenlänge  2äS^  =  100  m,  die  Entfernung 
2Z  =  50  m,  die  Höhendifferenz  2H  =  20  m.    Dann  ist 

iSi  —  m  _  ?^2500  — 100        48,99 
i         ""  25  ""     25     • 

=  1,96. 
Die  Beziehung 

^^  =  1,96 

X 

findet  aber  statt  f ür  a;  =  —  =  2,15,  d.  h.  es  ist 

a 

^  25         „^ 

^=  2j5=^:iö  =  ^^'^°^- 

Wiegt  die  Kette  nun  y  =  20  kg/lfd.  m,  so  wird  der  Horizontalzug  H 
ZT  =  a  •  y  =  232  kg. 


§  30.     Genaue  Form  der  Differentialgleichung  der  elastischen 

Linie. 

Die  Gleichung  (11)  des  §  26  kann  ebenfalls  nach  der  Methode 
des  §  28  gelöst  werden  mittels  der  Substitution 


^  =  ^-  w 


Wir  erhalten  hiermit 


4t:[1 +?*]"=/(*)  (2) 


dx 

und  nach  Trennung  der  Variabein  p  und  x 

dp 


f(x)dx,  (3) 


{l+P'f 


Durch  Integration  folgt  hieraus 

^_     ^Jf(x)dx  +  C,.  (4) 

ri  +  p»      •' 


124  ^^®  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

Diese  Gleichung  kann  man  naoh  p  auflösen 

p  =  -^  =         //W'^'^  +  Ci  ^5j 

'^''       il-[ff{x)dx  +  C,-p 
und  nach  nochmaliger  Integration 

ff(z)dx  +  G^ 

^l-[ff(x)dx  +  Cj 

Im  Falle  des  Ansatzes  (7)  §  26  mit 

nx)  =  ^P(l-x)  (7) 


r  jf{x)dx  +  C, 

y=  l     ,  ,  -dz  +  C,. 

J   n  —  \ff(x)dx  +  C,? 


findet  man 


M"-'^h'- 


dy 
dx 


und 


-^ilx-^] 
EJ  \  2  / 

l/'-w(--4)' 
f     ^('-^)     ... , ._ 


(6) 


aus  der  sich  wegen  der  Bedingung 

V  =  -^  =  Ofüra:  =  0 
dx 

findet 

0  =      ,    ^'  (9) 

oder 

Ci  =  0. 
Mithin  wird 


(10) 


(11) 


§  31.    Eindimensionale  Differentialgleichungen. 
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Dieses  Integral  kann  man  durch  die  Substitutionen 
P 


EJ 


('^-|)  = 


^^i±fl^t 


dx=^ 


ßdS 


überführen  in 


2ya-ßS 
a  =  l^,ß  =  ^^ 


J2l/l-^l/a-ßi         * 


(IIa) 


(12) 


welches  ein  elliptisches  Integral  ist.  Die  Benutzung  des 
genauen  Wertes  für  die  Krümmung  der  elastischen  Linie  führt 
also  schon  im  einfachen  Falle  des  einseitig  eingespannten  Balkens 
EU  Verwickelungen,  deren  eingehendere  Untersuchung  uns  hier 
zu  weit  führen  würde. 


§  31.    Eindimensionale  Differentialgleiehungen. 
Beispiel:  Formftndenmg  eines  dickwandigen  Rolires  nach  Föppl. 

Gibt  man  den  Variabein  x  und  y  bestimmte  Dimensionen, 
die  dann  auch  den  Differentialen  dx  und  dy  zukommen,  so  kann 
man  auch  für  jedes  Glied  einer  Differentialgleichung  eine  be- 
stimmte Dimension  angeben. 

Seien  z.  B.  die  Dimensionen  von  x  und  y  =  1,  so  sind  folgende 
weitere  Dimensionen  festzustellen: 

wobei  angenommen  ist,  daß  m  eine  Zahl  bedeutet.  Unter- 
sucht man  in  dieser  Weise  alle  Glieder  einer  gegebenen 
Differentialgleichung,  und  finden  sich  diese  dabei  sämtlich  von 
gleicher  Dimension,   dann  heißt  die  Differentialgleichung   „ein- 
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dimensionar^  wobei  es  vorkommen  kami,  daß  man  x  und  y 
verschiedene  Dimensionen  zuteilen  muß,  um  Eindimensionalität 
zu  erreichen. 

Zunächst  betrachten  wir  den  Fall,  in  welchem  sowohl  x 
wie  y  von  der  ersten  Dimension  sind.  Hier  gelangt  man  zu  einer 
Emiedrigxmg  der  Ordnung  der  vorgelegten  Differentialgleichung, 
wenn  man  sowohl  für  x  wie  für  y  neue  Variable  ^  imd  z  einführt 
mit  Hilfe  der  Substitutionsgleichungen 

a;  =  e*;  y  =  z-e*.  (1) 

Hier  folgt  durch  Differentiation 

dy        dy  d^        l dz      u  a\^ 


=(Ä-«'+"')^ 


dx        dd^  dx        ydd-  I  dx 

Da  aber 


(2) 


Ä--  <" 


und  mithin 

d^  _ 
dx 

ist,  so  ergibt  sich 


(4) 


dy  ^  dz 
Kg.  92.    Dickwandiges  Rohr  "^  ""  "^  +  ^  '  ^^' 


nait  innerem  Überdruck. 


Analog  ergibt  sich 


dx^       \d%^  ^  d^j  ^  ' 

Mittels  der  Formeln  (1),  (5)  und  (6)  kann  man  die  Substitution 
bei  eindimensionalen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
durchführen. 

Wir  betrachten  die  Differentialgleichung  der  Form- 
änderung eines  dickwandigen  Rohres  unter  innerem  Über- 
druck. 

In  der  Figur  92  sei  der  Querschnitt  des  Rohres  gezeichnet, 
wobei  die  Länge  des  Rohres  =  1  gesetzt  wird;  Formänderungen 
in  Richtung  der  Rohrachse  bleiben  von  der  Betrachtimg  aus- 
geschlossen. 


§  31.    Eindimensionale  Düferentialgleichungen. 
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Zur  Grundlage  der  Untersuchung  wird  diejenige  Verlängerung 
u  gemacht,  welche  ein  nach  einem  Punkte  der  Rohrwand  gezogener 
Radius  x  unter  Einfluß  des  Innendruckes  p  erfährt.  Ist  diese 
Verlängerung  u  als  Funktion  von  x  gefunden,  dann  ist  es  mögUch, 
die  spezifische  Eadialdehnung  e^  und  die  Tangentialdehnung  e^ 
zu  berechnen.    Letztere  findet  sich  durch  den  Quotienten 

Verlängerung  des  Kreisumfangs 


Ursprünglicher  Kreisumfang 
__      _  27tu  __  u 

'  27tX  X 


(7) 


Die  Kadialdehnimg  ergibt  sich  durch  Betrachtimg  der  Längen- 
änderung, die  eine  radial  gerichtete  Elementarstrecke  AB  =  dx 
(siehe  Figur  93)  erfährt.  Der  Endpunkt  A  des  Radius  x  =  MA 
verschob  sich,  wie  oben  festgesetzt,  um  die  Strecke  u.  Dem- 
entsprechend verschiebt  sich  der  Endpunkt  B  des  Radius 

x  +  dx  =  MB 
um  die  Stre<ike  u  +  du. 


F)g.  93*    Bereohnung  der 
Radialdehnung  des  Rohres. 


Fig.  94.     Gleichgewicht  der 

Spannungen  an  einem  Element  der 

Rohrwand. 


Folglich  verlängert  sich  das  Element  dx  um  den  Betrag  du, 
mithin  ist  die  spezifische  Radialdehnung  an  der  betreflFenden  Stelle 

du 

^  =  ^-  w 

Zur  Gewinnung  eines  weiteren  Ansatzes  betrachten  wir 
nunmehr  die  gegenseitige  Wirkung  der  Spannungen  an  einem 
Elemen.  der  Rohrwand,  welches,  wie  in  der  Figur  94  gezeichnet, 
herausgeschnitten  sei. 
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Die  in  tangentialer  Richtung  angreifenden  Spannungen  Og 
sind  auf  beiden  Seiten  des  Elementes  gleich;  die  sich  atus  ihnen 
ergebenden  Gesamtkräfte  sind  a^  •  dx  imd  ihre  Resultierende 
CD  =  doL'  Of'  dx. 

Die  radial  nach  innen  angreifende  Spannung  sei  a/,  die  am 
Element  angreifende  entsprechende  Gesamtkraft  =  x  dcn'  a^. 
Auf  der  Außenseite  des  Elementes  greift  nun  die  Spannung 
(Xy  +  da^  an;   die  ihr  entsprechende  Gesamtkraft  ist 

{Of  +  dOf)  {x  +  dx)  •  da. 
Multipliziert  man  diesen  Ausdruck  aus,  so  findet  sich 
{OfX  +  X  dOf  +  Of'  dx  +  dOf,  •  dx)doL. 

Hier  wird  das  letzte  Glied  dc^*  dx  als  klein  gegen  die  übrigen 
vernachlässigt,  und  das  zweite  und  dritte  werden  in 

d{xa;i 
zusammengezogen . 

Nach  diesen  Festsetzungen  ergibt  sich  als  Resultierende  der 
beiden  Radialkräfte 

d(xa^  •  da. 

Zwischen  dieser  und  der  Resultierenden  der  Tangentialkräfte 
muß  jedoch  Gleichgewicht  bestehen,  woraus  folgt 

da'  Ol*  dx  =  d{xOf)  •  da. 
Nach  Hebung  von  da  und  nach  Division  mit  dx  folgt 

'-^  '»> 

Die  Verbindung  dieser  Formel  mit  den  oben  entwickelten  Deh- 
nimgen  e^  und  e^  verlangt  die  Heranziehung  eines  Elastizitäts- 
gesetzes. Unter  einem  Elastizitätsgesetz  verstehen  wir  eben 
eine  Beziehung  zwischen  Spannungen  und  Dehnungen.  Wir 
legen  hier  das  Hookesche  Gesetz  zugnmde,  welches  in  seiner 
allgemeineren  Form  für  longitudinale  und  transversale  Spannungen 
(Tangential-  und  Radialspannungen)  lautet: 

wo  E  den  Elastizitätsmodul  und  m  das  Verhältnis  der 
Längsdehnung  zur  Querkontraktion  bedeutet. 
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Diese  beiden  Gleichungen  löst  man  nach  a^  und  a,  auf: 
mE  mE 

und  nun  ist  man  in  der  Lage,  die  Dehnungen 

u  du 

e,  =  —  und  c^  =  -r-  (12) 

X  ax 

einzuführen.    Es  ergibt  sieh 

mE    I      u        du\  mE    1     du        u\  ,,^, 

Diese  Werte  für  a^  und  a^  setzt  man  in  Gleichung  (9)  ein,  wodurch 
sich  ergibt 

mE    I      u        du\        d   f   mE      1    du        u\l     ,, ,, 

mE 
Dividiert  man  mit  —z — r  und  führt  die  Differentiation  auf  der 
m* — 1 

rechten  Seite  aus,  so  resultiert  die  Differentialgleichung  zweiter 

Ordnung") 

d^u    ,    l   du  u        ^                           ^,^^ 

dixß   ^  X  dx  x^                                   ^     ' 

Diese    Differentialgleichung    ist     „eindimensional''    in    dem 
eingangs  angegebenen  Sinne. 

Führen  wir  mit  tt  =  y  die  Substitutionen   (1),   (5)  und   (6) 
aus,  so  vereinfacht  sich  die  Gleichung  zu 

d^z  dz 

_  +  2^=0  (16) 

welche  sich  mit 

dz 

vom  ersten  Grade  erweist. 

Wir  haben  also  nur  die  Gleichung 

||  +  2p  =  0  (18) 

zu  integrieren,  welche  das  allgemeine  Integral 

*  =  C,-i- Igp  (19) 

Hort,    Differentialgleichungen.  9 
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oder 

p  -  «==<'''-*>  (20) 

ei^ibt. 

Zur  Ermittlung  von  z  greifen  wir  jetzt  auf  Gleichung  (17) 
z\u*ück,  indem  wir  den  soeben  ermittelten  Wert  von  p  einführen. 
Die  Integration  von 

eiz  =  c2<^^~*^d*  (21) 

liefert  mit  einer  zweiten  Integrationskonstanten 

2  =  C,— le*<<''-*>  (22) 

Aus  (22)  leiten  wir  nun  das  gesuchte  Integral  u  ab  wie  folgt : 


«  =  xz  =  x(c,-i-c*^^-''>) 


(23) 


Führen  wir  hier  nun  die  Substitutionsgleiohung  (1)  wieder  ein  mit 

e"  =  x  (24) 

so  ergibt  sich  als  allgemeines  Integral 


«=^.-19 


(25) 


und  wenn  man  hier  setzt 

0,  =  A,      _^e-^=5 


2 


so  wird 


u==  Ax  +  —  (26) 

X 


wo  A  und  B  die  erforderlichen  beiden  Integrationskonstanten  sind. 
Zur  Ermittlung  dieser  gehen  wir  auf  die  Gleichung  (13)  für 
Oj.  zurück,  in  welche  wir  (26)  einführen.    Wir  erhalten : 

=  _^^.U(^+i)_4(^_i) 

W2—  1     [       ^        ^      '  a;2    ^  I 

mE       -  mE     B 

■  A 


m  —  1  m  -\-\   x'^ 
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und  mit 


tn  E     ^         .        m  E 


-4  =  4„ 


m  —  l  >'  TO4-1 


B  =  B, 


<T,  =  ^x-§-  (27) 

Zur  Bestimmung  von  A^  und  Bj^  führt  jetzt  die  Bemerkung, 
daß  für  X  =  r,  d,  h.  im  Innern  des  Rohres,  die  Radialspannung 
gleich  dem  Überdruck  p  sein  muß,  der  mit  negativem  Vorzeichen 
zu  versehen  ist,  weil  es  sich  um  Druckspannung  handelt. 

Femer  muß  für  x  =  R,  also  außerhalb,  die  Radialspannung 
=   Null  sein.      Wir  erhalten    also   die   Bedingungsgleichungen 

furo;  =  r:  — p  =  i4j  — -i. 

füra;  =  Ä:     0  =  ^,—^ 

aus  denen  durch  Auflösung  nach  Aj^  bzw.  J^^  folgt 

_       pr« 
^1-  Äa_r2 


^1  = 


wodurch   sich  dann  die  Formänderung  u  endgültig  findet  zu 

f  32.    Eintühnmg  der  Storungsfunktion.     Kreisförmige  Platte. 

Die  genauere  Theorie  der  kreisförmigen  gleichmäßig  belasteten 
Platte  führt  (vgl.  Föppl,  Vorlesungen  über  technische  Mechanik 
m)  auf   folgende   Differentialgleichung 

d^       l^d^ y   ^       6(fn»  — 1) 

dx^   '^  X   dx        a;2  m^Eh^     ^  ^  ' 

wo  bedeuten 

9?    die   Winkel,    die    die   Normalen    der   Plattenelemente 

nach  der  Biegung  mit  der  Mittellinie  bilden; 
X    der  Abstand  eines  Plattenelementes  von   der  Mitte; 

9* 
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—  die  Poissonsche  Konstante: 
m 

E  den  Elastizitätsmodul; 

h    die  Plattendioke ; 

p   den  Druck,  der  auf  die  eine  Plattenseite  ausgeübt  wird. 

Setzen   wir  in  (1)  die  rechte  Seite   vorläufig   =  Null,    so 
erhalten  wir 

l    d<p  <p 


+ 


dx 


X* 


=  0 


(2) 


Diese  Differentialgleichung  ist 
aber  identisch  mit  Gleichung 
(15)  des  §  31  und  hat  dem- 
nach das  allgemeine  Integral 


©  =  Ax  4 

X 


(3) 


Fig.  95.    Formänderung  der  kreis- 
förmigen Platte. 


Um  nun  von  hier  aus  zum 
allgemeinen  Integral  der 
Gleichung    (1)    zu   gelangen, 

setzt  man  voraus,  daß  dieses  dieselbe  Form  habe  wie  (3),  nur 

mit  dem  Unterschied,  daß  A  und  B  jetzt  Funktionen  von  x  sind, 

die  man  bestimmen  muß. 

Den    durchzuführenden    Prozeß    nehmen    wir    sogleich    an 

einer  ziemlich  allgemeinen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

vor,  nämlich 


s+-.<^) 


dx 


+  P,(a:)y  =  P,(a:) 


(vgl.  §  24),  zu  der 


S+^^(^)i!-+^«<^)ä'=« 


(4) 


(ß) 


das  Analogon  zu  (2)  bildet. 

Man  nennt  die  Gleichung  (5)  die  gegenüber  (4)  reduzierte 
Gleichung.  Die  auf  der  rechten  Seite  von  (4)  auftretende 
Funktion  PßCx)  heißt  Störungsfunktion. 

Es  seien  nun  y^  und  1/2  zwei  auf  irgendeine  Weise  gefundene 
voneinander  unabhängige  partikuläre  Lösungen  von   (5), 
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mit  deren  Hilfe  wir  das  allgemeine  Integral  von  (4)  in  der  Form 
ansetzen: 

y  =  Qi(^)yi  +  Q^(^)y%  (6) 

Die  IMfferentiation  dieses  Ansatzes  liefert 

-^  =  Ol'  yi  +  öl  yi'  +  Qt'  y,  +  «,  y,'  •  (7) 

Da  Q^  und  Q^  imbekannt  sind,  können  wir  für  sie  eine  Bedingmig 
willkürlich  vorschreiben.    Wir  wählen  als  Bedingung  den  Ansatz 

Qiyi  +  Qtyt  =  o,  (8) 

wodurch  sich  (7)  vereinfacht  zu 

-^  =  «.y,'  +  «.y.'.  (9) 

Eine  abermalige  Differentiation  liefert  hier 

-^  =  Ol'  y,'  +  Ol  y,"  +  «,'  y,'  +  «,  y,"  •         (lO) 

dy  d^y 
Nunmehr  führen  wir  die  Ausdrücke  für  y,  ^,  ^  [Gleichung  (6), 

(9),  (10)]  in  Gleichung  (4)  ein  und  erhalten  nach  gehöriger  Ordnung 

QM'  +  PxVi  +  PtVi)  +  Ö.(y."  +  PiVi  +  PtVt)  +  yiQx 
+  y»'Qz-Pt-  (11) 

Da  aber,  wie  vorausgesetzt;  y^  imd  y^  der  Gleichung  (5)  genügen, 
80  bkibt  von  (11)  nur  übrig 

yiQi+y,'Q,'  =  ^s-  (i2) 

Diese  Gleichung  reicht  im  Verein  mit  Gleichimg  (8)  aus  zur 
Bestimmung  von  Qi  und  Q^-  Man  erhält  durch  gewöhnliche 
Auflösung  dieser  Gleichungen  nach  Q^'  \md  Q^' 

P»y2 


yjyi'— yiy«' 
P,yi 


(13) 


yiy«'— y«yi' 

Qi  und  Q^  selber  finden  sich  duroh  einfache  Integration 

y»P»dx 


^'-J  y,yx'-yiy.'  + 

r      y,P,dx 

^*     ]  y,y;-yxyt 


(14) 
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SO  daß  das  aUgemeine  Integral  von  (4)  lautet: 

y  =  QiVi  +  QtV»  +  Ay^  +  By^  (15) 

Nunmehr  wenden  wir  die  duioh  (14)   gegebene  Vorschrift 
der  Abkürzung  auf  die  Differentialgleichung  (1)  an.    Es  ist  mit 

6(m«— 1) 


1 

9'!  =  ^ 


m*Ehß 

■Nx 


p  =  N 


(16) 


Q.  =  -^/^ 


—  xdx 

X 


N   r 


+  A 


Q» 


Nx* 


"I- 


+  A 


xxdx 


(17) 


=  -^/ 


X* 

üfldx  +  B 


+  B 


N 


=  +^x*  +  B 


(18) 


Aus  (17)  und  (18)  setzt  sich  dann  nach  Vorschrift  von  (16)  das 
allgemeine  Integral  zusammen 


oder 


Nx^         Nx^    .    ^      ,    ß 

<p  = —  +  —-  +  ÄX  +  - 


,,  = ^+Ax+  — 


(19) 


In  der  gleichen  Weise  behandelt  man  die  ebenfalls  bei  Föppl 
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vorkommende  Differentialgleichung  der  Platte  für  eine  in  der 
Mitte  angreifende  Last  P: 

ä^<P   ^L^_JP_^_P_  (20) 


dx'^  X    dx         x^  X 

Man  findet 


und 


P    rl 

P  /  P  \  B 

= ?-x\gx  +  A,x  +  ^  (21) 

jü  X 


§  33.    Banges  Methode  zur  angenäherten  Integration  von 
Diflerentialgleiehangen. 

I.  Im  §  6  haben  wir  den  Inhalt  eines  Flächenstückes  bzw. 
den  Wert  eines  bestimmten  Integrals  als  die  Summe  der  Inhalte 
der  Elementarreohteoke  angenähert  dargestellt. 

Wir  hatten  für  den  Flächeninhalt  (Fig.  96)  bzw.  für  das 
bestimmte  Integral  den  Ausdruck 

ff(x)  dx 
a 
gefunden,  und  es  war  (angenähert) 

»  p-n— 1 

y=  ff{x)dx  =  2^d^f{a+Qd);  nd^x  —  a       (1) 

i 

Wenn  man  nun  bedenkt,  daß  der  Integralbeziehung 

y  =  ff(x)dx  (2) 

a 
die  Differentialbeziehung 

dy  =  f(x)dx  (3) 
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zugrunde  liegt,  aus  der  man  die  DifFerentialgleiohung  erster  Ordnung 

(4) 


Ä-'« 


ableiten  kann,  so  sieht  man,  daß  man  in  dem  Ansatz  (1) 

y==^6^f{a  +  Qd)  (5) 

/>-0 

eine  Vorschrift  für  die  angenäherte  Integration  der  Differential- 
gleichung (4) 


dy 
dz 


=  f(x) 


(6) 


besitzt. 


J^ 

fi 

/ 

J^ 

^ 

r^ 

r^ 

r^ 

; 

1 

Fig.  96.    Summierung  einer 
Funktion. 


^ob: 


-•;r-4^ 


Fig.  97.    Darstellung  der  Funktion 


Binx  und  j 


Binxdx. 


Wir  wollen  die  Genauigkeit  des  Verfahrens  an  dem  Beispiel 
der  Differentialgleichung 

dy 


dx 


=  sma: 


(7) 


prüfen.  Da  wir  das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialgleichung 

y  =  C  —  coso;  (8) 

kennen,  wird  ein  Vergleich  möglich  sein. 
Wir  tragen  zunächst  die  Kurve 


dy 


(9) 


graphisch  auf  (Fig.  97). 


§  33.     Runpee  Methode  zur  anpjenäherten  Integration, 
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Zugleich  fertigen  wir  uns  eine  kleine,  von  l(fi  zu  l(fi  fort- 
schreitende Tabelle  an,  wobei  wir  das  Argument  x  in  Bogen- 
längen des  Kreises  vom  Radius  1  umrechnen. 

Tabelle  2. 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

X 

X 

Wmkxl 

Bogen 

sm  X 

y 

Winkel 

Bogen 

sm  X 

y 

0 

0,000 

0,000 

0 

100 

1,746 

0,986 

1,269 

10 

0,176 

0,174 

0,030 

110 

1,920 

0.940 

1,423 

20 

0,349 

0,342 

0,090 

120 

2,094 

0,866 

1,674 

30 

0,524 

0,600 

0,178 

130 

2,269 

0,766 

1,708 

40 

0,698 

0,643 

0,291 

140 

2,448 

0,643 

1,821 

50 

0,873 

0,766 

0,426 

160 

2,618 

0,600 

1,909 

80 

1,047 

0,866 

0,676 

160 

2.793 

0,342 

1,969 

70 

1,222 

0,940 

0,740 

170 

2,967 

0,174 

1,999 

80 

1,396 

0,986 

0,912 

180 

3,142 

0,000 

1,999 

90 

1,671 

1,000 

1,087 

Wir  bestimmen  jetzt,  daß  füra  =  a:  =  0y  =  0  sein  soll. 
Dann  wird,  da  unsere  Größe  d,  d.  h.  das  Argumentintervall, 

nach  welchem  wir  fortschreiten,  =  2  tc  ^^^   =  0,175  ist,  für  die 

ooü 

Integration  über  die  ersten  beiden  Intervalle: 

y 

y=  l  BJnxdx  =  ^.  dsinod  =  dsinO  4- dsind 

J  p.O 

=  0,174  X  0,175  =  0,030, 
und  für   die  Integration  über  das  Intervall  — - 


y  ==  j  smxdx  =:  ^  d  sin  ^  d 

n  P-0 


(10) 


=  i-ain0  +  dsind  +  d8m2d  +  dsmSd  +  dBm4:d  +  dsm  5d 
+  d  Bin  6  d  +  d  sm  1  d  +  d  sin  S  d. 
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Wir  tragen  die  einzelnen  sich  für  p  =  0  bis  p  =  8  ergeben- 
den Summen  mit  d  =  0,175  in  der  Tabelle  ein  und  gelangen 
bis  zum  Wert 


2  P-.8 

y  =  /sina;dg=   ^3  sing  3  =  0,912 


(12) 


Wir  stellen  fest,  daß  dieses  Resultat  um  —  8,8%  falsch  ist, 
denn  der  genaue  Wert  des  Integrab 


/' 


=  /  sin  a;  da:  = 


1  —  oosx 


(13) 


ist 


1. 


Fig.  98.    Fehler  der  Nähenings- 
Integration. 


Setzen  wir  die  Summation  über  z  = 
fort,  so  findet  sich  das  Resultat 


Dies  Ergebnis  ist  eine 
Folge  der  Tatsache,  daß 
jedes  der  addierten  kleinen 
Rechtecke  etwas  kleiner  ist  als 
das  entsprechende  Flächen- 
element. Aus  der  neben- 
stehenden Figur  98  ist  der 
Sachverhalt  klar  ersichtUch. 
Natürlich  ist  jeder  zwischen 
Ound  0,912  hegende  Wert  von 
y  entsprechend  fehlerhaft. 

7t 


hinaus  bis  a;  =  ^ 


y  =  Jsi 


sin  z  dz 


/>-17 

^  dsiüQd  =  1,999 


(14) 


Dieser  Wert  kommt  dem  tatsächlichen  y  =  2,0  sehr  nahe,  was 
darin  begründet  ist,  daß  wir  auf  dem  absteigenden  Ast  der 
Sinuskurve  größere  Rechtecke  hinzufügen  als  die  Flächen- 
elementarstreifen  sind,  so  daß  die  auf  dem  aufsteigenden  Ast 
begangenen  Fehler  nahezu  ausgeglichen  werden.  Die  Figur  98 
gibt  hiervon  ein  Bild. 


§  33.    Kunges  Methode  zur  angenäherten  Integration. 
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Trotz  dieses  Mangeb  hat  Euler  ein  analoges  Verfahren 
für  die  numerische  Integration  der  allgemeinen  Differential- 
gleichung 

^  =  f(^>y)  (15) 

angewendet.  Er  geht  von  einem  Anfangswertepaar  x^y^,  welches 
den  Anfangsbedingungen  entsprechend  zu  wählen  ist,  aus 
und  berechnet  dann  die  zu  einer  kleinen  Änderung  A  x  gehörige 
Änderung 

Ay  =  t{x^,y^)Ax  (16) 

y 


Fig.  99.  Eulers  nftherungsweises 
IntegratioDB- Verfahren. 


Fig.  100.     Abschätzung  der  Fehler 
des  Eulersohen  Verfahrens. 


Dann  ist 

x^  =  Xq  +  Ax 

Vi  =  yo  +  ^y 

ein  neues  Wertepaar.   Auf  diese  Weise  erhält  man  ins  Graphische 

übertragen  eine  Reihe  Punkte  A^A^ die  annähernd  auf  der 

durch  x^y^  gehenden  partikulären  Integralkurve  der  Differential- 
gleichung liegen.     Fig.  99. 

Die  Bedeutung  dieses  Verfahrens  wird  sofort  klar,  wenn 
wir  zunächst  /(^Cq,  y^  von  y  unabhängig  annehmen.  Dann  erhalten 
wir  statt  (16)  die  Gleichung 

Ay  =  f(xo)Ax  (16a) 

Wir  setzen  also  unter  Vernachlässigung  des  kleinen  senkrecht 
schraffierten  Dreiecks  (Fig.  100)  Ay  gleich  dem  horizontal 
schraffierten   Rechteck,   ganz  analog  wie  bei  der  oben  durch- 


140  ^i®  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung, 

geführten   Näherungsintegration 

y  =  fsiaxdx 

Ü 

Aus  der  hierbei  vorgenommenen  Abschätzung  ergibt  sieh,  daß 
das  Resultat  des  Verfahrens  mit  Fehlem  behaftet  ist,  die  größen- 
ordnungsgleich mit  den  Werten  der  Intervalle  sind,  die  man 
zugrunde  legt. 

n.  Um  zu  einem  genaueren  Verfahren  zu  gelangen,  suchen 
wir  zunächst  den  genauen  Wert  der  Änderung  Ay  zu  ermitteln, 
der  sich  ergibt  nach  Annahme  einer  Änderung  Ax  hei  der 
vorgelegten  Differentialgleichung 

||  =  /(«.y)  (18) 

Wir  denken  uns  zunächst  die  Differentialgleichung  exakt  integriert 
und  die  Integralgleichung  in  der  Form  geschrieben 

y  =  f{x)  (19) 

was  immer  möglich  ist. 

Aus  (19)  entwickelt  man  mm  die  Änderung  Ay  nach  dem 
Satze  von  Maclaurin**): 

Ay  =  r{x)Ax  +  ^^^  Ax^  +  ^^^  A^  + (20) 

Hier  ist  aber  nach  (19)  und  (18) 


F'(x)=^  =  f(x,y) 


femer  ist 


dF'lx)         d  df         a/     dy 


wenn  bedeutet 


=  h  +  Uf, 


f^f{x,y) 

8/(ar,  y) 


/a  = 


^1(x,y) 

dy 
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und  schlieBlioh  wird 

=  hi  +  U  +  f  {fit  +  U)  +  Ml  +  hf) 
=  fii  +  Vitf  +  W  +  Mi  +  U)- 

Auf  die  höheren  Glieder  der  Maclaurinsohen  Entwicklung 
verzichten  wir. 

Sonach  resultiert  für  J^  die  Entwicklung 

Jy  =  / Jx +  (/,  +  /,/)  ^ +  {/„  + 2/,^  + /,^ 

+  f,(fi  +  y)}i-^  +  ---  (23) 

Von  ^unge  stammt  ein  Verfahren,  welches  gestattet, 
bei  gegebenem  Ax  die  Änderung  Ay  so  genau  zu  berechnen, 
daß  die  Abweichungen  vom  wahren  Wert  (23)  von  der  Größen- 
ordnung A^x  werden. 

Nach  diesem  Verfahren  berechnet  man  zunächst  (nach 
angenommenen  XqI/q  und  mit  gegebenen  A  x)  folgende  vorläufigen 
Näherungswerte  von  Ay: 

A^y  =  f'Ax 

^iV  =  fi^o  +  ^^,  Vo  +  fAx)Ax  (24) 

^sy  =  /{«0  +  ^^»  yo+  /(^o  +  Ax,yQ  +  fAx)Ax]Ax 
und  hieraus  ab  neuen  Näherungswert 

^^^4ll+A^  (25) 

Wir  wollen  uns  jetzt  einen  Überblick  verschaffen,  was  diese 
Operation  bedeutet.  Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir  /  von  y 
unabhängig  an  und  finden 

und 

Ay  =  t^^l+Ip+A^Ax  (27) 

Zeichnen  wir  ims  hiernach  die  zu  Fig.  100  analoge  Fig.  101, 
so  finden  wir,  daß  wir  jetzt  nur  das  kleine  Kurvensegment  ^1^2 
vernachlässigt  haben,    während  nach  dem  Verfahren  (16a)  das 
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ganze  Dreieck  A^^A^B  vernachlässigt  worden  wäre.   Es  wird  also 
das  Differential  Ay  als  Sehnentrapez  ermittelt. 

Zur  Prüfung  der  Genauigkeit  ziehen  wir  wieder  unsere 
Tabelle  2  heran,  indem  wir  von  je  zwei  aufeinander  folgenden 
Werten  der  Kolumne  3  (welche  ja  die  Funktionswerte 

/W>  /(^o  +  ^^)>  /K  +  ^Ax)... 
enthält)  das  arithmetische  Mittel 
nehmen  und  in  Kolumne  4  ein- 
tragen. Kolumne  5  gibt  dann  die 
Differenzen 

.,,       .    f(x,)+f(x,+  Ax) 
/\y  =  0 2 

usw.,  Kolumne  6  deren  Summe, 
d.  h.  y,  während  Kolumne  7  den 
wirklichen  Wert  von  y  =  1  —  cos 
X  auf  5  Dezimalen  gibt. 

Tabelle  3. 


Fig.  101.    Sehnentrapez- 
N&herung. 


1              2 

3 

4 

6 

6 

7 

X 

f(x) 
=sinir 

/(«)+/(«+ J«) 

=  h{x)Ax 

y 

^2^y 

y  = 

2 

Winkel 

Bogen 

1  —  cosa; 

0 
10 
20 
30 
40 
60 
60 
70 
80 
90 

0,0 

0,176 

0,349 

0,524 

0,698 

0,873 

1,047 

1,222 

1,396 

1,571 

0,000 
0,174 
0,342 
0,600 
0,643 
0,766 
0,866 
0,940 
0,986 
1,000 

0,087 
0,268 
0,421 
0,672 
0,706 
0,816 
0,903 
0,963 
0,993 

0,015 
0,046 
0,074 
0,100 
0,124 
0,143 
0,168 
0,168 
0,173 

0,000 
0,016 
0,060 
0,134 
0,234 
0,368 
0,601 
0,659 
0,827 
1,000 

0,00000 
0,01619 
0,06031 
0,13397 
0,23396 
0,36721 
0,60000 
0,65798 
0,82635 
1,00000 

Die  Übereinstimmung  der  Näherungswerte  Kol.  6  und  der 
wirklichen  Werte  Kol.  7  ist  ausgezeichnet,  wenn  man  die  drei- 
stellige Rechnimg,  die  Abrundungen  und  die  Benutzung  eines 
Rechenschiebers  von  13  cm  Länge  betrachtet.  Die  hierbei  be- 
gangenen Ablesimgsfehler  sind  schon  so  groß  als  die  systema- 
tischen Fehler   des  Verfahrens,    denn    sie   haben   (zufällig)  die 

letzteren  beim  Wert  für  x  =  —  gerade    ungefähr   ausgeglichen. 
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Um  nun  auch  den  Genauigkeitsgrad  der  Formel  (26),  welche 
nach  Bnnge*^)  das  Sehnentrapezverfahren  auf  den  allgemeineren 
Fall  überträgt,  in  welchem  /  außer  von  x  auch  von  y  abhängt, 
entwickeln  wir  die  Formeln  (24)  nach  demTaylorschen  Lehrsatze 
fOr  zwei  Variabein  und  erhalten  unter  Fortlassung  aller  höheren 
Potenzen  als  idx* 

Aiy  —  f'  Ax  (unverändert) 

/l.y  =[/  +  (/,  ^  a:  +  /,  ^iV)  +  y{/ii  ^a;*  +  2/„  ^  a;^iy 
+  /„J,y*}ljar+ 

=^iAx  +  UAx*  +  iJAx*+^[UrAx'  +  2UJ.Ax* 

-\-1tti*Ax*]  (24a) 

=  /J  X  +(/,+//,)  Ja:»  +  i-{/„  +  2//,,  +  fU^]Ax* 

^«y  =  [/  +  (/i^a'  +  h^%y)  +  Y{/n^'«=*  +  2/„  J  a;  J,y 

=  //l  X  +(/,  +  //,)  Jx*  +  i-{/„  +  Vltf  +  /„/* 

+  2/,(/,  +  //,)}^l'x 
und  schließlich  statt  Formel  (25) 

Jy  =  AiH^M  =  /^.  +  (/^  +  /,/)^+{/^^  +  2W 

+  /„/*  + 2/,  (A+/,/))^  (25a) 

welche  mit  der  genauen  Entwicklung  (23)  in  den  beiden  ersten 
Gliedern  übereinstimmt.  Diese  Genauigkeit  reicht  für  viele 
Zwecke  aus.  Um  aber  ein  genähertes  Ay  zu  finden,  welches 
mit  dem  wirklichen  auch  in  dem  Gliede  dritter  Ordnung  über- 
einstimmt, verfährt  man  wie  folgt: 
Man  kann  nämlich  statt 

Ay  ^  f (Xq)  '  Ax    (E u  1  e r sehe  Näherung) 
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oder  statt: 

^^^  f{Xo)+f(Xo+  Ax)  ^ ^     (Sehnentrapez-Näherung) 

für  den  elementaren  Flächenstreifen  auch  einführen 


Ay  =  fix^  +  Y^^)'^^ 


(28) 


d.  h.  das  in  der  Fig.  102  schraffierte  Rechteck.  Dreht  man  dessen 
Seite  A1A2  nm  den  Pmikt  P,  so  geht  das  Rechteck  in  ein  inhalts- 
gleiches Trapez  über,  welches  gegebenenfalls  ein  Tangenten- 
trapez wird,  wenn  nämlich  die  Gerade  durch  P  die  Kurve 
berührt.  Man  spricht  dann  von 
einem  Näherungswert  von  A  y  ent- 
sprechend dem  Tangententrapez. 


Fig.  102. 


Fig.  103. 


Auf  zweivariabliges  /  übertragen  gelangt  man  dann  zu  dem 
Ausdruck : 


^  2/  =  /  (i»^o  +  Y  ^  a^>  2/0  +  y' "^  ^)  ^^ 


(29) 


der  nach  Taylor  entwickelt  liefert 
Ay^fAx+{J^  +  Uf)^  +  (/,x  +  2/x,/  +  /„/«)^g^(30) 

Dieser  Näherungswert  stimmt  mit  dem  genauen  (23)  ebenso  wie 
(25  a)  in  den  ersten  beiden  Gliedern  überein,  im  dritten  aber 
nicht.  Jedoch  kann  man  durch  Kombination  von  (30)  imd  (25  a) 
einen  neuen  Näherungswert  Ay  herstellen,  der  auch  im  dritten 
Gliede  mit  (23)  übereinstimmt.  Dies  geschieht  durch  folgende 
Betrachtung : 
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In  der  Fig.  103  sei  der  von  der  gestrichelten  Kurve  DPC 
nach  oben  abgeschlossene  Flächenstreifen  die  anzunähernde 
Größe  Ay,  Den  durch  das  Sehnentrapez  gegebenen  Näherungs- 
wert Gleichung  (27)  ABCD  bezeichnen  wir  mit  N^y  den  durch 
das  Tangententrapez  Gleichung  (28)  gegebenen  ABF'E'  be- 
zeichnen wir  mit  Nj,,  Nunmehr  ersetzen  wir  das  Kurvenstück 
DPC  durch  einen  durch  dieselben  Punkte  gehenden  Parabel- 
bogen derart»  daß  die  Parabeltangente  in  P  der  Sehne  DC  parallel 
ist  imd  wir  setzen  das  Parabelsegment  DPC  mit  dem  Kurven- 
eegment  DPC  näherungsweise  flächengleich.  Da  nun  das  Par- 
allelogramm  DCFE   mit   dem  Trapez   DCF'E'    flächengleich 

2 
ist  und  außerdem  das  Parabelsegment  -—  des  Parallelogramms 

t> 

DCFE  beträgt,  so  gilt  offenbar 

^y  =  ^r  +  y(^5-^T)  (31) 

mit  einer  Genauigkeit,  entsprechend  der  Abweichung  des  Parabel- 
segmentes DPC  von  dem  Kurvensegment  DPC.  Formel  (31) 
ist  die  bekannte  Simpson 'sehe  Regel,  welche  aus  der  Sehnen- 
trapez- und  der  Tangententrapeznäherung  einen  Ansatz  höherer 
Genauigkeit  herleitet. 

Führen  wir  jetzt,  in  dem  wir  uns  nach  Runge  die 
Simpson 'sehe  Regel  auf  das  zweivariablige  Gebiet  über- 
tragen in  (31)  ein 

A>  =  /.Jx+(/i  +  /./)^  +  (/n  +  2A,/  +  /,j2)i|!. 
.V^=/Ja:+(/,  +  /,/)^  +  {/„  +  2AJ  +  /„/2 

+  2/,(/,  +  /,/)}^ 
•  80  wird 

Jy  =  /  Ja:  +  (/,  +  Z,/)-^  +  {/,,  +2  A  J  +  /„/« 

+  /t(/i  +  /./)}-|^  (32) 

also  mit  dem  genauen  Wert  (23)  auch  im  Gliede  dritter  Ordnung 
noch  übereinstimmend. 

Hort,   Differentialgleichungen.  10 


1  '^ 

3 


(33) 
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Es  ergibt  sich  demnach  ab  ein  bis  auf  Größen  vierter 
Ordnung  genauer  Wert  von  A  y 

Ay  =^fU^  +  —  Ax,y^  +  —  f'Ax\Ax  + 

— /  (^0  +  Y^  ^'  yo  +  y/^^)  ^  ^1  • 

m.  Zur  Prüfung  der  Genauigkeit  und  zur  Einübung  der  prak- 
tischen Ausführung  des  Verfahrens  wenden  wir  dasselbe  auf  die 
Differential-Gleichung 

^  =  ^=/(x.,).  (34) 

an.  Wir  wollen  den  Verlauf  einer  Integral-Kurve  durch  den  Punkt 

x^  =1,0,    yo  =  0,2 
von  diesem  Punkte  beginnend  in  Richtung  der  positiven  x  ver- 
folgen, wobei  wir  die  Schritte  /d  a;  =  0,2  wählen. 
Wir  berechnen  nach  (24) 

\y  =  /K^yo)-^^  =  — Yi — ^'^  ""  ^'^^ 

2 .0  28 

^,y  =  /K  -\-^x,y^  +  fAx)Ax  =  -^ 0,2  =  0,0935 

^8»  =  /{*o  +  Ax,y^-\-f{x^+Ax,y,t-itfAx)Ax\Ax 

4j,,_A»+A!L=  0,0890 -ifs. 

Dies  ist  der  dem  Sehnentrapez  entsprechende  Näherungs- 
wert.    Dem  Tangententrapez  entspricht  nach  (29) 

Ay^f{x,  +  \Ax,y,  +  \fA:^Ax=^    ^^^   '^'^ 

=  0,0875  =  Nt^ 

Bilden  wir  —  {Ng  —  N^)  =  0,0005,  so  wird  der  dem  Runge- 
«> 

sehen  Verfahren  entsprechende  Näherungswert 
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^y=,NT+^(Ns  —  NT)  =  0,0876  +  0,0005  =  0,088 

und  das  neue  Wertpaar  wird 

X,  =  1,2,    yi  ==  0,288. 

ffit  diesen  Werten  rechnen  wir  in  der  gleichen  Weise  von 
neuem : 

^xy  = -^^^-0.2  =  0,0965 

^sy  =  2-^^0,2  =  0.1136 


0,336 
1.3 


i^T  =  2H^  =  0,1030 


l.(N3-NT)=0,mi 

J  y  =  0,1037 
Xj  =  1,4.   y,  =  0,392 

^iy=^^Xr^0.2  =  0.112 
2. 0,504 


^*y=— t;6 

2.0.518 


0,2  =  0.126 

4,y  =  ^^-f^-0,2  =  0,129 

Ns  =  0,1215 

0  448 
iVr  =  2.^^^  =  0,1190 

i-(i^3_2V^j,)  =  0,0008 

ö 

dy  =  0,1198 
x,  =  1,6,   ya  =  0,512 
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2  •  0  512 
-=^,y  =  ^-j|^0.2  =  0.128 

.           2-0,640    „„       ^,,„ 
^ty  =  —j^ 0,2  =  0,142 

2-0,664    „„       ^,,^ 
^,y  =  —jj— -0,2  =  0,146 

Ns  =  0,1366 

2-0,676    „„      ^,«^« 

^r  =  — r4= 0,2  =  0,1360 

1,7 

y(2\^s  —  2\^,)  =  0,0006 

Ay  =  0,1356 
a;«  =  1,8,    y«  =  0,647 

2-0,647       „„       „,,^ 
/^ly^ Yfi 0,2  =  0,146 

.              2  •  0,792      ^  „       „  ,  ,„ 
^,y  = 2^ 0,2  =  0,158 


^8^  = TTTi 0,2  =  0,161 


2-0,805 
2,0 

Ng  =  0,153 


2-0,719  „,,, 

Nt  = Y^ 0,161 

■^(Ns  —  NT)=0,(mi 

Ay  =  0,152 
JT»  =  2,0,    yg  =  0,799 

.              2-0,799      ^„       ^,^„ 
/liy  = 2;^ 0,2  =  0,169 

^.,  =  _2||5L.„,2_,,m 

JVTs  =  0,168 


§  33.     Knnges  Methode  zur  angenäherten  Integration. 
i,,  =  1:^.0,2  =  0,167 

—  {Ng  —  Nj,)  =  0,0003  vernachlässigt 
o 

Ay  =  0,167 
Xe  =  2,2,    ye  =  0,966. 
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Wir  haben  jetzt  außer  Xq  y^  sechs  weitere  Punkte  der  In- 
tegralkurve  gefunden.  Diese  lassen  sich  auch  durch  direkte 
Integration  finden.  Das  allgemeine  Integral  von  (34)  ist,  wie 
man  sich  leicht  überzeugt, 

y  =  Cx^  (35) 

Da  für  X  =  1,0  die  Ordinate  y  =  0,2  werden  soll,  so  muß 
für  die  durch  a;©  =  ^fiyo  =  0,2  gehende  Integralkurve 

C  =  0,2  (36) 

sein.     Also  wird  die  Gleichung  der  Integralkurve 

y  =  0,2x^  (37) 

Nach  dieser  Formel  kann  man  aber  für  alle  Werte  x  =  1,2, 
1,4,  1,6,  1,8,  2,0,  2,2  die  zugehörigen  y-Werte  genau  berechnen. 
Tabelle  4  enthält  die  genauen  Werte  mit  den  oben  genähert 
berechneten  zusammengestellt. 

Tabelle  4. 


y 

Differenz 

X 

a  genau 

b  genähert 

a— b 

1,0 

0,200 

0,200 

±0,000 

1,2 

0,288 

0,288 

±0,000 

1,4 

0,392 

0,392 

±0,000 

1,6 

0,515 

0,512 

+  0,003 

1,8 

0,644 

0,647 

—  0,003 

2,0 

0,800 

0,799 

+  0,001 

2,2 

0,964 

0,966 

—  0,002 

Die  Genauigkeit  ist  eine  vorzügliche;  die  Fehler  sind  po- 
sitiv und  negativ  von  gleicher  Größe.  Bei  der  Näherungsrechnung 
wurde  ein  Rechenschieber  von  13  cm  Länge  angewendet. 
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§  34.  Anwendnng  der  Rnngesehen  Methode  aut  die  Untersaehang 
des  Bewegimggyerlaotes  einer  Einzylinderdampfmasehine. 

Es  ist  bekannt,  daß  die  Bewegung  der  Dampfmaschine  auch 
im  Beharrungszustande  eine  ungleichförmige  ist. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  der  Dampfmaschinenwelle  ist 
periodisch  veränderlich,  und  zwar  ist  die  Periode  der  Veränder- 
lichkeit die  Umdrehungsdauer  der  Maschine. 


OS 

OS 

O.f 
0,3 

Ot 

A 

/ 

A 

y 

/" 

y 

y^ 

U,I 

'T^  ?V  %€  %8  2fi  2^ 

Fig.  104.    Ergebnis  einer  Integration  nach  Runges  Verfahren. 


y'0,0 


Fig.  105.    Getriebe  einer  Einzylinder-Darapfmaschine. 

Wenn  es  sich  nun  darum  handelt,  den  Bewegungsverlauf 
der  Maschine  zu  untersuchen,  so  handelt  es  sich  darum,  1.  die 
Veränderlichkeit  der  Winkelgeschwindigkeit  der  Welle  innerhalb 
einer  Umdrehung  in  Abhängigkeit  vom  Kurbelwinkel  darzu- 
stellen und  2.  die  Abhängigkeit  des  Kurbelwinkels  von  der  Zeit 
zu  ermitteln. 
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Sehen  wir  vom  Vorhandensein  eines  Regulators  ab,  so  ist 
die  Gestalt  der  Dampfmaschine  durch  Angabe  des  Kurbel- 
winkels d^  bestimmt. 

In  der  Figur  105  ist  das  Getriebe  einer  Einzylinder-Maschine 
gezeichnet.  AB  ist  die  Pleuelstange.  Im  Kreuzkopf  A  denken 
wir  uns  die  Gesamtmasse  M  aller  nur  hin-  und  hergehenden 
Teile  vereinigt  (Kolben,  Kolbenstange,  Kreuzkopf),  während  alle 
nur  rotierenden  Teile  (Schwungrad,  Welle,  Kurbelarm)  im  Träg- 
heitsmoment 0  zusammengefaßt  werden.  Die  Pleuelstange  voll- 
führt eine  sowohl  hin-  und  hergehende  wie  auch  drehende  Be- 
wegung und  muß  getrennt  von  den  übrigen  Teilen  behandelt 
werden. 

Zur  Aufstellung  der  Differentialgleichung  der  Bewegung  der 
Maschine  gibt  es  ein  einfaches  Verfahren,  welches  in  wenigen 
Schritten  zum  Ziele  führt,  wenn  man  sich  die  Mühe  nimmt,  einen 
Begriff  und  eine  Formel  der  analytischen  Mechanik  anzuwenden. 

Der  Begriff  ist  die  kinetische  Energie  eines  Massensystems, 
die  wir  mit  L  bezeichnen  wollen.  Für  einen  einzelnen  Massen- 
punkt m,  der  sich  mit  der  Geschwindigkeit  t;  bewegt,  ist  bekannt- 
Uch: 

L^^mi^.  (1) 

Femer  ist  die  kinetische  Energie  eines  Massensystems  die 
Summe  der  kinetischen  Energien  der  einzelnen  Massen. 

Wir  wollen  nun  das  L  für  das  gegebene  Getriebe  der  Dampf- 
maschine bestimmen. 

Zunächst  ist  für  den  Kreuzkopf  und  die  in  ihm  vereinigt 
gedachten  Massen 


=!-(§)■ 


(2) 


dx 
wo  -T7  die  momentane  Kreuzkopfgeschwindigkeit  ist. 

Femer  ist  für  die  nur  rotierenden  Teile 

d^ 
wo  CO  =  -TT  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Dampfmaschine    be- 
deutet. 
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Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  die  kinetische  Energie  der  Pleuel- 
stange zu  suchen. 

Alle  Punkte  dieser  haben  verschiedene  Geschwindigkeiten  v. 
Wir  denken  uns  die  Stange  durch  zu  ihrer  Längsachse  senkrechte 
Schnitte  in  Massenelemente  dm  zerlegt.  Die  kinetische  Energie 
eines  Elementes  ist 

dL=^^dmvi.  (4) 

Das  betrachtete  Element  habe  die  Entfernung  X  vom  Ejreuz- 
köpf;  dann  sind  seine  Koordinaten  in  bezug  auf  die  linke  Tot- 
lage kl  des  Kreuzkopfes 

Xi  =  z  +  X  cos  ß 

yi  =  XBin  ß  (5) 

Hieraus  ergibt  sich  aber 

Durch  Einsetzen  von  (6)  in  (4)  und  Integration  findet  man 

+l(f)7"-- 

In  dieser  Formel  nennen  wir 

j  dm  =Mi  die  Masse  der  Pleuelstange, 

J  Xdm  =  Sßi  das  statische  Moment  der  Pleuelstange  be- 
zogen auf  den  Kreuzkopf, 

J  X^  dm  =  01  das  Trägheitsmoment  der  Pleuelstange  eben- 
falls bezogen  auf  den  Kreuzkopf. 

Die  kinetische  Energie  des  ganzen  Getriebes  wird  nunmehr 


Y^[-dr]' 


+  YÖ(  — ).  (8) 
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Führt  man  noch  die  Beziehungen 

X  =  r  (1  — 008  »)  +  /  (1  —cos/?) 
dx  ^  d^       ,       ^  dB 

l  sin  ß  =  r  sin  B^ 

l  cos  ß  -y-  =  r  cos  ö^  —=-- 
dt  dt 

ein,  80  verwandelt  sich  L  in  einen  Ausdruck  folgender  Form: 

wo  E(b)  nur  den  Winkel  B  als  unabhängige  Variable  und  im 
übrigen  als  Konstante  die  Massen  und  Trägheitsmomente  der 
Systemteile  enthält.    Wir  nennen  E{B)  die  Getriebefunktion. 
Ausführlich  geschrieben  lautet  E(B) 

E(B)  =  Ö  +  (3f  +  ifi)i^sin«^(l  +^-^y 

\  l    cos  p  J 

r^^      ^       .     «r./,       .        r      COS  ^\    COS  ö-  ,,^, 

^  i*  \  /    cos  ß  J  cos  ß 

,    ^    r«    cos»^ 


^2       COS2/J 


wo  natürlich   noch  sin)3  =  -|-  sin  8^  einzusetzen  wäre. 

Jetzt  wenden  wir  auf  L  die  oben  in  Aussicht  gestellte  Formel 
der  anal3rti8chen  Mechanik  an,  indem  wir  L  in  Zusammenhang 
mit  den  auf  das  Getriebe  der  Dampfmaschine  wirkenden  Kräften 
bringen.  Diese  Kräfte  finden  sich  als  Resultierende  r  (T  —  W) 
des  Tangentialmomentes  r  -  T  der  Kolbenkraft  und  des  Tan- 
gentialmomentes  r  -  W  des  von  der  Dampfmaschine  zu  über- 
windenden Widerstandes,  der  als  konstant  vorausgesetzt  wird, 
während  T  eine  bekaimte  Funktion  von  B  ist.  r  (T  —  W)  findet 
sich  leicht,  wenn  das  Indikatordiagramm  der  Maschine  gegeben 
ist.  Es  wird  dann  auch  r  {T  —  W)  eine  bekannte  Funktion  von  8: 
r{T—W)  =  F(B), 

Der  Zusammenhang  zwischen  L  und  r  (T  —  W).  wird  nun 
gegeben   durch   die   Lagrangesche   Düferentialgleichung   zweiter 
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Art.    Diese  ist  der  Ausdruck  für  folgenden  ganz  allgemein  gül- 
tigen Satz: 

Wenn  L  die  kinetische  Energie  eines  Massensystems  ist, 
•dessen  Gestalt  nur  von  einer  Größe  ^  abhängt,  und  erfolgt  die 
Bewegung  des  Systems  unter  Einfluß  einer  £[raft  r  {T  —  W),  die 
ebenfalls  eine  Funktion  von  ^  sein  soll,  so  gilt  als  Differential- 
gleichung für  die  Veränderlichkeit  von  ^ 

d      8L  dL 

In  unserem  Fall  war  aber 


Hiermit  wird 


dd-  dt 

O- 


dt 


(14) 


Die  Formeln  (14)  in  (12)  eingesetzt  liefern 


d^d-  1  Idd'V 

^  (»)  -^  +  Y  ^'  (^^  (-^)   =  ^  (^)  (^^> 


dt^ 


Dies  ist  die  Bewegungsgleichung  der  Dampfmaschine. 

Wir  untersuchen  nunmehr  eine  Einzylinder-Dampfmaschine 
mit  folgenden  Daten  *8): 

Kurbelradius  r  =  0,3  m 
Pleuelstange  Z  =  1,5  m 
Gewicht  aller  rotierenden  Teile  2780  kg 
Trägheitsmoment  aller  rotierenden  Teile  0  =  485  kgm* 
Gewicht  der  hin-  und  hergehenden  Teile  165  kg 
Masse  der  hin-  und  hergehenden  Teile  M  =  17,0  kg 
Gewicht  der  Pleuelstange  65  kg 
Masse  der  Pleuelstange  M^  =  '^  7  kg 


§  34.     Anwendung  der  Kungeschen  Methode.  I55 

Trägheitsmoment  der  Pleuelstange  in  bezug  auf  den  Kreuz- 
kopf 

1      65 
«1  =  Y^dfiT  +  ^'^^  =  -^  ökgm« 

Statisches  Moment    der   Pleuelstange  in   bezug  auf  den 
Kreuzkopf 

/M»         1      65  ,  ^  ^, 

Hiermit  geht  E{d^)  über  in 

E{»)  =  485  +  2,15sin«*fl  +  0,2^^^) 

\  cos  p  j 

(cos  ^ \  cos  ^ 


cos«/? 

In  diesem  Ausdruck  können  wir  die  beiden  letzten  Glieder 
unbedenklich  fortlassen,  da  ihre  Werte  gegenüber  485  zu  klein 
sind. 

Dagegen  behalten    wir   das  zweite  Glied  bei,  ersetzen  aber 

(cos  ^  \' 
1  +  0,2 1    durch  1  +  0,4  cos  ö^,  d.  h.  wir  vernachlässigen 
cos/J  / 

gegen  1.    Der  Fehler  beträgt  nicht  mehr  als  etwa 


\  cos  p  / 


0,08  gegenüber  485. 

Wir  erhalten  also  (für  E(^)  endgültig 

E(^)  =  485  +  2,15  sin«  ^  (1  +  0,4  cos  ^)  (17) 

Hieraus  ergibt  sich  dann  die  weitere  in  Gleichung  (15)  auf- 
tretende Größe 

y  ^'  (^)  ==  1,07  {  sin  2  »  +  0,4  (sin  2  »  cos  ^  —  sin«  ») }  (18) 

Die  Berechnung  dieser  beiden  Fimktionen  von  ^  ist  für  36 
Kurbelstellungen  auf  3  Dezimalen  in  den  nachfolgenden  Tabellen 
5  und  6  wiedergegeben.  Die  Tabelle  setzt  sich  in  leicht  er- 
kennbarer Weise  über  ^  =  180*»  bis  ^  =  360®  fort. 
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Tabelle  5. 

E  (»)  =  485  [l  +  0,00445  sin« 

^(1+0,4^ 

B08  »)] 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

0 

& 

8in^ 

sin«  ^; 

OOS^ 

0,4  0O8  & 

1  + 
0,4  C06  ^. 

8in«^X 

(1  + 
0,4  cos  ^) 

0,00446 
X  [7] 

Ei») 

0 

0,000 

0,000 

+  1,000 

+  0,400 

+  1,400 

0,000 

0,00000 

485 

10 

0,174 

0,030 

+  0,985 

0,394 

1,394 

+  0,042 

0,00019 

485 

20 

0,342 

0,117 

+  0,940 

0,376 

1,376 

0,160 

0.00071 

485 

30 

0,500 

0,250 

+  0,866 

0,346 

1,346 

0,336 

0,00149 

486 

40 

0,643 

0,415 

+  0,766 

0,306 

1,306 

0,640 

0,00240 

486 

60 

0,766 

0,587 

+  0,643 

0,258 

1,258 

0,737 

0,00328 

486 

60 

0,866 

0,750 

+  0,500 

0,200 

1,200 

0,900 

0,00400 

487 

70 

0,940 

0,885 

+  0,342 

0,137 

1,137 

0,005 

0,00449 

487 

80 

0,985 

0,970 

+  0,174 

+  0,070 

1,070 

1,040 

0,00465 

487 

90 

1,000 

1,000 

0,000 

0,000 

1,000 

1,000 

0,00445 

487 

100 

0,985 

0,970 

—  0,174 

—  0,070 

0,930 

0,901 

0,00401 

487 

110 

0,940 

0,885 

—  0,342 

0.137 

0,863 

0,763 

0,00341 

487 

120 

0,866 

0,750 

—  0,500 

0,200 

0,800 

0,600 

0,00267 

486 

130 

0,766 

0,587 

—  0,643 

0,258 

0,742 

0,436 

0,00193 

486 

140 

0,643 

0,415 

—  0,766 

0,306 

0,694 

0,288 

0,00128 

486 

150 

0,500 

0,250 

—  0,866 

0,346 

0,654 

0,164 

0,00073 

485 

160 

0,342 

0,117 

—  0,940 

0,376 

0,624 

0,037 

0,00032 

486 

170 

0,174 

0,030 

—  0,985 

0,394 

0,606 

0,018 

0,00008 

486 

180 

0,000 

0,000 

—  1,000 

—  0,400 

+  0,600 

0,000 

0,00000 

486 

Zur    besseren  Übersicht    gibt   Fig.  106  die   Funktion  E{^) 
graphisch  wieder: 


^S£^ 


¥80 


SO  780  270 

Fig.  106.    Die  Getriebefunktion  E  (^). 


360 


—  E'{^)  ist  in  Fig.  107  graphisch  dargestellt: 

Die  zur  Berechnung  des  Tangentiaikraftmoments  Fi^)  = 
r{^  —  yf)  erforderlichen  Daten  gibt  Tabelle  7,  von  der  gleichfalls 
eine  graphische  Darstellung  beigefügt  wird. 
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1 


TabeUe  6.    yJS^'C^)  =  1,07  {sin  2  ^  +  0,4  (sin  2  ^  oos  ^  —  sin»  ^)} 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

» 

8in2^ 

sin  2^ 
X  cos» 

sin»^ 

[3-4] 

0,4  X 

[»-4] 

[2  +  6] 

1.07  [7] 

0 

0,0 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 

10 

4-  0,342 

+  0,336 

+  0,005 

+  0,331 

+  0,132 

+  0,474 

+  0,506 

20 

0,643 

0,605 

0,040 

+  0,565 

+  0,226 

+  0,869 

+  0,927 

90 

0,866 

0,749 

0,125 

+  0,624 

+  0,260 

+  1.116 

+  1,190 

40 

0,985 

0,753 

0,267 

+  0,486 

+  0,194 

+  1,179 

+  1,259 

50 

0,985 

0,633 

0,449 

+  0,184 

+  0,074 

+  1,059 

+  7,130 

60 

0,866 

0,433 

0,649 

+  0.216 

+  0,086 

+  0,780 

+  0,832 

70 

0,643 

0,220 

0,831 

—  0,611 

—  0,244 

+  0,399 

+  0,426 

80 

0,342 

0,059 

0,954 

—  0,895 

—  0,358 

+  0,016 

+  0,017 

90 

0,000 

0,000 

1,000 

—  1,000 

—  0,400 

—  0,400 

—  0,428 

100 

—  0,342 

+  0,059 

0,954 

—  0,895 

—  0,358 

—  0,700 

—  0,749 

110 

—  0,643 

0,220 

0,831 

—  0,611 

—  0,244 

—  0,887 

—  0,946 

120 

—  0,866 

0,433 

0,649 

—  0,216 

—  0,086 

—  0,952 

— 1,019 

130 

—  0,985 

0,633 

0,449 

+  0,184 

+  0,074 

—  0,911 

—  0,977 

140 

—  0,985 

0,753 

0,267 

+  0,486 

+  0,194 

—  0,791 

—  0,843 

150 

—  0,866 

0,749 

0,125 

+  0,624 

+  0,250 

—  0,616 

—  0,657 

160 

—  0,643 

0,605 

0,040 

+  0,565 

+  0,226 

—  0,417 

—  0,445 

170 

—  0,342 

0,330 

0,005 

+  0,331 

+  0,132 

—  0,210 

—  0,224 

180 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 

o 


-i  i 

1    I 

o  ^   c^ 


tu 


i    ^     ^    Z     ^    ^     ^ 
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Tabelle  7. 

Dampf -Tangentialkraft  T,  Effektive  Tangentialkraft  T  —  W,  Tangential- 
kraftmoment F  (»9)  =  r  (r  —  Tf ),  W  =  1056  kg.,  r  =  0,3  m. 


Nr. 

» 

T 

r{T-W) 

Nr. 

» 

T 

r(T—W) 

0 

0 

0 

—  316 

18 

180 

0 

—  325 

1 

10 

610 

—  142 

19 

190 

400 

—  205 

2 

20 

1180 

4-  29 

20 

200 

800 

—  85 

3 

30 

1810 

+  218 

21 

210 

1210 

4-  38 

4 

40 

2300 

4-365 

22 

220 

1620 

+  161 

Max 

48 

2600 

4-455 

23 

230 

2040 

+  287 

5 

50 

2530 

+  434 

Max 

235 

2220 

+  341 

6 

60 

2170 

4-326 

24 

240 

2040 

+  287 

7 

70 

1830 

4-224 

25 

250 

1780 

+  209 

8 

80 

1520 

4-131 

26 

260 

1570 

+  146 

9 

90 

1270 

4-  56 

27 

270 

1390 

+  92 

10 

100 

1070 

—  4 

28 

280 

1220 

+  41 

U 

110 

860 

—  67 

29 

290 

1060 

—   7 

12 

120 

710 

—  112 

30 

300 

900 

—  55 

13 

130 

570 

—  166 

31 

310 

750 

—  100 

14 

140 

440 

—  193 

32 

320 

600 

—  145 

15 

150 

320 

—  229 

33 

330 

460 

—  187 

16 

160 

200 

—  265 

34 

340 

290 

—  248 

17 

170 

100 

—  295 

35 

350 

150 

—  280 

18 

180 

0 

—  325 

36 

360 

0 

—  325 

r(^)'r(T'W} 
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Fig.  108.    Tangentialdruokdiagramm  der  Einzylinderdampf masohine. 
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Zur  Anwendung  des  Bungesohen  Verfahrens  auf  die  Glei- 
chung (15) 


setzen  wir 


d«* 


dt   ~^'  dt* 


dco 
IT 


wodurch  an  Stelle  der  einen  Gleichung  (19)  die  beiden  Gleichungen 
(20)  treten. 

d(o  _   2 ■y(»)— ■£'(»)«)* 

dt   ~  2E(B^) 


d» 
dt 


(20) 


=  (O 


Hier  dividieren  wir  die  erste  Gleichung  durch  die  zweite 
und  bilden  den  reziproken  Wert  der  zweiten,  wodurch  sich  findet : 

d(o  _    2F(9^)  —  E'{^)(o^ 

(21) 


2(oE{^) 

dt 

1 

d* 

(O 

Wir  haben  also  ein  System  von  zwei  simultanen  *^^)  Differential  • 
gleichungen  erster  Ordnung,  auf  die  Bunge  sein  Verfahren  be- 
s<Hiders  zugeschnitten  hat.     Bei  Bunge  lauten  die  Gleichungen : 


-^  =  /(a:,y,^) 

dz 


(21) 


Aus  diesen  Gleichungen  werden  die  Näherungen  Ajiy  und 
Jf  z  nach  dem  Tangententrapez  gebildet  wie  folgt: 


AtV  =  /(a;+ Yzda:,y +  — /zda;,z  + ygr /da;jzj; 


\tz=-9\x+-^ 


2  Ax,y  +  Yf^^>^  + 


Y^^^) 


Ax 


(22) 


Unsere  zur  (21)  analogen  Gleichungen  werden  einfacher,  da 
/(^,  CO,  t)  die  Variabele  t  nicht  enthält  und  da  in  g{d^,  cOy  t)  sogar 
^  und  t  fehlen.     Wir  erhalten  also: 


lÖO  ^^^6  Differentialgleichunp^en  zweiter  Ordnung. 


=  fU  +  l.A»,    co  +  ^fA»\AS^ 


eo  +  y/^^ 


A^ 


Nt 


(23) 


Des  weiteren  bilden  wir  die  Näherungen  Agco  und  Ag  i  nach 
dem  Sehnentrapez  durch  folgende  Wertreihen 

AiCD  =  /  J»,  ^2  ö>  =  /  (ö-  +  A^,  (o  +  Aico) 

A^(o  =  /(»  +  A  »,(o  +  A^(o) 
A^oj  +  A^o) 


As(Jt)  =  ■ 


2 


■        A^t=: 


to  +  Jj  ft)'   "*'      (o  +  A 
A^t  +  A^ 


^5     (24) 


bis  auf  die  dritten  Potenzen  von  Jö-. 

Und  schUeßlich  findet  man  die  genauen  Näherungen  Ajfio 
und  Ajft  durch  Kombination  der  in  (23)  und  (24)  ermittelten 
Werte  nach  den  Formeln: 


AyCD  =^  A^a)  +  —(AsO)  —  Ajico) 

ö 

Ayt=  Ajit  -^ i^S^ Ajit) 

ö 


(26) 


Die  praktiBche  Durchführung  des  Verfahrens  macht  erst  die 
Aufstellung  von  Tabellen  für 

F  U  +  ^A^\      eU  +  ^A^\  \md  E'(»  +  ^A»\ 

erforderlich,  die  leicht  durch  Abgreifen  aus  den  Schaubildem 
für 

F(^)y  E(^)  und  E'{») 

gewonnen  werden  können. 

Zur  Rechnung  legt  man  sich  eine  Tabelle  an,  die  für  die 
ersten  4  Schnitte  im  folgenden  mitgeteilt  ist: 
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Tabelle  8. 
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^,.— ->, 

,,..— ^ 

,,,.— ^ 

Ob 

<3b 

Ob 

Ob 

-^ 

.    <=fc 

-^ 

<5^ 

^ 

-^ 

^ 
©« 

^  + 

^      + 

E'a 

Ssi^l^ 

Jcj 

w 

Jt 

cfe 

1 

«to 

«b 

Ob 

0 

—  633 

970 

0,000 

6,4300 

132 

5 

-455 

970 

+  0,520 

—  0,0132 

0,0271 

10 

—  267 

970 

+  1.012 

6,4168 

1 

44 

15 

-    97 

970 

+  1,460 

—  0,0044 

0,0272 

20  1 

r  ''1 

971 

+  1,854 

6,4122 

48 

25 

1  +267 

971 

+  2,160 

+  0,0048 

0,0272 

90 

1  +  453 

971 

+  2,380 

6,4270 
135 

35 

+  583 

971 

+  2,500 

+  0,0135 

0,0271 

40 

+  730 

972 

+  2,518 

6,4305 

27t 

Der  einzelne  Schritt  der  Integration  ist  10^  =  zd  ö^  =  -— -  = 

360 

0,175  gewählt  werden. 

Zur  Einleitimg  der  Rechnung  nimmt  man  cd  nahe  der  mitt- 
leren Winkelgeschwindigkeit  o),^  der  Maschine,  die  durch  die 
Konstruktion  festgelegt  ist. 

Hier  sei  (o^  =  6,430. 

Für  jeden  Rechnungsschritt  gelten  die  Formeln: 


^i(o  = ^   ^  ^  .A   A^ 


A,i 


(ü'2E{^) 
A^ 


(O 


Eulersche  Näherung 


At(0  = 


2J 


Tangenten- 
.    Trapez- 
Näherung 


ATt  = 


Ad- 


ö>  +  yZlcO 


Hort,   Differentialgleichungen. 
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2  -F  (»  +  J  »)  —  I?'  (»  +  J  a-)  (oj  +  J ttt))« 

2F{^  +  A^)'  —  E'(b  +  A»){(o  +  At<o)* 
{(o  +  A^<o)-2E{»  +  A9^) 


As(o  =  Y^'^i'^  +  '^»^) 


J,«  = 


^* 


ß>  +  Aico 
1 


,  A,t  = 


d* 


O)  +  JjO) 


^a<  =  -2-(^i<  +  ^,<) 


I 

I 

I  s. 
I 

I 
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Fig.  109.    Winkelgeschwindigkeit  der  Einzylinderdampfmaschine. 


1  ^ 

tJ 

Ayi  =  A>pt  +  —(Aßt  —  ATt) 
Der  erste  Schritt  liefert: 


A,oD  = ???_. 0,175 

^  970-6,43     ' 


Simpsonsche   Näherung 
nach  Runge 


-0,0176 


^^"-       9^6.43'    -0,175  =  -0,0133 
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_267  — 42      ^,^,  ^^^^ 

A^a)^A^cü  =       97^.6,43 ^'^^^  =  —0,0086 

As(o  =  —0,0131;  Ayo)  =  —0,0132 

Die  für  die  einzelnen  Schritte  berechneten  Aj^cü  und  co  sind  in 
der  Tabelle  8  eingetragen. 

Das  Ergebnis  der  gesamten  Integration  ist  In  Fig.  109  graphisch 
verzeichnet. 

Es  erübrigt  jetzt  nur  noch,  die  mittlere  Höhe  dieser  Kurve 
zu  ermittehi  und  die  so  gewonnene  Linie  AA  mit  der  mittleren 
Winkelgeschwindigkeit  a>^  =  6,430  zusammenfallen  zu  lassen. 

Streng  genommen  müßte  man  jetzt  die  ganze  Rechnung 
mit  dem  genannten  Wert.ö>o  =  6,40  wiederholen.  Bei  der  Gering- 
fügigkeit der  Differenz  cd^  — w^  =  0,03  beträgt  der  Fehler, 
den  wir  mit  der  Beibehaltung  der  gefundenen  Kurven  begehen, 
nur  etwa  %  v.  H.  Jedenfalls  können  wir  (bis  auf  diesen  Fehler) 
die  größte  Winkelgeschwindigkeit  der  Maschine  mit 

ft>max  =  0,477 
und  die  kleinste  mit 

o>min  =  Ö>382 
bestimmen. 


%  36.  Meehanisehe  Integration  linearer  Diiferentialgleichangen. 

Die  linearen  Differentialgleichungen  erster  und  zweiter  Ord- 
nung mit  konstanten  Koeffizienten  imd  Störungsfunktion  lassen 
sich  mechanisch  integrieren. 

I.  Betrachten   wir  zunächst    etwa  die  Gleichung   (2)  §  21 

L    dj  E 


ff     Ä     '  W 

L  E 

80  hat  man  mit  -^  =  a  und  -==r  =  /  (t)  die  Form  der  Gleichung 
W  W 

mit  Stönmgsf unktion 

a-^  +  J  =  /W  (2) 

Diese  Gleichung  wird  nach  folgendem  Prinzip  mechanisch 
integriert: 

11* 
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Eine  scharfkantige  Rolle  R  (Fig.  1 10)  ist  so  mit  einem  Fahrstift  F 
verbunden,  daß  1.  die  Rollenebene  stets  durch  JF"  geht  und  2.  der  in 
Richtung  der  Abcissenaxe  gemessene  Abstand  von  J^  und  dem 
Berührungspunkt  A  der  Rolle  =  a  ist,  während  F  die  im  Koordi- 
natensystem J,  t  gezeichnete  Kurve  /  (t)  durchläuft.  Wie  sich 
aus  der  Figur  ergibt,  durchläuft  A  dann  eine  Kurve,  für  deren 
Ordinaten  J  die  Beziehung  gilt: 


f{t)—J 


f{t)=J  +  a 


dj 

dt   ' 
dJ 


dl 


Dies  ist  aber  omsere  gegebene  Differentialgleichung. 


Fig.  110.   Mechanisohe  Integration  einer  linearen  Differentialgleichung 

erster  Ordnung. 


Um  im  übrigen  den  Verlauf  von  J  zu  dem  von  /  {t)  in  die 
richtige  zeitliche  Beziehung  zu  setzen,  muß  die  J-Kurve  parallel 
mit  sich  um  die  Strecke  a  in  der  Richtung  der  positiven  l  ver- 
schoben werden**). 

Die  Ausführung  des  Verfahrens  besorgt  ein  integraphen- 
ähnliches  Instrument  (Fig.  111): 

Auf  den  Wangen  eines  parallel  zur  ^Achse  verschieblichen 
Lauf -Rahmens  LL  bewegen  sich  zwei  Wagen  W  und  TTj,  die 
den  Punkt  F  bzw.  die  Rolle  R  tragen.  Die  gewünschte  Führung 
von  R  wird  bewirkt  durch  das  Lineal  p,  welches,  in  der  Führung  s 
gleitend,  den  um  die  vertikale  Achse  A  A  drehbsuren  Rollenrahmen 
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r  r  in  der  verlangten  Richtung  erhält.  Die  Kurve  /  (t)  wird  von 
dem  Fahrstift  F'  durchlaufen,  die  Kurve  J  durch  die  Schreib- 
feder S'  beschrieben,  die  ihre  zur  Rollenebene  parallele  Führung 
durch  das  Parallelogramm  rrr'  r'  erhält. 


Fig.  111.   Mechanischer  Integrator  für  lineare  Differentialgleichungen 
mit  konstanten  Koeffizienten. 


n.  Um  zur  Integration  der  nicht  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung  mit  konstanten  Koeffizienten 
zu  gelangen,  üben  wir  das  beschriebene  Verfahren  nochmals  auf 
die  Kurve  J  (Fig.  110)  aus,  aber  mit  einer  anderen  Instrument- 
konstanten a.  Diese  sei  jetzt  6.  Es  resultiert  eine  neue  Kurve, 
deren  Ordinaten  z  seien  und  welche  die  Differentialgleichung  hat 

2  +  6-^  =  7  (3) 


dt 
Dififerentiert  man  diese  Formel: 

dz        .  <Pz  _ 
dt  ^     dt^   ~ 


dj 

IT 


(4) 
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und  setzt  (3)  und  (4)  in  (2)  ein,  so  kommt: 

oder  anders  geordnet: 

a6^  +  (a  +  6)il  +  z  =  /(0  (6> 

Man  sieht,  die  Kurve  z  genügt  einer  linearen  Difierential- 
gleichung  zweiter  Ordnung  mit  konstanten  Koeffizienten  und 
Störungsfunktion. 

Ist  andererseits  eine  solche  DifiPerentialgleiohung  etwa  in  der 
Form 

d^z        ^  dz 

'»^  +  ^7r  +  ^^  =  /<')  <^> 

gegeben,  so  hat  man  zunächst  die  quadratische  Gleichung: 

/i«  +  -^/x  +  — =  0  (8) 

zu  lösen,  deren  Wurzeln  fii  und  /ll^  seien.  Dann  führt  man  das  oben 
beschriebene  Verfahren  zunächst  mit  der  Instrumentkonstante 

a  =  —  an  der  Kurve  /  (t)  aus,   welchen   Plrozeß  man  mit  der 

1 
Instrumentkonstante    b  = —  an   der   so    erhaltenen  Zwischen- 

kurve  wiederholt. 

Zu  bemerken  ist  hierbei,  daß  das  Verfahren  nur  bei  reellen  fi^ 
und  1LI2  ausführbar  ist,  also  im  wesentlichen  nur  bei  aperiodisch 
gedämpften  Schwingungsvorgängen. 

III.  Zur  mechanischen  Integration  der  homogenen  Differen- 
tialgleichung mit  nicht  konstanten  Koeffizienten 

d^u        ^  du        ^ 

hat  Lord  Kelvin  das  Prinzip  eines  Apparates  angegeben'^). 
Zunächst  multipliziert  man  (9)  mit: 

{pdx 

e 
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und  kann  dann  statt  (9)  schreiben: 

Führt  man  hier  eine  neue  unabhängige  Variabele  z  ein  durch 
die  Substitution: 


dz^Qe-' 


Pdx 

dx  (11) 


80  gebt  (10)  über  in: 


Hier  ist  C^  *■'  *  ©üi©  Funktion  von  x  und  vermöge  (11) 
auch  von  z.     Als  solche  bezeichnen  wir  sie  mit  -jj : 

-Jj-Q^  '  (13) 

wonach  wir  einfach  erhalten: 

An  diese  Gleichung  knüpft  Lord  Kelvin  an  und  konstruiert 
einen  Integrator  nach  folgendem  Prinzip  (Fig.  112).  Auf  zwei 
gleichen  Scheiben  S^  und  S^j  die  sich  um  vertikale  Achsen  drehen 
können,  rollen  längs  einem  Durchmesser  r=  a^a^  bzw.  Oj  a^  je 
eine  Kugel  Ki  bzw.  JTg.  Die  Durohmesser  a^  a^  und  a,  a^  sind 
parallel. 

Zu  den  Durchmessern  parallel  ist  über  jeder  Scheibe,  diese 
nicht  berührend,  ein  Zylinder  C^  bzw.  C,  angeordnet,  der  mit 
der  zugehörigen  Kugel  K^  bzw.  iCg  ^^  Kontakt  steht. 

Die  Kugeln  sind  in  Käfige  eingeschlossen,  durch  deren  Be- 
wegung sie  längs  der  Durchmesser  verschoben  werden  können. 
Die  Kugeln  stützen  sich  gegen  die  Käfige  durch  kleine  Rollen 
ab,  die  möglichst  reibungslos  laufen. 

Es  ist  ersichtlich,  daß  etwaige  Drehungen  der  Scheiben 
sich  vermöge  der  Kugeln  auf  die  Zylinder  übertragen,  nach  Maß- 
gabe des  Abstandes  der  Kugeln  von  den  Scheibenmittelpunkten. 
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Die  Übertragung  wird  vermittelt  durch  die  Reibung  zwischen 
den  Kugehi  und  Scheiben  bzw.  Zylindern. 

Jetzt  verbindet  man  den  KAfig  der  Kugel  Ki  mit  der  Achse 
des  Zylinders  Cg  durch  eine  Schnurübertragung  so,  daß  die  Ver- 
schiebung der  Kugel  Ki  der  Verschiebung  eines  Punktes  des 
Zylinderumfangs  gleich  sein  muß.  Dieselbe  Verbindung  führt 
man  aus  zwischen  der  Kugel  iCj  ^^'^  ^^^  Zylinder  C^. 


f       Jff 


Fig.  112.  Lord  Kelvins  Integrator  für  lineare  Differentialgleichungen. 

Dreht  man  jetzt  die  Scheibe  S^  proportional  d  z,  die  Scheibe 
iSfj  proportional  IJ dz,  so  wird  die  Verschiebung  u  der  Kugel  K^ 
aus  ihrer  Mittellage  in  Abhängigkeit  von  z  der  Differentialgleichung 


(15) 


d  ^\    du\_ 
~d^\lJ~d^\  ""* 
genügen. 

Beweis :  Es  seien  in  einem  beliebigen  Augenblicke  u^  bzw.  u^ 
die  Abweichnungen  der  beiden  Kugeln  von  ihrer  Mittellage.  Dreht 
man  jetzt  die  Scheibe  S^  proportional  d  2,  so  durchläuft  jeder 
Punkt  des  Zylinders  C^  den  Bogen  u^  d  z.    Analog  durchläuft  C,, 
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wenn  die  Achse  von  S^  um  U  dz  gedreht  wird,  den  Bogen  u^ü  dz. 
Durch  die  Schnurverbindungen  werden  aber  dauernd  die  Be- 
ziehungen aufrecht  erhalten: 

Uy^dz  =  du2    und    u^U  dz  =  du^  (16) 

Eliminiert  man  hier  u^,  so  kommt: 

d  [  l   duA  .,_. 

d.  h.  die  mechanisch  zu  integrierende  Differentialgleichung. 

Es  bleibt  nur  noch  übrig,  die  Bewegung  Uy^  der  Kugel  K^ 
in  Abhängigkeit  von  z  automatisch  aufzuzeichnen,  worüber 
wir  uns  hier  nicht  verbreiten  wollen. 

Bemerkenswert  ist,  daß  man  die  mechanische  Lösimg  der 
Differentialgleichimg  (15)  den  Anfangsbedingungen  anpassen 
kann.  Seien  «j  und  u^  die  für  2  =  Zq  eingestellten  Kugelabstände, 
80  hat  man  für  z  =  z^: 

u  =  u.    und  -r—  =  Un  U, 
dz 

d.  h.  durch  die  Auswahl  von  Ui  und  u^  kann  man  die  Lösung  den 

du 
f ür  2  =  Zq  gegebenen  Werten  Uq  und 


anpassen. 

0 


dz 
Alle  vorstehend  geschilderten  Operationen  von  der  Trans- 
formation der  Gleichung  (9)  an  bis  zur  Operation  mit  dem  Kel  vin- 
schen  Integrator  lassen  sich  zumindest  graphisch  durchführen. 
£r  ergibt  sich  also  die  Möglichkeit,  der  Differentialgleichung  (9) 
auf  mechanischem  Wege  beizukommen,  während  ihre  analytische 
Integration  auf  elementarem  Wege  gar  nicht  möglich  ist.  Nur 
durch  die  Hilfsmittel  der  Funktionentheorie  kann  man  sich  im 
allgemeinen  Falle  einen  Überblick  über  die  Eigenschaften  ihres 
Integrals  verschaffen. 

§  36.    Die  Pendelgleiehung.    Elliptische  Funktionen. 

Die  Bewegung  des  matheinatischen  Pendels,  d.  h.  eines 
schweren  Punktes,  der  mittels  eines  starren,  masselos  gedachten 
Stabes  aufgehängt  ist,  in  einer  Vertikalebene,  ist  wichtig  als  Grund- 
lage der  Betrachtung  komplizierterer  Schwingungsvorgänge  und 
zur  Einführung  in  die  Lehre  von  den  elliptischen  Funktionen, 
die  eine  weitgehende  naturwissenschaftliche  Bedeutung  haben. 
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I.  Zur  Bewegungsgleichung  gelangt  man  leicht  wie  folgt :  Der 
Massenpunkt  m  am  Stab  der  Länge  l  (Fig.  113)  steht  unter 
dem  Einfluß  zweier  Kräfte: 

1.  der  eigenen  Massenträgheit, 

2.  derjenigen  Komponente  der  Schwerkraft  mg,  welche  eine 
Änderung  der  durch  den  Winkel  a  gegebenen  Lage  des  Pendels 
herbeiführen  kann.  Alle  anderen  Kräfte,  wie  die  zur  Bahn  normale 
Komponente  der  Schwerkraft  und  die  Zentrifugalkraft,  kommen 
für  die  Bewegung  nicht  in  Frage,  da  ihre  Summe  durch  die  Stab- 
spannung aufgehoben  wird.     Für  die  Massenträgheit  haben  wir 

den  Ansatz :     Masse  mal  Beschleunigung  =  m  •  Z  •     ,      ;  für  die 

Tangentialkomponente  der  Schwerkraft  gilt :  m^  sin  a.  Beide 
ICräfte  werden  durch  die  Newtonsche 
Gleichung :  die  bewegende  Kraft  ist  gleich 
der  Massenträgheit,  miteinander  ver- 
bunden, wobei  noch  zu  berücksichtigen 
ist,  daß  m^  sin  a  den  Winkel  a  zu  ver- 
kleinem sucht  und  deshalb  negativ  ein- 
zuführen ist.    Wir  schreiben  also: 


Fig.  113.    Das  mathe- 
matisohe  Pendel. 


ml 


dt^ 


=  — m^sma 


(1) 


imd    nach   Division   mit   Im   und    Um- 
stellung der  rechten  Seite 


(2) 


Für  gewöhnlich  integriert  man  nicht  diese  Differential- 
gleichung, sondern  eine  andere,  die  aus  jener  folgt  durch  die 
Annahme,  daß  es  sich  um  eine  Schwingung  mit  nur  kleinen 
Ausschlägen  handele,  für  die  man  den  Sinus  mit  dem  Bogen 
vertauschen  kann,  für  die  also  gilt: 

a  =  sin  a. 

Unter  dieser  Annahme  erhält  man  die  Differentialgleichung: 


~d^ 


+  — a  =  0. 
9 


(4) 


Diese  Differentialgleichung  ist  ein  Spezialfall  der  in  §  27  be- 
handelten Schwingungsgleichung  und  hat  das  allgemeine  Integral: 
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(5) 


a  =  ^  8m|/-|-<- +  Bcosl/y  •<, 


woraus  sich  für  die  Anfangs-  und  Grenzbedingungen 

da       .  l  (6> 

d.  h.  für  eine  Sohwingung  mit  dem  größten  Ausschlag  oder  der 
Amplitude  Oq  findet:  5  =  0,  A  =  Gq 

a  =  a^Bmy-^'i.  (7) 

Aus  dieser  Gleichung  erkennt  man,  daß  der  Ausschlag  immer 
wieder  =  a  wird,  wenn  man  das  Argument  (l/ — 1  •  t  der  Sinus- 
funktion um  ganze  Vielfache  von  27r  vermehrt,  also  für: 

^^.t  +  27t,      l/-|-.«  +  47c....,       y^'t+  m27i....   (8) 
Mathematisch  drückt  man  diese  Tatsache   durch  die  Aus- 
sage aus:   die  Sinusfunktion  hat  die  Periode  2^.    Statt V — -t 

/T 

um  2jr  zu  vermehren,  kann  man  auch  t  um  T  =  2jrl/ — ver- 

^  g 

mehren,   wodurch  wir  den   Begriff  der  Schwingungsdauer  und 
den  Satz  gewinnen,  daß  die  Winkel  a  sich  nach  Verlauf  der  Zeit 


-"/i 


(9) 

g 

reproduzieren,  unabhängig  von  der  Größe  der  Amplitude  oLq. 

n.  Dieser  letzte  Satz  gilt  aber  nur  unter  der  Voraus- 
setzung kleiner  Ausschläge,  die  wir  anfangs  machten.  Wollen 
wir  auf  diese  Voraussetzung  verzichten  und  die  genaue  Be- 
w^ung  untersuchen  für  beliebige  Amphtuden  Qq,  so  müssen 
wir  auf  die  Gleichung 

^^"  +— sina  =  0.  (10) 


dt^         g 
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zurückgreifen.     Um  diese  Differentialgleichung  zu  lösen,  multi- 
plizieren wir  zunächst  mit 

da 


^  dt 


und  finden 

A 
dt 


(daY       2g    da    .  .  ...^ 

Hieraus  ergibt  sich  nach  Division  mit  dt 

Die    Integrationskonstante    C    bestimmen    wir    durch    die 
Festsetzung,  daß  die  AmpUtude  gleich  Oq  sei,  daß  also  für 

da 

sein  soll,  d.  h.  es  muß  sein  : 


C=  —  ^cosa^  (13) 


Hieraus  findet  sich 


-TT-  =  y  —j-  •  ycos  a  —  cos  Oq.  (14) 


oder  nach  Trennung  der  Variabebi: 


^f       Vj  ,         '^°  (15) 

r   2fir      ycosa  —  cosOq 


Hier  können  wir  sofort  integrieren 
t 


'  ^9  J     ycosa  —  cos  Qq 
und  wenn  wir  das  Integral  von  0  bis  a  nehmen,  so  haben  wir  der 
weiteren  Bedingung 

^  =  0,        a  =  0 
genügt: 


t 


f  ^9  J     ycos  a  —  cos  Oq 
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Elliptischc 

Funktionen 

In  dieser  Formel  ersetzt 

man 

jetzt 

oos  a  durch 

1- 

2  sin« 

a 
"2 

und 

cos  Oq      „ 

1- 

-2  sin« 

«0 

wod 

iirch  sich  findet: 
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(18) 


(lÖ) 
0      T/sin» -^  — sin« -|- 

Setzt  man  hier  ein: 


i  =  sin-^ 


a 

8m- 


=  isin*,co8-|-  =  y  1  —  sin«  -|-  =  yi— *«  sin«  ^ 

und,  aus  der  letzteren  Formel  durch  Differentiation  folgend, 

«1    cosB-   ^^  2ifccosÖ-dB- 

da  =  2ifc dÖ-  = 


.«a  "  Vi— ifc«sin«ö- 

cos-  r 


(20) 


so  resultiert: 

t 


"  r^  fl^  J    yi  — A;2sin«B-   '  ^^^^ 

0 

Denkt  man  sich  das  Integral  ausgeführt  und 

a 
smy 

B-  =  aresin (22) 

eingesetzt,  so  hat  man  offenbar  die  Zeit  t  als  Funktion  des  Aus- 
schlagwinkels a  gefunden  und  kann  umgekehrt  durch  Auflösung 
nach  a  den  Ausschlagwinkel  als  Funktion  der  Zeit  finden. 
Nun  ist  weder  das  Integral 


h 


|1  — Ä;2  8in2ö- 
u 
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durch    die     bekannten    elementaren    Funktionen    ausdrückbar, 
noch  viel  weniger  kann  man  die  Gleichung 


-Vir  "*  (24) 

r  g  J  ^i  —  k^siut^ 


t 

r  g 

ö 


nach  d*  auflösen. 

Man  hat  deshalb  für  das  Integral  ein  besonderes  Funktions- 
zeichen eingeführt: 

=  F(k,»)  (25) 


/ 


0 

und  man  nennt  diese  neue  Funktion  F{k,  ^)  elliptisches 
Integral  erster  Gattung  des  Argumentes  d-  und  des 
Moduls  k. 

Des  weiteren  hat  man  die  Werte  dieses  Integrals,  die  offen- 
bar von  der  Größe  k  und  dem  Winkel  d-  abhängen,  berechnet  und 
in  Tafeln  zusammengetragen.  Diese  Tafeln  haben  zwei  Eingänge : 
einen  für  den  Winkel  ö^  und  einen  zweiten  für  den  Modul  k. 
Für  gewöhnlich  geht  man  nicht  direkt  von  den  Werten  des  Moduls 
k  aus,  sondern  man  erinnert  sich,  daß 

Ä;  =  8in-^  (26) 

ist.  Man  läßt  aiso  das  Argument  des  zweiten  Eingangs  ebenfalls 
nach  Winkelintervallen  fortschreiten. 

Solche  Tafeln  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattimg  ent- 
hält z.B.  das  Werk:  Jahnke  &  Emde,  Funktionentafeln, 
Teubner,  1908. 

Unter  Benutzung  dieser  Tafeln  gestaltet  sich  die  genauere 
Untersuchung  eines  Pendelvorganges  wie  folgt. 

Es  handelt  sich  darum,  für  jeden  Zeitpunkt  t  die  Lage  des 
Pendelpunktes  m  anzugeben. 

Die  größte  Ausweichung  Oq  sei  =  30®,  die  Pendellänge  so 
gewählt,  daß 


1 

r  9 

ist. 


y?= 
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Zunächst  liefern  die  Gleichungen  (24)   und   (25)  einen  Zu- 
sammenhang zwischen  der  gesuchten  Zeit  t  und  dem  Winkel  d* : 

t  =  F{k,»).  (26) 

Der  Modul  k  ist  hier  gleich  sin  — ^  =  sin  15°,  der  Winkel  ö-  aber 
hangt  mit  dem  Ausschlagwinkel  a  durch  die  Gleichimg  zusammen : 


-8-  =  arcsin 


.    a 
sin- 


sin 


Oo 


(27) 


wo    sin  -—  =  0,2588    ist.    Mittels  dieser  Gleichung  findet  man 

zu  jedem  Werte  von  a  den  zugehörigen  Wert  ^  und  mittels 
dieses  Winkels  ^  findet  man  aus  der  Tafel  den  zugehörigen  Wert 
des  elliptischen  Integrals  F(ky^)  und  damit  die  Zeit  t,  die  ver- 
streicht, bis  das  Pendel  aus  seiner  Mittelstellimg  den  Ausschlag- 
winkel a  erreicht  hat. 

Wir  tragen  den  Bechnungsgang  in  einer  kleinen  Tafel  zu- 
sammen. 

Tabelle  9. 


1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

a« 

a 

^1 

sm  2  :"n  2 

arc  sin  (4) 

F  (k,  a) 

t 

2* 

1» 

0,0175 

0,0675 

4° 

0,0698 

0,07  seo 

4 

2 

0,0349 

0,1345 

70 

0,1222 

0,12 

6 

3 

0,0523 

0,2020 

11« 

0,1924 

0,19 

8 

4 

0,0698 

0,7700 

150 

0,2620 

0,26 

10 

5 

0,0872 

0,3370 

19» 

0,3320 

0,33 

12 

6 

0,1045 

0,4040 

23  • 

0,4021 

0,40 

14 

7 

0,1219 

0,4680 

27» 

0,4724 

0,47 

16 

8 

0,1392 

0,5400 

33° 

0,5780 

0,58 

18 

9 

0,1564 

0,6100 

37« 

0,6486 

0,65 

20 

10 

0,1737 

0,6700 

42«» 

0,7370 

0,74 

22 

11 

0,1908 

0,7370 

47,5'> 

0,8347 

0,83 

24 

12 

0,2079 

0,8050 

63° 

0,9326 

0,93 

26 

13 

0,2250 

0,8700 

60,5° 

1,0067 

0,07 

28 

14 

0,2419 

0,9350 

69° 

1,2193 

1,22 

30 

15 

0,2588 

1,0000 

90° 

1,5981 

1,60 

176 


Die  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 


Trägt  man  in  einem  rechtwinkligen  Koordinatensystem  die 
Werte  t  der  Kolumne  7  als  Abszissen  auf,  die  Werte  a  der  Kolumne  1 
als  Ordinaten,  so  erhält  man  den  Verlauf  der  Bewegung  während 
des  ersten  Viertels  der  Schwingungsdauer. 


O        r         2        3         ¥         5        S        7         8         9        10       n       iZ      75t 

Fig.  114.     Bewegung  deg  Pendels  -i/ =1  für  Amplituden  a^  von 

r  g 

0  bis  ;r  bei  verschiedenen  maximalen  Bahngeschwindigkeiten. 
V^  =  19,6  m/sec.    V,  =  18,9  m/sec.    V,  =  18,8  m/seo.    V,  =  8,1  m/seo. 

Die  erhaltene  Kurve  unterscheidet  sich  nicht  wesentlich 
von  derjenigen,  die  man  erhalten  hätte,  wenn  man  das  angenäherte 
Resultat  (Gleichung  7)  mit 

a  =  30«  sin  t 
graphisch  aufgetragen  hätte. 

Die  Verschiedenheit  ist  nur  daran  erkennbar,  daß  der 
vierte  Teil  der  Schwingungsdauer  im  genauen  Fall  gleich  1,60  seo, 
im  angenäherten  =  1,57  sec  ist,  entsprechend  ganzen  Schwin- 
gungsdauem  von  6,40  sec  bzw.  6,28  sec. 

Die  Unterschiede  werden  umso  merkHcher,  je  größer  die 
Amphtuden  a^  gewählt  werden.  Die  Schwingungsdauem  wachsen 
immer  mehr  imd  für  o^  =  180®  entnimmt  man  aus  der  Tafel 

bei   Jahnke    und    Emde  mit  -^  =  90»  und  S-  =  90»  (ifc  =  1) 

den  Wert  T{}c,^)  =  oo,   d.  h.   die  Viertelschwingungsdauer   ist 
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unendlich.  Das  Pendel,  welches  den  tiefsten  Punkt  seiner 
Bahn  mit  einer  solchen  Geschwindigkeit  durchläuft,  daß  der 
größte  Ausschlagwinkel  180^  betragen  würde,  erreicht  diesen  Aus- 
schlagwinkel nie  (vgl.  Fig.  115  und  Fig.  114,  Nr.  4). 

III.  Den  durch  das  elliptische  Inte- 
gral Gleichung  (25) 


gegebenen  Zusammenhang  zwischen  u  und 
^  kann  man  sich  auch  so  vorstellen,  daß 
man  d-  als  Funktion  von  u  betrachtet.  Es 
wäre  also  die  zu  u  =  F  (k,  Ö-)  inverse 
Funktion  zu  bilden.  Wie  schon  bemerkt, 
sind  die  elementaren  Funktionen  hierfür 
nicht  verwendbar,  und  wir  müssen  zu 
einem  weiteren  Fimktionszeichen  „am" 
Amplitude  lesen.    Wir  haben  also: 


Fig.  115.    Bewegung 

eines  Pendels  mit  der 

Amplitude  n. 

greifen,    welches    wir 


*  =  am  (w,  k)  =  am  W-f-,  ^)  •  (28) 

Aus   der  Definition   des  elliptischen  Integrals  u  =  F  [k,  S-) 
0  =  F(k,  0) 
0  =  am  (0,  k) 


folgt 

Es  wird  also 


JT 


Das  bis  d-  =  —  ausgedehnte  elliptische  Integral  bezeichnet 


man  mit  K 


Wir  haben  also 


und  umgekehrt: 


J  yi  — i«sin«  *  \      2  / 


71 


—  =  &m[K,k). 


Hort,   DiiferentialffleicbuDffen. 


12 
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Weiter  gilt: 


und: 


2K  =  F  (k,7i),^') 
^  =  am  (2  K,  k) 

-^  =  am  (Sir,*), 

i6 


2jr  =  am(4JK:,  ifc). 

Greifen  wir  jetzt  auf  die  Gleichungen  (20)  zurück,  laut  welchen 
gut 

a  =  2  aresin  {k  sin  ^), 

so  hat  man  sofort  mit  (28) 

a  =  2  aresin  {k  sin  am  (w,  k)]  (29) 

=  2  aresin    ifc sin  am  ( <  l/-^,  k\   .  ^^^^ 

In  dieser  Formel  betrachtet  man  „sin  am"  als  neues  einheit- 
liches Funktionszeichen  und  liest  sin  am  u  mit  Sinusampli- 
tude u. 

Mit  der  Funktion  Sinusamplitude  haben  wir  die  eigent- 
lichen elliptischen  Funktionen  eingeführt,  wie  sie  zuerst 
von  Legendre  betrachtet  wurden. 

Für  unsere  Zwecke  merken  wir  zunächst  an,  daß  man  die 
Funktion  „sin  am  i^"  als  Reihe  darstellen  kann,  wie  folgt: 

l+*2      ,,     1  +  14^2  +  ^:4 
smamw  =  u u^  -\ — u^ 1-    ) . ..  (31) 

D  l^U 

Hiermit  geht  unsere  zweite  Fomel  (30)  für  den  Pendel- 
ausschlag a  über  in: 

+  ^i^^^('/f)'  — •■•)) 
Betrachtet  man  jetzt  nur  kleine  Ausschläge,  so  kann  man 
in  der  Reihenentwicklung  die  Potenzen  von  k  vernachlässigen, 
und  die  Reihe  geht  über  in: 


'/f-rlT('l^)VTi:.W-('/f)'-+' 


V 
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d.h.  in: 

Entwickelt  man  jetzt  in 

a  =  2  aresin  I  sin -^  sin  ^V—l 
die  Funktion  arcsin  in  eine  Reihe,  so  folgt : 


a  =  2 


.'^f'^'i/f+-Hl^(-^'/D'+-- 


38\ 


d.  h.  mit  Vernachlässigung  der  höheren  Glieder  und  mit  der  Be- 

OLq 

merkung,  daß  man  für  kleine  Winkel  —den  Sinus  mit  dem  Bogen 
vertauschen  kann: 


OoSinil/y. 


somit  der  Nachweis  geführt  ist,  daß  das  angenäherte  Resultat  (7) 
aus  dem  genauen  Resultat  (30)  durch  die  Substitution 

'sin  —  =  —  =  kleine  Größe 
2         2 

abgeleitet  werden  kann. 

^^  TT 

IV.  Für  endliche  Winkel  Oo  < —  gestaltet  sich  der  Verlauf  der 
Bewegung 

f    ao         /  /y  \] 

a  =  2arcsinjsin  —  sinam  l^y-z-,  ifcU 

wie  folgt: 

<  =  0,     am  (0,  k)  =  0,     sinam  (0,  i)  =  0,     a  =  0 


rr  n 

<  =  Jfy  — ,    am(ir,i)  =  — ,     sinam(Z,  i)  =  1,     0  =  0^ 
<=2JS:y  — ,     am(2Ä',ifc)  =  JT,     sin  am  (2  ^,  ifc)  =  0,     a  =  0 


,  am(3  Jr,i)  =  -^,  sinam  (3  Z,*)  = — l,a  =  — Oq 

12* 


180  Die  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

<  =  4Zy  — ,     am(4Z,i)  =  27r,    sin  am  (4  JT,  i)  =  0,     a  =  0. 
Mithin  ist  eine  Schwingung  nach  Verlauf  der  Zeit 

f  =  r  =  4Js:T/— 

vollendet.  '   ^ 

Es  interessiert  jetzt  noch,  diejenige  Winkelgeschwindigkeit 

da 

—TT-  ZU  wissen,  mit  der  das  Pendel  die  Mittellage  passieren  muß^ 

um  den  Ausschlagwinkel  Oq  zu  erreichen.  Diese  Winkelgeschwin- 
digkeit kann  man  aus  (30)  ableiten,  wenn  man  sich  die  Differen- 
tiationsformel der  Funktion  Sinusamplitude  wie  folgt  an- 
merkt: dsinamtt  .         ^,  ,^^^ 

-z =  cosam  t^  •  Jam  w**)  (32) 

du 

Hier  sind  cosam  u  und  A^nau  zwei  neue  elliptische  Funk- 
tionen Cosinusamplitude  u  und  Deltaamplitude  Uy 
die  mit  sinam  u  wie  folgt  zusammenhängen : 


cosam^  u  = 
Aam 


2  tt  =  1  —  i*  sinam^  u  J 

Führen  wir  jetzt  an  (30)  die  Differentiation  nach  der  Zeit 
aus,  so  wird 


h  •  cosam 
•^^    =2 


dl 


Ml^^-^Myr 


j/l  -  4«  sinam«  /<|/^,  jfcj 
=  2  A  l/^  cosam  (<]/-f-.  *)  (34> 


Für  t  =  0  ist  hier  zu  setzen: 
sinam/ 


cosam  <]/-=-  =  1 
Jam  <  1/4-  ==  1 


vgl.  Formel  (33> 
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wodurch  wird: 

Dies  Ergebnis  kann  man  auch  unmittelbar  aus  der  Arbeits- 
gleichung der  Pendelbewegung  ableiten  (Fig.  116): 

mgh  =  mg2  (1  — cosoo)  =  "o"*'*'*   "57 
woraus  folgt: 


—  cos  Oq 


oder   nach  Einfühnmg    von  Jfc  =  sin  — ^ 


[M="/f 


(36) 


Fig.  116.    Bewegung 

eines  Pendels  mit 

Amplituden  <[  tt. 


Nach  Multiplikation  mit  l  erhalten 
wir  die  maximale  Bahngeschwindigkeit: 

V  =  2Jfcy^ 

Fdal 
Mit  i  =  1  wird  -rr    zn  derjenigen  Anfangswinkelgeschwin- 
digkeit 21/ — ,  welche  gerade  hinreicht,  um  den  Massenpunkt  m 

bis  zum  höchsten  Punkte  seiner  Bahn  zu  bringen,  den  er  aller- 
dings asymptotisch  erreicht. 

Um  nun  die  Bewegung  zu  untersuchen,  die  das  Pendel  voll- 
führt, wenn  die  Bahngeschwindigkeit  des  Punktes  m  im  tiefsten 
Punkte  der  Bahn 


größer  wird  als 


21 


Ig2  Die  Dilferentialgleichungen  zweiter  Ordnung, 

knüpfen  wir  wieder  an  Gleichung  (12)  an 


\dt)  - 


C  +  ^coaa  (37) 


Wir  multiplizieren  hier  mit  l*  und  erhalten 

l^i^Y  =Cl»  +  2glooea 

Hier  bestimmen  wir  die   Konstante  C  so,  daß  fflr  a  =  o, 
d.  h.    im   tiefsten   Punkte    der   Bahn    die   Bahngeschwindigkeit 


wird.    Es  findet  sich 

C  = 


V<t  —  2gl 


Die  Gleichung  (38)  geht  hiermit  über  in: 

V^  —  2gl  +  2glßoaa.  (39) 


"m- 


Hier  wird  für  cos  a  =  tt,  d.  h.  im  höchsten  Punkte  der  Bahn  das 
Bahngeschwindigkeitsquadrat 


"m- 


Vi  —  4gl.  (40) 


da 
Damit  l  —7—  reell  wird,  muß 
at 


F>yi77  (41) 

gewählt  werden,  welche  Voraussetzung  im  folgenden  stets  gelten 
soll.  Die  Bedingung  (41)  kann  man  auch  in  die  mechanisch 
anschaulichere  Form  kleiden, 

^>2l,  (42) 

V« 

d.  h.  die  Geschwindigkeitshöhe soll  größer  sein  als  derDuroh- 

messer  des  vom  Pendel  beschriebenen  Kreises. 

Die  Differentialgleichung  (39)  formen  wir  jetzt  um  in 


i^  =  /FnZ277]/l  +  -p,^co8a. 
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aus  der  durch  Umstellung  und  Integration  folgt: 

=  (43) 


l  r da 

J  V     ^    V^  —  2gl 


cos  a, 
f  y*  —  2gi 

o 

Hier  substituieren  wir 

cos  a  =  1  —  2  sin^  — 
2 

und  dividieren  unter  der  Wurzel  mit  -— ,  womit  folgt: 


l_    r  da 


(44) 


Setzen  wir  hier  nooh 


|  =  »   und   i|^  =  i«;  (45) 


wo  k*  zufolge  (41)  <  1  ist,  so  kommt: 


_  21  r       d» 


Hier  ist 

ff 


r___d±_ 


wieder  unser  elliptisches  Integral  erster  Gattung.    Es  folgt  durch 
Auflösung  von  (46)  nach  S* 

a  =  am^« 

und  nach  (45) 

V 
a  =  2  am  — -  ^  (47) 

Im  vorliegenden  Fall  ergibt  sich  der  Pendelwinkel  a  un- 
mittelbar als  Amplitudenfunktion.  Diese  soll  hier  noch  etwas 
emgehender  betrachtet  werden. 
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Zunächst  schreiben  wir  mit  (45) 

a  =  2am^y|^<,  ij  (48) 

Die    Tafel   bei   Jahnke    und    Emde,    S.  54 — 59,    liefert 

1  lY 

wieder  für  jedes  k  den  Zusammenhang  zwischen  S*  und  —r\-^  ^ 

und  damit  auch  zwischen  a  und-jr-V-T-  '•  Zu  jedem  in  Sekundea 

1    fi 
gegebenen  t  berechnet  man  -r-l'  -p  t  und  sucht  zu  dem  gefundenen 

Wert  in  der  durch  a  =  aresin  k  gegebenen  Kolumne  den  Winkel 
q>  auf,  der  bei  uns  a  heißt. 

Für  unser  Beispiel  \  —  =  1  erhalten  wir  mit  k  =  0,2588, 

a  =  15®  eine  Kurve,  die  mit  f  =  0,  a  =  0  beginnt  und  mit 
t  =  k'  1,5981  =  0,415, a  =  TT  endet. 

Hiermit  wäre  erst  die  Hälfte  eines  ganzen  Umschwungs  er- 
ledigt. Die  Werte  für  die  zweite  Hälfte  liefert  die  Tafel  nicht 
direkt;  um  sie  zu  finden,  stallen  wir  folgende  Betrachtungen  an. 

Zunächst  dehnen  wir  im  elliptischen  Integral 


/ 


yi  — Ä:2  8in2  0' 
die  Integration  bis  ^  =  -^  aus,  so  wird  das  entstehende  Integral 

J    yi_jfc2ßin2<^ 

0 

als    vollständiges    elliptisches    Integral   bezeichnet.      Zufolge 
der  Definition  der  Amplitudenfunktion  ergibt  sich  hieraus 

»  =  ^  =  am(iJ:,4)  (50) 

oder 

a  =  7t  =  2  am  (K,  k). 
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In  unserem  Fall  steht  die  Größe  K  zu  der  Zeit  t,  die  er- 
forderlich ist  zur  Zurücklegung  des  Pendelwinkels  a  =  tc,  in  der 
Beziehung 

21 
t  =  —'K  =  k.K,  (51) 

wie  sich  aus  Gleichung  (46)  ergibt.    Es  würde  also  k  *  K 

die   halbe    Schwingungsdauer    sein   im    Fall  l/—  =  1.  Im  all- 
gemeinen Falle  wird  die  halbe  Schwingungsdauer 

Zur  Untersuchung  des  Bewegungsverlaufes  über  a  =  n, 
t  =  Kk  hinaus  greifen  wir  auf  die  Funktion  ,, Sinusamplitude  u'" 
zurück 

X  =  sinam  (u,  k),  (52) 

Von  dieser  Funktion  wissen  wir  bis  jetzt  folgende  Werte 

w  =  0,      am  (0,  i)  =  0,         o;  =  sin  am  (0,  Jfc)  =  0 

u  =  JST,    am  (K,  *)  =  ^,      x  =  sin  am  (JST,  Jfc)  =  1     ^^^ 

Femer   notieren  wir  uns  folgende  Eigenschaft  der  Funktion: 

/     .    IT  ,v        co8am(M,A;)  **) 
smam{u^K,k)=:     ^^^^^^^  (54) 

sowie 

cosam  (Uy  k)  =  cosam  ( —  w,  k) 
A    am  {u,  k)  =  A  am  (—  u,  k). 

Jetzt  folgt  sofort: 

sinam  {u  +  K^k)  =  sinam  ( —  u  +  K,k).  (56) 

Wir  bezeichnen  den  Winkel: 


(55) 


und 


7C 

am  (u  +  K,  k)  mit  -^  +  d^ 


TZ 

am( —  u  +  K,  k)  mit— d^ 


\^v—K  <■?-• 


(57) 
(58) 
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Da  aber  aus 

sin 
folgt: 
so  ist: 
oder 


(f+'.)-'-(f-'.) 

am  (m  +  K,  k)  +  am  ( —  u  -\-  K,k)  =  n 


(59) 
(60) 


am  {u  +  K,  k)  =71  —  am  ( —  u  -\-  K,  k). 

Mittels  dieser  Formel  kami  man  in  der  Tafel  bei  J.  u.  E. 
die  Amplitudenfunktion  auch  für  Argumentwerte 
über  K  ableiten.     Insbesondere  ergibt  sich: 

am  (2  K,  k)  =  n, 
woraus  sich  für  die  Pendelbewegung  findet 


=  2^  =  2am(||/f.2',*) 


ff,0 
6,0 

3,0 
2,0 


f* 

^z^ 

-4 

/ 

7 

\ 

1 

/ 

i  ~ 

j 

1 

/ 

/ 

/ 

—^* 

-^ 

// 

^' 

W 

y 

V 

wo       T       die      ganze 
Schwingungsdauer 


T  =  2Jr* 


f\ 


Fig.  117.    Bewegung  des  Pendels. 


/ 


1 


—  =1  bei  ganzen  Umläufen  für  ver- 
g 
sohle dene  maximale  Bahngeschwindigkeiten. 

Vj  =  76  m/sec.  V,  =  20      m/sec. 

Vj  =  28  m/sec.  V4  =  19,6  m/sec. 


bedeutet.  Hiermit  geht 
aber  unsere  Formel  (48) 
über  in: 

a  =  2am/^^^ij, 

welche  für  alle  Werte 
von  t  gilt. 

In  der  Fig.  117, 
Kurve  1  ist  dieVervoU- 
e  t  mSeA  ständigung  des  Kurven- 
verlaufes von  a  =  71 
bis  a  =  2  jr  hiemach 
gezeichnet. 

Zeichnet  man  den 
Bewegungsverlauf  für 
größere   Werte    von    k 
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entsprechend      kleineren      maximalen      Bahngeschwindigkeiten 

21 
V  =  — T-  ,  so  wird  die  Schwingungsdauer  T  größer.  Siehe  Fig.  117. 

Für  i  =  1  tritt  eine  ausgeartete  Bewegung  ein. 
Das  elliptische  Integral 


_  r d^ 


sin2^ 


geht  über  in 


_  r  dd- 

^  J  cos^ 


und 


^  =  am  (Uy  k)  in  am  (w,  1)  =  2  arctg  (c")  —  — . 


Für  diese  letztere  Funktion  hat  man  eine  besondere  Be- 
nennung und  ein  besonderes  Zeichen  eingeführt.  Sie  heißt 
Hyperbelamplitude  u  =  ämp  (w). 

^  =  «nH)  (t*). 
Im  Falle  unseres  Pendels  haben  wir 


a  =  22ltn^ 


m 


Diese  Bewegung  wird  auch  erhalten,  wenn  man  in  Gleichung 
(30)  h  in  den  Wert  1  übergehen  läßt.    Es  folgt: 

a  =  2  aresin  sinam  ('1/7-,  1 1 
und  durch  Vergleich  von  Formel  (31)  dieses  §  mit  (32)   §  (29) 

a  =  2 aresin SgUy-yj  • 

Hier   ist   die   Funktion   Ig   die   hyperbolische   Tangenten- 
funktion.    Wir  können  also  die  Beziehung  anschreiben 
%xtCf  {u)  =  aresin  Ig  (m). 

Auch  für  die  Funktion  %fttp  {u)  gibt  es  Tafeln,  vgl.  J.  u.  E., 
S.  16ff. 
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Für  den  Verlauf  der  Winkelgeschwindigkeit  haben  wir  im 
Falle  F  <  2  y^  schon  unter  Nr.  (34) 


da         V 
—j—  =  -y-  cosam 
dt  l 


('/f'*)  =  "r«°«»'°(^''*) 


gefunden. 

Im  Falle  V  '>2^gl  ist  zu  setzen: 

da  für  die  Amplitudenfunktion  die  Differentiationsformel 
d 


dt 


am  (u,  k)  ^  A  am  {u,  k) 


gilt. 

Für   die  beiden  Funktionen  cos  am  (tt,  k)  und  A  am  (u,  k) 
gelten  folgende  Wertsysteme: 

Tabelle  10. 


u 

cosam  (Uf  k) 

Jam  {Uf  k) 

sinam  (u,  k) 

0 

1 

0 

-1 

0 

1 

1 

0 

K 
2K 

yi— ^•* 

1 

1 
0 

ZK 
4X 

1 

—  1 
0 

die  sich  aus  den  für  sinam  (w,  k)  gegebenen  Werten  finden,  wenn 
man  die  Beziehungen  berücksichtigt: 

cosam  {u,  k)  —  ^l  —  sin*  am  (w,  k) ; 

A  am  (tt,  k)  =  ]/ 1  —  k^  sin*  am  (u,  k) . 

Wir   können   jetzt  für  jedes  i  die  drei  Funktionen 
sinam  (u,  Jb),  cosam  {u,  k)y  zlam  (u,  A;)  aufzeichnen:  (Fig.  118). 
Die  Größe  K  berechnet  sich 
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IGt  abnehmendem  k  nähert  sich 

sinam  (u,  k)  der  Funktion  sin  u, 

oosam  (tt,  k)     „        „  cos  u, 

AB.m(u,k)     „        „  1. 


Fig.  118.    Die  3  elliptischen  Funktionen. 

Mit  wachsendem  k  (bis  i  =  1)  nähert  sich 
sinam  (t£,  k)  der  Fimktion   %^  (u), 
cosam  (m,  4)  1  i   «•  r  /  x 


IV.   Differentialgleichungen  höherer  Ordnung. 
Simultane  Differentialgleichungen. 

§  37.    Differentialgleichungen  n-ter  Ordnung. 

Die  allgemeine  Form   der  Differentialgleichung   n-ter  Ord- 
nung lautet  analog  §  24: 

d"— ly       i^y 


Es 


da*-i   '  eil«  '       "  ^  ' 

gibt    keine  Methoden,    durch    die   man    eine    solche 


'")-' 


Differentialgleichung    in    jedem    Fall    integrieren    könnte;    nur 
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für    bestimmte    besondere   Formen   von    (1)   sind   Integrations- 
methoden  bekannt. 

I.  Der  einfachste  Fall  ist  der,  wenn  (1)  sich  in  der  Form 
darstellt 

in  welcher  X  nur  die  Variable  x  enthält.    Hier  kann  man  ohne 
weiteres  einmal  integrieren 

-^=.A^+fXdx.  (3) 


dar« 

Eine  nochmalige  Integration  liefert 
dn-^y 


3j2~  =  -^2  +  ^1  •'^  '^j^^j^  ^^ 


Mit  jeder  Integration  erniedrigt  sich  die  Ordnung  des  Diffe- 
rentialquotienten auf  der  linken  Seite  um  eine  Einheit,  bis  man 
schließlich  zur  Funktion  y  selber  gelangt: 

/p2  X"  ~  2  /pn  —  1 


1.2    '      •  '      ^(n  —  2)l    •      ^  (n  — 1)! 

+  fdxjdx JX  dx .  (4) 

Dies  ist  das  allgemeine  Integral  von  (2). 
II.  Sehr  einfach  ist  auch  die  Differentialgleichung 
d^V 

wenn  y  nur  die  Variable  y  enthält.   Diese  Gleichung  kann  aber 
nur  für  n  =  l  und  n  =  2  integriert  werden. 
Zu 

dy 


dx 


lautet  das  allgemeine  Integral: 

*dy 


Im  FaUe 


P 


Y   =x  +  A.  (6) 


^   =T  (7) 


dx* 
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setzt  man 


und  hat 


dy 
dx 

dp 
dx 


=  P 


=  Y 


oder 


dp     dy 


=  Y 


dy     dx  (8) 

dp*  p  =  Y dy, 

Hier  sind  die  Variabein  getrennt  und  man  kann  integrieren 

|p»  =  4+/rdy  (9) 

Nach  Ausziehmig  der  Quadratwurzel  ergibt  sich 

^=iB  +  2fYdy  (10) 

und  das  allgemeine  Integral: 

dy 


.=  A^J. 


=-  .  (11) 

^B  +  2JYdx 

III.  Die  nächst  einfachen  Fälle  umfassen  die  Formen  von  (1), 
in  denen  nur  der  höchste  Differentialquotient  und  der  um  1  oder 
2  Einheiten  niedrigere  vorkommen,  d.  h.  um  die  Formen : 


pld*-^y    dn-^y    d»y\  ^      ] 

\dai^  —  ^      dx^ } 
Diese  Typen  lassen  sich  durch  die  Substitution 

=  z  resp  — =  z 


(12) 


(12a) 


auf   die    Differentialgleichungen    zweiter   bzw.    erster    Ordnung 
zurückzuführen : 
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Bei  den  Gleichungen  13a  und  13b  führt  die  weitere  Substitu- 


(13) 


tion 


dz 
dx 


(14) 


zu  einer  Erniedrigung  der  Ordnung  um  einen  Grad.     Es  folgt 
aus  (14) 

d^         dp    dz dp 

~d^^ 


dz     dx  dz 


(15) 


und  somit  als  Differentialgleichung: 

Dies  ist  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  die  inte- 
griert werden  kann.    Man  erhalte  als  erstes  Integral 

P  =  f{z,C,),  (16) 

wo  Ci  eine  Integrationskonstante  ist.    Schreibt  man  jetzt  für  p 

dz 
wieder  -r-,  so  entsteht  aus  (16)  die  Differentialgleichung: 


dz  ^ 


(17) 


zwischen  z  und  x,  welche  nach   Trennung    der    Variabein   mit 
einer  neuen  Konstanten  Cg  liefert 


=  ""^  ^jjWcJ 


Führt  man  jetzt  das  Differential 

dz 


dx  = 


in  die  Gleichung  (12)  ein,  so  folgt 
in— 2« 


dz»- 


(18) 
(19) 
(20) 
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Diese  Dififerentialgleichung  ist  durch  n  Quadraturen  lösbar, 
und  man  findet 

J=C.  +  C^i2+  . . .  +  -^^;^^  «"-»  +fdz..  .Jdzfz  dz :  [f{z,  C,)]»-  2       (21) 

Durch  Elimination  von  z  aus  den  Gleichungen  (18)  und  (21) 
würde  man  zum  allgemeinen  Integral  gelangen,  welches  die 
Konstanten  CiC^ C„,  d.  h.  n  willkürliche  Parameter  ent- 
halten würde,  wie  es  sein  muß.  Statt  der  oft  umständlichen 
Elimination  ist  es  vorzuziehen,  die  Parameterdarstellung 
der  Kurve,  wie  sie  durch  die  Gleichung  (18)  und  (21)  gegeben 
ist,  beizubehalten  und  aus  ihr  die  erforderlichen  Schlüsse  auf 
die  Eigenschaften  der  Integralkurven  zu  ziehen. 

§  38.    Lineare  Differentialgleiehongen  n-iei  Ordnung. 

Eine  besonders  wichtige  Klasse  von  Differentialgleichungen 
n-ter  Ordnung,  für  welche  allgemeinere  Integrationsmethoden 
bekannt  sind,  wird  gebildet  von  den  linearen  Differential- 
gleichungen : 

Hier  sollen  die  Funktionen  X  nur  die  unabhängige  Veränder- 
liche X  enthalten. 

I.  Ist  ^1  ein  partikuläres  Integral  von  (1)  und  Y  eine  noch 
zu  bestimmende  Funktion  von  x,  so  liefert  der  Ansatz 

y  =  y^+Y  (2) 

in  (1)  eingesetzt: 

Hiervon  bleibt  aber  nur  der  zweite  Teil  übrig,  weil  y^  Gleichung 
(1)  erfüUt: 


d.h.  die  Funktion  Y  hat  der  Differentialgleichung: 
d^Y    ,    ^  dr^-^Y    ,  y        dY 


rfw  Y  dn—  1  y  dY 


Hort,   Differentialgleichungen. 


13 
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zu  genügen,  wenn  Gleichung  (2)  die  Differentialgleichung  (1) 
befriedigen  soll. 

Y  ist  daher  das  allgemeine  Integral  von  (4),  enthält  also  n 
willkürliche  Konstante.  Mithin  enthält  auch  (2)  n  willkürliche 
Konstante  und  ist  daher  das  allgemeine  Integral  von  (1).  Man  hat 
also  den  Satz: 

Das  allgemeine  Integral  der  linearen  Differen- 
tialgleichung erster  Ordnung  (1)  setzt  sich  zu- 
sammen aus  einem  beliebigen  partikulären  Inte- 
gral dieser  Differentialgleichung  und  dem  allge  - 
meinen  Integral  der  Differentialgleichung  (4). 
Letzter  nennt  man  die  reduzierte  lineare  Diffe - 
rentialgleichung,  während  (1)  die  vollständige 
lineare  Differentialgleichung  n-ter  Ordnung 
genannt  wird. 

II.  Zur  Aufsuchung  des  allgemeinen  Integrals  von  (1)  hat 
man  zunächst  das  allgemeine  Integral  von  (4)  zu  suchen.  Hierbei 
kann  oft  mit  Vorteil  der  Satz  benutzt  werden:  Kennt  man  ein 
oder  mehrere  partikuläre  Integrale  von  (4),  so  läßt  sich  die  Ord- 
nung dieser  Differentialgleichung  um  soviel  Einheiten  erniedrigen, 
als  Integrale  bekannt  sind. 

Es  sei  zunächst  yi  ein  partikuläres  Integral  von  (4).  Wir 
versuchen  weitere  Integrale  in  der  Form 

y  =  uy^  (5) 

zu  gewinnen,  bei  welcher  die  unbekannte  Funktion  u  nur  die 
Variable  z  enthalte.  Wir  differenzieren  (5)  n  mal  und  erhalten 
die  Differentialquotienten : 

du 


(6) 


d^y  ,  ,  du    ,      ,,        nin  —  1)     d^u     , 


rf"  —  1  w  d^u 
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Setzen  wir  diese  Werte  sowie  (5)  in  (4)  ein  und  fassen  einerseits 
die  Glieder  zusammen,  welche  die  Diüerentialquotienten  von  u 
enthalten  und  ordnen  wir  nach  diesen  Differentialquotienten, 
während  wir  andererseits  ein  Glied  mit  u  selbst  bilden,  so 
kommt : 

„    d^u         ^    d^^^u  ^         du 

Hier  setzen  sich  die  Fimktionen  £'aus  den  Differentialquotienten 
Ton  y|Und  den  X  zusammen,  sind  also  bekannte  Funktionen  von  x, 
Z.B.  ist: 

-0  =  2/1^0 
-i  =  yi-X'i  + ny/Xo  (8) 


Von  (7)  bleibt  aber  nur  die  erste  Zeile  übrig,  weil  die  zweite 

du 
vermöge  (4)  verschwindet,  und  wir  erhalten  mit  -j—  =  v  tat- 
sächlich eine  neue  Differentialgleichung,  deren  Ordnung  um   1 
erniedrigt  ist: 

^  rf" — ^v       ^  d^ — ^v  _        dv        _ 

-.rf?m  +  -.^^;r=.  + +  ^,_,^  +  .„_,.  =  o.    (8) 

Durch  Integration  findet  sich  mit  n  —  1  partikulären  Inte- 
gralen üj v„_i 

t;  =  C,t;,  +  C,t;,+....C,_it;„_i  (9) 

und  mit 

du 

dx 
durch  nochmalige  Integration 

u  =  C^jv^  dx  +  C'j/vj  dx  +  C^^ijvn^idx  +  C^, 

und  schließlich,  wenn  man  auf  (5)  zurückgreift: 

i:5* 
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y  =  OiVifv^dx  +  C^y^fv^dx  +  ....  +  Cn-iyijvn-idx 

-¥Cny,,  (10) 

Dies  ist  das  allgemeine  Integral  zur  Gleichung  (4). 

m.  Als  Beispiel  zur  Einübung  des  Verfahrens  diene  die  Diffe- 
rentialgleichung : 

(,._2x+2)|j-x«g+2x^-2y  =  0.      (11) 

Hier  sieht  man  sofort,  daß  y^  =  x  ein  partikuläres  Integral  ist. 
Nach  Vorschrift  von  (5)  führen  wir  jetzt  den  Ansatz 

y  =  ux  (12) 

in  die  Differenzialgleichung  (11)  ein. 

Durch  successive  Differentiation  gewinnen  wir : 

y'  =  u  +  xu' 
y"  =  2u'  +  XU"     ,  (13) 

y'"  =  3tt"  +XU'" 

Nach  Einführung  dieser  Werte  in  (11)  entsteht: 

u'"  x(x^  —  2x  +  2)-\-  u"  [3(a;2  —  2 x  +  2)  —  x»]  =  0,     (14) 

welche  Differentialgleichung  mit 

u"  =  V  (14) 

und  nach  Division  mit  x(x^  —  2  a;  +  2)  übergeht  in : 

Die  Integration  liefert 

/x^dx 
.«-2X  +  2-  <^«> 

Das  Integral  rechter  Hand  berechnet  sich  nach  Ausführung  der 
Substitution 

x-l  =  f 
zu: 

.^'        =lg(f*+  1)  +  f +  arctgf +arctgy 
oder  nach  Rückgang  zu  x: 

1     .   »        /v  .^v         1  n        *       arctg 7  +  arctg(« — 1) 

lg(a;*  — 2j!  +  2)+lgc*-^  +  lge       «-» 


/ 
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Das  letzte  Glied  rechts  erweist  sich  als  Konstante,  die  mit  —  lg  e 
in  lg  C3  einzurechnen  ist,  so  daß  nach  Beseitigung  des  Logarithmus 
wird: 

{x^  —  2x  +  2)^ 


^  =  ^a^^~   :.      ^^     ■  (17) 


Zur  Gewinnung  von  u  hat  man  zu  setzen 

u'  =  C,+fvdx  =  C,  +  C^'^^^^  (18) 

und 

^  =  C,  +  C^x  +  C,j'^^^^dx  =  C,  +  C^z  +  C,^.      (19) 

Demnach  wird  das  allgemeine  Integral  von  (11) 

y  =  uy^=ux  =  CiX  +  C^x^  +  C^^,  (20) 

§  39.    Die  Yariation  der  Konstanten. 

I.  Hat  man  auf  irgend  eine  Weise  das  allgemeine  Integral 
der  reduzierten  Differentialgleichung  gefunden,  so  ist 
das  allgemeine  Integral  der  vollständigen  Differentialgleichung 
nach  dem  Verfahren  der  Variation  der  Konstanten  zu  ermitteln. 

Es  liege  also  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 
(4)  §  38  in  folgender  Form  vor 

y  =  *5Qy<.  (1) 

In  diesem  Ansatz  wollen  wir  die  Konstanten  C^  jetzt  als 
Funktionen  von  x  ansehen  und  untersuchen,  ob  und  unter  welchen 
Umständen  der  so  modifizierte  Ansatz  das  allgemeine  Integral 
der  Differentialgleichung  (1)  in  §  38  wird. 

Zur  Ausführung  dieses  Vorhabens  ist  Gleichung  (1)  (n —  1) 
mal  zu  differenzieren 

i  1 

wobei  wir  bei  jeder  Differentiation  den  Teil,  der  die  Differential- 
quotienten der  Ci  enthält,  gleich  Null  setzen,  was  erlaubt  ist, 
weil  wir  über  die  C^  verfügen  dürfen.    So  entsteht 
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y'  ^'Z^iVi'  (3> 


und 


und  so  fort: 


2<7i'y<  =  0  (3a) 

y'=^Ciyi"  (4) 
1 

2C.'y«'=0  (4a) 


y(«_l)=2;QW— »  (5) 

1 
2c7/y<(»-2)  =  0.  (5a) 

1 

Entwickeln  wir  nun  noch  den  w-ten  Diüerentialquotienten 
y<"'  =2^"^.-  W"'  +  J^C-.'  y/«-»,  (6) 

1  1 

ohne  den  zweiten  Teil  zu  annuUieren,  so  gewinnen  wir  durch 
Einführung  der  Gleichungen  (3),  (4)  und  (5)  in  (1)  eine  neue 
Gleichung 

2;q2  ^»  y<^"~*^  +2'^*'  y<'"~ "  =  ^-        <^> 

i  =  1     1:  =  ö  1 

Da  aber  aUe  y^  der  Gleichung 

d.  h.  der  reduzierten  Differentialgleichung  genügen,  so  bleibt  von 
(7)  nur  übrig: 

J;Q'y/«-l)  =  Z,  (8) 
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welche  mit  den  (n — 1)- Gleichungen  3  a,  4a  und  5a  zur  Ermittlung 
der  n  Größen  C/,  d.  h.  der  ersten  Differentialquotienten  der  unbe- 
kannten Funktionen  C|  dienen  kann.  Die  Cj  ermitteln  sich 
als  Punktionen  von  x,  die  wir  mit  ^j  {x)  bezeichnen : 

C/  =  ^,.  (x),  t  =  1 n;  (9) 

durch  deren  Integration  wird  C^-  selbst  erhalten: 

C<  =  A^  +/^<  («)  dx.  (10) 

Nach  Einführung  in  (1)  ergibt  sich  sc  mit  das  allgemeine 
Integral  der  vollständigen  Differentialgleichung : 

n-  n 

y  =^Ai  y,  +^yif^i  (x)dy.  (11) 

1  1 

Hiermit  wird  auch  die  Angabe  von  §  38  bestätigt,  nach  welcher 
das  allgemeine  Integral  der  vollständigen  Gleichung  sich  findet, 
als  Summe  des  aUgemeinen  Integrals  der  reduzierten  Gleichung 
und  eines  partikulären  Integrals    der    vollständigen  Gleichung. 

n 

2^yif^i{x)dx 

1 

ist  dieses  partikuläre  Integral. 

II.  Sei  jetzt  die  vollständige  Gleichung 

(,._2a:  +  2)0-x*g+2x4^-2y  =  /(x).    (12) 


8o  lautet  das  Gleichungssystem  zur  Bestimmung  der  C^': 

C/  a;  +  Cj'  x*  +  Cs'  €*  =  0  j 
C/  +  2C^'x  +  Cs'  <*  =  0  (13) 

2Cj'  +  (7,'e*  =  /(x).      J 

aus  welchem  sich  findet 


C'  = ^-^ (x*  — 2a;) 

*        a:«  — 2a;  +  2^  ' 

*       a:2  — 2a:  +  2^  ' 

c.^ fj') ^ 

'        a:2  —  2  a;  +  2  e* 


(14) 
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und  somit  das  allgemeine  Integral: 

y  =  AiZ  +  Az  +  x*  +  Aj^c^ 

rf{x)(x^-2x)dx  rf{x)(l-x)dx 

"*■    j       a:2  — 2a;+2       "^      j    a;«  — 2a;  +  2 

rf(x)x^er^dx  (15J 

^      J     a:2— 2a;  +  2     ' 

Die  Summe  der  drei  Integrale 

yi  =  xf+x^f+e'f  (16) 

ist  ein  partikulares  Integral  von  (12). 


§  40.    Die  lineare  Differentialgleichung  n-ter  Ordnung  mit  kon- 
stanten Koeffizienten. 

Die  Differentialgleichung 

spielt  bei  wichtigen  Aufgaben  der  wissenschaftlichen  Technik 
eine  Rolle,  besonders  in  dem  Falle,  wenn  die  Koeffizienten  Xq  . . .  X„ 
als  konstant  angesehen  werden  können.  Wir  schreiben  dann 
statt  (1): 

'^a,y^--i)=X,  (2) 

Für  den  Fall  n  =  2  ist  diese  Gleichung  bereits  in  §27  behandelt 
worden.      Es  ergaben  sich  partikuläre  Integrale  der  Form: 

y  =  c^^  (3) 

die  wir  auch  hier  zugrunde  legen  wollen. 

I.  Wir  bilden  n  Differentialquotienten  von  (3) : 

y(n-0  =  ^n-tV*,  t  =  0 n,  (4) 

die  wir  in  die  zu  (2)  gehörige  reduzierte  Differentialgleichung 
^  a<  y^n-i)  =  0  (5) 
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einsetzen  mit  dem  Ergebnis: 

ef"*^  aifj,^-*  =  0.  (6) 

Nach  Division  mit  e'**  erweist  sich  (6)  als  eine  Gleichung 
n-ten  Grades  zur  Bestimmung  der  Exponenten  \jl: 

«o/^"  +  «1^-^^  +  ....  +  «n-iM  +  a„  =  0.  (7) 

Diese  Gleichung  liefere  n  verschiedene  Wurzeln //i. . .  .//^  (die 
auch  zum  Teil  complex  sein  können).  Mit  ihnen  baut  sich  das  all- 
meine Integral  von  (5)  auf  in  der  Form: 

y  =  ^C,  ei'.  (8) 

1 

n.  Ist  eine  von  den  Wurzeln  etwa  ^^  komplex, 
^  =  a  +  ßi, 
80  muß  es  noch  eine  zweite  zu  ihr  konjugierte  Wurzel,  etwa  /ij 
geben: 

fH  =  a  —  ßi. 
Das  allgemeine  Integral  lautet  dann: 

y  =  (7j€(«  +  /50.  +  C,c(«-^<)*  +  ^Ci^^',  (9) 

3 

Hier  entwickelt  man: 

ß(a  •k-ßi)x^^x  (cos  ßx  +  %9mß  X) 

f^a-^ßi)x  —  e«*  (cos  ßx  —  isinß  x) 
und  erhält  durch  Einsetzen  in  (9): 

n 

y  =  [(C7j  +  C^)cosßx  +  i(C^  — C,)8in/?;r]e«*  +  2^»-^**   (^^) 

3 

oder  mit  den  neuen  Integrationskonstanten : 
Ci  +  C,   =A 
i{Ci  —  C^)  =  B 

n 

y=  {Aoosßx  +  Bsmßx)e^'  +  ^0^6^*  (11) 

3 

in.  Sind  femer  mehrere  Wurzeln  jut^  einander  gleich,  etwa  fÄ^ 
=  fji^  =z  ^,  so  gewinnt  man  das  allgemeine  Integral  durch  einen 


202  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung. 

Grenzübergang.    Zunächst  sieht  man  von  der  Gleichheit  ab  und 
setzt: 

l^2=fh  +  9y    l^=  fh  +  K 

wo  g  und  h  als  kleine  Größen  zu  denken  sind. 

Die  zugehörigen  Exponentialgrößen  entwickelt  man  in  Reihen 
wie  folgt: 

e/*a«  =  e^'*t  +  ^)*=e/^«*-[l  +gx  +  ^-^  + j 

ef^'  =  ß(/ti+Ä)«  =  6''^»*ll  +  hx+  — -^  + J, 

womit  das  allgemeine  Integral  (8)  wird: 

y=.{C,  +  C^  +  C3)  e^.*  +  (C^g  +  C3 A)  a:e/*i*  (12) 


i  =  n 


+ +  2'^<«''*' 

Hier  muß  man  g  und  k  gegen  Null  konvergieren  lassen, 
um  die  Gleichheit  der  drei  Wurzeln  //j,  ^,  jui^  zu  gewinnen.  Damit 
nun  die  mit  C^  und  C3  behafteten  Glieder  nicht  verschwinden, 
so  muß  man  diese  Größen  Cg  und  Cg  so  unendHch  werden  lassen, 
daß  C^g  +  C3A  sowohl  wie  gH^^  +  ^^^z  endlich  bleiben,  während  C^ 
so  mit  C2  und  C3  entgegengesetzt  unendlich  werden  muß,  daß  auch 
^1  +  ^2  +  ^3  endlich  bleibt.  Diese  drei  Bedingungen  bezüglich 
Cj,  C2,  C3  sind  erfüllbar,  weil  dies  willkürhche  Größen  sind.  Die 
Glieder  mit  gWg  ^^w-  verschwenden  dann  mit  konvergierendem  g 
und  h  als  klein  von  höherer  Ordnung,  und  wir  erhalten  mit  neuen 
Konstanten : 


^j  =  Ci  +  C2  +  03,     A2  =  lim  (Ca  g  +  C^h), 
1 

den  Ansatz 


J3=^lim(C2j72  +  C3- 


y=(A,  +  A^x  +  A^x^)  e".«  +  ^  Ci  e"<'  (13) 


i»  4 
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IV.  Liegen  mehrere  gleiche  komplexe  Wurzeln  vor: 
Ml  =  /^2  =  ^  +  ßh 

so  sind  die  beiden  Verfahren,  die  zu  Gleichung  (11)  und    (13) 
führen,  zu  kombinieren.    Man  erhält  in  diesem  Falle: 

y  =  [(A^  +  BT,x)co&ßx  +  {A^+B^x)sinßx]e<''  +  ^C^eH'  (14) 

Sind  noch  mehr  gleiche  bzw.  komplex  gleiche  Wurzeln  vor- 
handen, so  sind  die  entwickelten  Verfahren  entsprechend  anzu- 
wenden *•). 
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ändemng  einer  Eisenbahnsehwelle  auf  nachgiebiger  Unterlage; 

Fonuändening  der  Wandung  eines  Wasserbehälters '''). 

Die  Biegung  einer  Eisenbahnschwelle  und  die  Verteilung  des 
Druckes  zwischen  Schwellenunterfläche  und  Bettung  kann  be- 
stimmt werden,  wenn  man  eine  Annahme  über  den  Zusammenhang 


Fig.  119.     Eisenbahnschwelle  auf  nachgiebiger  Unterlage. 

zwischen  der  Senkung  eines  Schwellenpunktes  und  dem  Druck 
an  der  betreffenden  Stelle  macht.  Die  Unterkante  der  ursprüng- 
lich geraden  Schwelle  A  B  werde  unter  Einfluß  der  (Fig.  119.) 
Raddrucke  i?  i?  in  die  Kurve  A^^  B^  deformiert  und  in  die  Bettung 
eingedrückt.  Die  Eindrückung  habe  an  der  Stelle  x  den  Wert  y. 
Man  nimmt  nun  an,  daß  infolge  der  Einsenkung  bei  x  ein 
Druck  p  zwischen  Schwelle  und  Bettung  entsteht,  der  propor- 
tional y  ist.     Man  setzt 

V  =  ky 
und  nennt  die  Konstante  k  die  Bettungsziffer. 


204 


Differentialgleichungen  höherer  Ordnung. 


Nach  dieser  Festsetzung  woUen  wir  die  Schwelle  etwas  all- 
gemeiner durch  eine  stetig  verteilte  Last  q  =  /  (a;)  belastet  denken. 
(Fig.  120).  Unter  deren  Einfluß  entsteht  eine  Kurve  der  Ein- 
senkung  y,  deren  Abhängigkeit  von  x  zu  bestimmen  ist.  Die  Ein- 
Senkungen  y  liefern  eine  zu  q  entgegengesetzte  Belastungs- 
fläche  —  ky,  für  welche  zunächst  gilt : 


ff  (x)  dx  =  —  kfydx. 


(1) 


;  W//////M//^///M^  W< 


dx 


Fig.  120.     EisenbahüBch welle  mit  kontinuierlich  verteilter  Belastung 
auf  nachgiebiger  Unterlage. 


Femer  liefert  die  elastische  Differentialgleichung  (8)  in  §  26 
nach  zweimaliger  Differentiation  noch  folgenden  Ansatz: 


EJ 


d^y 

dx^ 


d^M^ 
dx^ 


=  q  —  ky^f(x)—ky 


oder 


d^v 
EJ-^  +  ky  =  f{x). 


(2) 


(3) 


Dies  ist  eine  nicht  reduzierte  Differentialgleichung  vierter  Ordnung 
mit  konstanten  Koeffizienten.  Zunächst  betrachten  wir  die 
reduzierte  Gleichung 


d^y     ,      k 


(4) 


Der  nach  Yorschrift  von  Gleichung  (7)  §  40  gebildete  Ansatz 

k 


i"*  + 


EJ 


=  0 


(5) 
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liefert  vier  Wurzeln: 


Ih  =  (cos  Y  +  ^^^^l^i^T  '•  f"*  =  (co8^-.-8in  YJy 


EJ 


EJ 


bzw. 


'   k 

iEJ 

f^t 

1    k 

4EJ 

/^4 

1/  . 

Ä; 

r  4£j 

(6) 


4£/ 

Mit 

tl~k~ 

=  a 

ergibt  sich  jetzt  das  aUgemeine  Integral 

y  =  {A^  cos  aar  +  ^1  sin  ax)  e***  +  (^2  ^^^  az  +  B^  sin ao;)  e— ***  (7) 

Zur  Behandlung  der  voUständigen  Gleichung  (3)  greift  man 
auf  die  Variation  der  Konstanten  zurück. 

Zur  Bestimmung  der  4  Konstanten  A^,'Bi\md  A^yB^  dient  die 
Bemerkung,  daß  aus  den  Enden  der  SchweUe  sowohl  das  Moment 

wie  auch  die  Querkraft 

verschwinden  muß.  Wir  haben  also  4  Gleichungen  zur  Bestimmung 
von  A^,  Bi,  -4 2,  -Sgl 


M     =0  M     =0 

[daflj^^o  ~    '   [dx»\,^i  ~ 


welche  hinreichend  sind. 
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II.  Dieselbe  Differentialgleichung  (3.),  jedoch  mit  einer  ein- 
facheren Störungsfunktion  tritt  auf  bei  der  Formänderung  der 
Wandung  eines  Wasserbehälters,  falls  der  Wandungsquerschnitt 
ein  Rechteck  ist^®). 

Unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Wanddicke  D  klein  im 
Verhältnis  zum  mittleren  Radius    R  sei,    untersuchen  wir  die 

Formänderung  derdem  Radius 
R  entsprechenden  Zylinder- 
fläche, deren  einzehie  Punkte 
durch  die  Koordinaten  x  und 
q)  bestimmt  werden.  Die 
diesen  Koordinaten  ent- 
sprechenden elastischen  Ver- 
schiebungen seien  ^  und  a, 
während  ?y  die  radiale  Ver- 
schiebung der  Punkte  x,  cp 
aus  der  spannungsfreien  Lage 
bezeichnet. 

Für  unsere  Zwecke  wollen 
wir  von  den  Verschiebungen 
I  absehen,  da  sie  als  klein 
betrachtet  werden  können, 
und  wir  wollen  nur  die 
Kräfte,  die  das  Wandelement 
in  horizontaler  Richtung  be- 
einflussen, betrachten.  Diese 
Kräfte  sind  (Fig.  121): 

1.  die  resultierende  Querkraft  dQ, 

2.  die  Resultierende  der  Ringspannungen  0  D  dx  dq), 

3.  der  Wasserdruck  y  x  R  dx  d(p. 

Für  die  Kräfte  gilt  die  Gleichgewichtsbeziehung: 

dQ  =  yxRdxdcp  —0  Ddxdq)  (8) 

Hier  bedeutet  y  das  Gewicht  der  Raumeinheit  Wasser,  während 
0  =  —5-  ist.  ( Produkt  aus  dem  Elastizitätsmodul  in  die  spe- 
zifische Dehnung  -^ .  | 


Fig.  121.    Zur  Formänderung  der 
Wandung  eines  Wasserbehälters. 
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Beachtet  man  nun  die  bekannte  Beziehung  zwischen  Quer- 
kraft Q  und  Biegungsmoment  M 

und  die  Beziehung  zwischen  Biegungsmoment  M  und  der  Krüm- 
mung  -j—^  des  Meridianschnittes  der  Behäiterwand : 

ED^  dH 

80  ergibt  sich  neuerlich  (nach  Division  mit  Rdip): 
.  ED^  d*t]  DrjE 

oder: 

d^rj  12     _      I2y 

J^^^^^^-^E^  (^2) 

Diese  Gleichung  formt  man  noch  zweckmäßig  durch  die  Sub- 
stitutionen 

X  =  hxi 

ri  =  Dr}i 
in: 

woraus  noch  die  Abkürzungen 

12  A4 


12  ¥y 


ED^ 
liefern: 


=  1* 


^  +  ^m-l^-.  (15) 

Das  allgemeine  Integral  der  zu   (15)  gehörigen  reduzierten 
Gleichung 
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lautet,  wenn  man   in  Gl.  (7)  statt    der  Exponentialfunktionen 

k 
die  hyperbolischen  einführt  und  a  =  —j=^  setzt: 

k  k  k  k 

t]  z=z  (7  cos-— rXigof-p^x,  +  C^sin-j^x.do^  -p=-x. 

|/2   '    '  1/2  y2         y2 

k  k  k  k 

+  CaCos-^x.Sin-T^a;, +C-sin-^a;,  ©in-7=-a:j       (16) 

'    y2  '    /2  p       -ß 

Um  nun  das  allgemeine  Integral  von  (15)  zu  finden,  haben 
wir  zu  (16)  ein  beliebiges  partikuläres  Integral  dieser  Gleichung 
zu  addieren.    Der  bloße  Augenschein  lehrt,  daß 

/* 

ein  solches  Integral  ist,  wie  sich  durch  Einsetzen  in  (15)  sofort 
ergibt.     Also  ist 

l*  k  k  k  k 

k  k  k  k 

+  C3CO8-—  +  (Bin-T^x^  +  C-sm-— ajiSin-p^Xj         (17) 

y2  p  i^  P 

das  gesuchte  allgemeine  Integral. 

Wenn  man  will,  kann  man  auch  auf  (15)  die  Substitution: 

rii  =  ^x^  +  u  (17a) 

anwenden,  wodurch  die  homogene  Differentialgleichung 

—-  +  k^u^O  (18) 

dx^^ 

entsteht,  welche  das  allgemeine  Integral  (16)  hat.    Nach  Sub- 
stitution von  (17  a)  kommt  man  dann  wieder  auf  (17)''). 


§  42.    Integration  durch  Reihen. 
I.  Vorbemerkung. 
Ist  es  nicht  möglich,  auf  einem  der  bisher  geschilderten 
Wege  das  allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichung 


§  42.     Integration  durch  Reihen.  209 

ZU  gewinnen,  so  bleibt  noch  die  Methode  der  Beihenent- 
Wickelung. 

Man  geht  hierzu  von  dem  Satz  aus,  daß,  wenn 

y  =  fix)  (2) 

ein  Integral  von  (1)  ist,  dieses  sich  nach  den  Sätzen  von  Taylor 
oder  Maolaurin^)  in  eine  Potenzreihe  entwickeln  lassen  muß. 
Entweder  hat  man  nach  Taylor 

y  =  f(xo)  +  /'(a;o)^^  +  /"  (=^0)-^^^^  +  • . . 

=  Zf''HZo)-^^i^  (3) 

oder  nach  Maolaurin  mit  x,  =  0: 

y  =  /(O)  +  /-Wy + /"(O)^  +  . . . 
=Zf*HO)^  (4) 

Ee  handelt  sich  jetzt  darum,  die  Größen  /^^  {xq)  bzw.  /*)  (0) 
ans  der  gegebenen  Differentialgleichung  (1)  zu  finden. 

Lost  man  die  Gleichung  (1)  nach  dem  höchsten  verkommen- 
den Differentialquotienten  -^—  auf: 

-|^  =  9>(a;,y,y',....2^('-i))  (6) 


80  kann  man  mit: 


-g=/C*)(a:)       k>n  (6) 


die  höheren  Koeffizienten  in  (3)  oder  (4)  mittels  sukzessiver 
Differentation  durch  die  n  niedrigsten  Koeffizienten  /^*^  {Xq)  bzw. 
/*^  (0)  (Jfc  <  n)  ausdrücken.  Die  letzteren  bleiben  unbestimmt  und 
man  erhält  mit 

/(*)(x,)  =  Cfc       i  =  0,l, n-1 

im  Falle  (3)  das  allgemeine  Integral: 

Hort.   Differentialgleichungen.  1^ 
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x  —  x^ 


y  =  c'o  +  c'x^V^  +  c?.i^=f^  + 


+  c„. 


+  99(x,(7„Ci,  ...C„_i) 


n! 


+ 


Ist  z.  B.  die  Differentialgleichving 


Ax* 


+  ay  =  0 


(7) 


(8) 


gegeben,  so  liefert,  wenn  man  festsetzt,  daß  f Qr  x  =  0  y  =  C?^ 

Ay 
und    -T-  =  ^1  sein  soll,  die  sukzessive  Differentiation  folgende 

Werte: 


Ax* 
Aa» 


=  —xy  =  0 

=  —xy'  —  y  =  —  lC^ 


y(«>  =  —2y'—xy"=  —20^ 

y(»)  =  — 3y"  — a!y"'  =  0 

y<«)  =  — 4y"'— a:y(*)=  +  1-4. C^ 

y(')=  —  5y(«)  — a;y<»)=  +  2-5Ci 

y(»)  =  — 6y<»>  —  a;y<«)  =  0 

y(«)  =  —  7  y<«>  —  xy<')  =  —  1  •  4-7-C, 

y(")=  =  8  y<')  —  a;  y<»)  =  —  2-  6-  8.Ci 

mit  denen  der  Maclaurinsohe  Ansatz  ergibt: 


9! 


10! 


oder  naoh  Zusammenfassung  der  mit  Oq  bzw.  C^  multiplizierten 
Teile 

J_    .  .    1.4    .       1.4.7 

3! 


y  =  ^o|l-^^  +  ^«^- 


9! 


x»  +  . . 


+  CxAl--x^  +  - 


2     .       2-5    ,       2-5.8    .   , 


10! 


(9) 
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welcher  Aufidruck  das  allgemeine  Integral  von  (9)  darstellt,  falls 
die  eingeklammerten  Reihen  konvergent  sind. 

n.  Das  unter  I  beschriebene  Verfahren,  welches  bei  linearen 
Differentialgleichungen  immer  anwendbar  ist,  ist  insofern  un- 
günstig, als  es  das  Bildungsgesetz  der  Reihenentwicklung 
nicht  immer  leicht  erkennen  läßt. 

Die  Bildung  der  Koeffizienten  übersieht  man  leichter,  wenn 
man  von  einem  allgemeinen  Reihenansatz  ausgeht,  mit  dem 
man  die  gegebene  Differentialgleichung  zu  befriedigen  versucht. 
Diese  Methode  gestattet  zugleich,  auch  lineare  Differential- 
gleichungen mit  allgemeinen  Koeffizienten  der  Form: 

zu  behandeln,  die  wir  in  Summenform  schreiben: 

2:i^*(*)-d/  =  0  (IIa) 

ifc=0 

Von  den  Koeffizienten  Pj^  (x)  setzen  wir  voraus,  daß  sie  sich 
in  Taylorsche  Reihen  entwickeln  lassen: 

(x  —  a)'*;|        (x — a)'*^    ^ 
oder  in  Summenform: 


oo 


P*(x)=2'7r-^^  (12a) 

wo  der  Exponent  der  AnfangsxK)tenz  fXj^  eine  endliche  ganze  Zahl 
sein  soll. 

Unter  Zusanmienfassung  von  (11  a)  und  (12  a)  schreibt  sich 
unsere  Differentialgleichung  jetzt: 

±|p»(-.>-'.*'-^  =  »  (Hb) 

Diesen  Ausdruck  multiplizieren  wir  mit  einer  solchen  Potenz 
(x  —  df,  daß  die  Gliederkoeffizienten  Pjfc(x)  die  Form  annehmen: 

P*(x)  =  (a:  — a)*{j>»o  +  P*i(a^  — ö)  + J>*2(aJ  — a)2+ }. 

Dies  ist  immer  möglich.    Es  kann  indessen  bei  einigen  Gliedern 
vorkommen,  daß   die  Entwicklung  der    {}    Klammer  mit  einer 

14» 
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Potenz  von  z  —  a  beginnt ;  jedoch  soll  dies  nicht  bei  allen  Gliedern 
der  Differentialgleichung  vorkommen. 

Statt  (11  b)  haben  wir  dann  folgende  Gestalt  der  gegebenen 
Differentialgleichung : 

Z^(^-«)*P*A(a:-a)^-^  =  0  (llo) 

Die  Gleichungsgestalt  heißt  die  Frobenius'sche  Normal- 
form *i). 

Wir  versuchen  nun,  dieser  Differentialgleichung  durch  eine 
Potenzreihe : 

oo 

y  =  {x-^aY  2^(h  {X  —  ay  (13) 

ZU  genügen,  die  mit  einem  noch  zu  bestimmenden  Anfangs- 
exponenten  q  beginnt  und  in  welcher  das  Bildungsgesetz  des 
Koeffizienten  a^  zu  ermitteln  ist. 

Wir  berechnen  aus  (13)  die  successiven  Differentialquotienten 
y'y" y^*^y<">  wie  folgt: 


oo 
r  =-2{v  +  Q){v  +  Q  —  l)(K{x-aY'^P-^ 

OO 

y(*)  =.2^{v  +  g){v  +  Q  —  l)...{v  +  Q-^k  +  l)a,{x-  aY+P-^, 


w=0 

die   wir  in   (llo)  eintragen,   unter  Benutzung  der  Abkürzung: 
wobei  wir  beachten  daß: 


+  Q){v  +  Q-l) (^  +  e-*+l)=[''"]^^] 

»achten  daß: 

['Vh'^^   «na    ['  +  ^]  =  . 

ist. 

Durch  die  Eintragung  schreibt  sich  jetzt  (11c) 

n       oo      oo  r     -l-      1 

Z  Z  HvkX  {x-afYY  k(a: -«)"+"  =  0 
*--o  A=o  v=o  L     *^     J 
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oder  anders  geordnet: 

i:  Z  Zvkx  a,  ["  t  ^1  (X  -  ar+P+^  =  0  (14) 

*=0  A^  v=0  L       *^       J 

Hier  kann  man  {x  -—  aY  vor  die  Summe  setzen  und  anderer- 
seits V  +  X  =  8  und  X  =  8  —  V  substituieren.  Durch  diese  letsstere 
Maßnahme  wird  festgesetzt,  daß  v  nie  größer  als  8  werden  kann, 
weil  sonst  Koeffizienten  pj^x  ^^  negativen  Indizes  vorkommen 
würden,  was  naoh  Ansatz  (12)  ausgeschlossen  ist.  Somit  wird 
die  Summe  (14): 

(X-  ayZ  I^  Ilvt,  ,-.Y  \  ^\a,{x-^aY  =  0        (lö) 
,=0  v=o  ifc=o  L     ''^     J 

Diese  naoh  Potenzen  von  (x  —  a)  fortschreitende  Reihe 
kann  aber  nur  dann  für  jedes  x  verschwinden,  wenn  die  Koeffi- 
zienten der  einzelnen  Potenzen  sämtlich  =  Null  sind,  d.  h. 
wenn 


(16) 


gut         iiivk.  '--rt^l^^^ 

Diese  Doppelsumme   ist  anzusetzen  für  alle  Werte  8  =  % 

=  0,  1,  2,  3, Die  einzelnen  Glieder  sind  Produkte  des 

unbestimmten  Koeffizienten  o^  mit  Faktoren: 

Po.<-v  +  Vl,x-Av  +  e)  +  P2.  i-v  (V  +  ö)(v  +  e  —  1)  +  .  .  .  . 

+  Vn^-Av  +  Q)(v  +  Q  —l) (V  +  Q^n+  1). 

Setzen  wir  jetzt: 

Pöi  +  Pite  +  P2t(e  — 1)  + 

+  Vn,iQ(Q  —  ^)"'(Q  —  n+  \)  =  fdQ), 

80  ergeben  sich  folgende  Spezialausdrücke : 

für»  =  0 :  /o  (e)  =  Poo  +  Pio e  +  P  20  e  (ö  —  1)  + 

+  VnoQ{Q—  1) {Q  —  n  +  l) 

i=l''fiiQ)  =  Poi  +  ViiQ  +  P2iQ(Q  —  ^)  + l    17a) 

+  PniQ(Q  —  l)"        '  .    -v 

»  =  2:/, (e)  =  Po2  +  Vy%^  +  P22Ö  (e  —  1)  + 


.(e-7i  +  l)f 
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Die  Summ©  (17)  schreibt  sich  aber  hiernach: 

^Pt.i-,\'"l^]=fi-AQ  +  v)  (18) 

und  die  Gleichung  (16): 

^2Jfi-AQ  +  v)c^.=  0,  (19) 

welche  anzuschreiben  ist  für  i  =  0,  1,  2,  3 Somit  ent- 
springen folgende  Gleichungen: 

/o(e)«o  =  0 

/i(e)«o  +  /o(ö  + 1)^1  =  0 


(20) 


fAQ)ao  +  h-i)(Q  +  1)^'  + +fo{Q  +  v)(^=0 

Dieses  Gleichungssystem  dient  zur  rekurrierenden  Berech- 
nung der  Koeffizienten  a^  in  der  folgenden  Weise. 
Zunächst  liefert  die  Bedingung: 

/o  (q)  »0  =  0, 
da  Aq  nicht  verschwinden  darf,  soll  anders  die  Entwicklung  (13) 
mit  der  Potenz  {x  —  af  anfangen,  die  Gleichung 

foiQ)  =  Poo  +  PioQ  +  PtoQiQ  —  '^)  + 

+  PnoQ{Q  —  l) (Q—n+  1)  (21) 

für  Q,  welche  vom  nten  Grade  ist. 

Liefert  diese  n  verschiedene  Wurzeln  q^ q^  so  ent- 
sprechen diesen  n  verschiedene  Potenzreihenentwicklungen  (13), 
deren  Koeffizienten  a^  sich  mit  unbestimmt  bleibenden  ag  aus  (20) 
berechnen  lassen.  Die  Formel  (21),  die  somit  für  die  Integration 
der  vorgelegten  Differentialgleichung  von  grundlegender  Be- 
deutung ist,  heißt  nach  Fuchs  „determinierende  Funda- 
mentalgleichung""). Hat  sie  nverschiedeneWurzeln,  dann  erhält 
man  nach  Berechnung  der  Koeffizienten  a^  aus  (20)  n  partikuläre 
Integrale  in  Gestalt  von  Potenzreihenentwicklungen.  Diese 
n  Integrale  sind,  wie  man  beweisen  kann,  voneinander  linear 
unabhängig  und  liefern  daher  mit  unbestimmten  Faktoren 
multipliziert  und  addiert  das  allgemeine  Integral  der  Differential- 
gleichung (10).  Die  Gesamtheit  dieser  Integrale  heißt  deshalb 
ein  Fundamentalsystem *3)  der  Differentialgleichung. 
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§  43.  Anwendnng  der  Integration  dureh  Reihen  snt  ein  Beispiel. 

Hat  die  Wand  des  Behälters  in  §  41  keinen  rechteckigen 
Querschnitt,  sondern  ist  die  Wanddicke  D  eine  Funktion  des 
Abstandes  x  vom  oberen  Rande  des  Behälters,  (Fig.  122)  so  bleiben 
zunächst  die  Formehi  (8),  (9),  (10)  des  §  41  dieselben.    Bei  der 


-i4  f* 


Fig.  122.  Wasserbehälter 
mit    parabolischem    Wand- 
querschnitt. 


-*^£L  r»- 


Fig.  123.    Wasserbe- 
hälter  mit  trapez- 
förmigem Wandquersohnitt. 


Ausführung  der  Differentiation  nach  x  (in  Gl.  (11))  hat  man  in- 
dessen am  beachten,  daß  D  von  x  abhängt,  und  muß  man  schreiben : 

l_^/z).^\  =  y._^??A  (1) 

12  dx*\^  dx»l      ^  Ä*  ^  ' 

Setzen    trir    hier   speziell   trapezförmigen   Querschnitt   voraus 
(Rg.  123): 

D  =  D^(l  +  ai); 

so  geht  (1)  über  in: 


12T?Z)o(l  +  a|)      12yft|^ 


(2) 
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12  fe* 


=L=     X 


=  A 


m: 


^[<^  +  °^>*-^]  +  ''''<^  +  "^)-^^  =  ^ 


(3) 


Dies  ist  eine  nicht  homogen  lineare  Differentialgleichung, 
die  wir  homogen  machen  durch  den  Ansatz 

Af  =  0. 
Durch  Ausführung  der  Differentiationen  erhalten  wir  jetzt: 

(l  +  af)*|^  +  6a(l+af)|^  +  6a*^  +  x,=0         (4) 

Diese  Gleiohiing  bringen  'wii  durch  Multiplikation  mit  {*  auf  die 
Frobeniufl'sche  Normalform  (11  o)  des  §  42: 

f*(l  +  2af  f  a«f*)|^  +  f»(6af+6a«f«)^ 


d« 


+  f».6a«f«^  +  xf«j?  =  0 


(6) 


(«) 


Aus  dieser  Form  schreiben  wir  sunäohst  die  Koeffizienten 
Vn  Wn: 

P»  =  1   P«  =  2  a   p«  =  a«     P48  =  0    

P8o  =  0   P8i  =  6a  p„=6a*  p«,  =  0    

P»  =  0   P«i  =  0      PM  =  6a*  Pm  =  0    

Pio  =  0   Pu  =  0      Pu  =  0      Pi»  =  0    

Poo  =  0   Poi  =  0      Pm  =  0       Po»  =  0    Po4  =  x 
Mit  diesen  Werten  finden  sich  die  Größen  /,-  [q): 

U  (e)  =  e  (e  - 1)  (e  -  2)  (e  -  3) 
h  (e)  =  6ae-  (e  - 1)  (e  -  2)  +  2ae  (e  - 1)  (e  -  2)  (e  -  3) 

=  2ae»(e-i)(e-2) 
/,  (e)  =  a*[6e  (e  - 1)  +  6e  (e  - 1)  (e  -  2) 

+  e(e-i)(e-2)(e-3)]  =  a«e»(e-i)(e  +  i) 
/.  (e)  =  0 
/« (e)  =  x 
/6(e)  =  o  /,(e)  =  o 


(7) 
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Mit  diesen  Größen  wird  das  rekurrierende  Gleichungssjstem  (20) 

§  42  aufgestellt  und  aus  diesem  die  Koeffizienten  üqUi 

bereohnet. 

Man  erhält  mit  unbestimmt  bleibenden  a^i 

ö,  =  — aj,.4a» 


Q+l  '         •     "  Q+2 

Q 


e  +  3 

""    y+T~    (Q  +  l)(Q  +  2)(Q  +  3)(Q  +  4)   / 

^ ^  (a^,_Q ^^a(Q  +  2) \ 


»•=  +«o(7a* 


{Q+l)(Q  + 


e  +  6 
4xaMg'+llg+  15) \ 

-2)(e  +  3)(e  +  4)(e  +  5)(e  +  6)/ 


usw. 


Setzt  man  hier  q  der  Reihe  nach  gleich  den  ?ich  aus  der 
determinierenden  Gleichung  ergebenden  Werten  0,  1,  2,  3,  so 
finden  sich  nach  Ansatz  (13)  §  42  vier  verschiedene  Reihen  für  rj, 
die  4  voneinander  unabhängige  partikuläre  Integrale  (ein  Funda- 
mentalsystem) der  Differentialgleichung  (5)  darstellen.  Das  all- 
gemeine Integral  wird  damit : 

'?=^{^-TT2^-^*  + ) 

+  B^ll—aS  +  a'P  —  aßS*  +  U* 

\  2. 3-4. 5-6  j^  ^  I 

+  Cf «  jl  —  i- a  f  + -i  a«  f »  — -?- a»  f « 

fa  Q  12 


2-3-4-5 


218 


Differentialgleichungen  höherer  Ordnung. 


WO  A,  B,  C,  D  die  unbestimmten  Konstanten  sind,  die  aus  den 
Grenzbedingungen  zu  berechnen  sind. 


§  44.    Autsuchung  des  Fundamentalsystems,  falls  die  Wurzeln 
der  determinierenden  Gleichung  nicht  sämtlich  yerschieden  sind. 

I.  Das  Verfahren  des  §  42  ißt  nicht  in  vollem  Umfange  an- 
wendbar, wenn  die  determinierende  Gleichung  mehrfache  Wurzeln 
hat,  oder  wenn  die  Differenzen  einiger  Wurzeln  ganze  Zahlen 
sind. 

Der  Fall  mehrfacher  Wurzeln  reduziert  offenbar  die  Zahl 
der  unabhängigen  partikulären  Integrale,  während  im  Falle 
ganzzahliger  Wurzeldifferenzen  die  Koeffizienten  a^  teilweise 
unendlich  werden,  wie  eich  aus  folgendem  Ansatz  für  diese  Koeffi- 
zienten ergibt: 

aoAv(ß) 


tty     = 


(1) 


/o(e  +  i)-/o{e  +  2) /o(e  +  v) 

Gibt  es  ganzzahlige  Wurzeldifferenzen,  bo  können  offenbar 
im  Nenner  von  (1)  Größen  /^  (q  +  m)  auftreten,  die  den  Nenner 
zum  Verschwinden  bringen  und  a„  also  unendlich  maohen. 

Die  Größe  Ay  (q)  ist  gegeben  durch  folgende  Determinante: 

/i(e  +  v-i)/,(e+v)-2 /.-i(e  +  i)/v(e) 

/,(e  +  r-i)/i(e+v)-2 /,_2(e  +  i)/,_i(e) 

0  /o(e  +  >')-2 /,_3(e  +  i)/._2(e) 

0  0         /o(e  +  i)     h(Q) 

Die  Richtigkeit  dieses  Ansatzes  kann  man  leicht  an  dem 
niedrigsten  Koeffizienten  a^  der  rekurrierenden  Entwicklung  (20) 
§  42  verifizieren.    Es  ist  z.  B.: 


aaq)  =  {-iy 


7o(e  +  i) 


=  — «0 


/i(e) 

fo(Q  +  l) 


7o(e  +  i)/o(e  +  2) 


=  a. 


/i(e)/i(e  +  i)-/o(e  +  i)A(e) 


/o(e  +  i)/o(e  +  2) 


(3) 


USW. 


Die  im  Absatz  1  gedachten  Möglichkeiten  betr.  die  Wiu'zeln, 
lassen  sich  in  einer  gemeinsamen  Ausdrucksweise  fassen,  wenn  man 
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sagt,  daß  unter  den  Wurzeln  solche  vorkommen,  deren  Differenz 
entweder  ganzzahlig  oder  Null  ist.  Alle  Wurzeln,  die  diese  Eigen- 
schaft haben,  fassen  wir  in  einer  Würze  Igruppe^^)  zusammen.  Es 
sei  Qq  die  größte  Wurzel  der  Gruppe.  Die  weiteren  Wurzeln  seien 

Q^Q^ Q^,  so  daß  fi  +  l  Wurzeln  zur  Gruppe  gehören. 

Diese   Wurzeln  seien  nach  ihrer  Größe  geordnet,  so  daß  gilt: 

Qa'>Qa  +  l' 

Zunächst  findet  man  ohne  weiteres  ein  partikuläres  Integral 
durch  den  Ansatz  (13)  §42,  wenn  die  a^  demGleichungssystem  (20) 
§  42  genügen  und  p  =  ^o  gesetzt  wird: 

oo 

y(0)  =  (a;  —  a)P^  ^  o,  (x  —  ay  (4) 

y=0 

Aus  diesem  partikulären  Integral  leitet  man  das  zur  Wurzel  Qj^ 
der  Gruppe  gehörige  ab  durch  den  Ansatz: 


(5) 


Wir  sehen  davon  ab,  für  diesen  Ansatz  einen  Beweis  zu  geben, 
und  verweisen  dieserhalb  auf  die  Literatur. 

Die  Formel  (5)  kann  man  durch  Ausführung  der  x-fachen 
Dififerentation  noch  etwas  ausgestalten: 

y,„  =  (x-an|:|^^+x^lg(.-a) 

x(x  — l)8«-«a„,  -, 

+     1.2     ae-^  ig*(a^-a) 

^  1.2-3  aß*-3    ^  ^  ' 

+  aAg'(x  —  a)\         x^  (6) 


;  —  a)  x^ 

\p='Px 


Es  treten  also  im  Falle  mehrfacher  oder  sich  durch  ganze 
Zahlen  unterscheidender  Wurzeln  der  determinierenden  Gleichung 
die  partikulären  Integrale  als  logarithmenbehaftete  auf. 

Die  Bedingung  dafür,  daß  das  zur  Wurzel  Q  =  Qt  gehörende 
Integral  nicht  logarithmenbehaftet  ist,  liegt  in  dem  Erfülltsein 
der  Gleichungen: 
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=  0_ftir  v  =  ß;,_2  — ßx;     Q  =  Qx 
=  Ofär  V  =  Qx-3  —  Qx',     Q  =Qx 


dQ 


dQ» 


Otmv==QQ  —  Q^;     Q 


(6a) 


Ist  eine  einzige  dieser  Gleichungen  nicht  erfüllt,  dann  ist 
das  zn  Q  =  Qjf  gehörige  Integral  logarithmenbehaftet. 

n.  Um  ein  Beispiel  zu  geben,  greifen  wir  zurück  auf  Fig.  122, 
§  43   und   setzen   jetzt   den  Querschnitt  der  Behälterwand  als 

Dreieck  voraus  (Fig.  124).  Dann  geht 
die  Differentialgleichung  für  die  Ver- 
schiebungen Tj  über  in: 


mit: 


$[^1^]+^^^-'^='   (^> 


X  = 


12  A* 


Fig.  124.     Wasserbehälter 
mit  dreieckigem  Wand- 
querschnitt. 


u 
Die    Gleichung    (7)    bringt    man 
durch   die   Substitution: 


auf  die  Form: 


d»  r^,  d^ul   ^         ^       ^ 


(8) 


Durch  Ausführung  der  Differentiation  entsteht  die  Differential- 
gleichung: 

^   d^u  cPu  d^u 

^'^  +  «^*d|r  +  6^^  +  -f«  =  0.  (9) 

Bringen  wir  die  Gleichung   (9)   nach  Gleichung   (11  c)   §  42 
auf  die  Frobeniussche  Normalform,  so  entsteht: 
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d^u  cPu  d^u 

Hiernach  schreiben  sich  die  Koeffizienten  p^  x  der  Normalform  an 

wie  folgt: 

P40  =  1;  Va\  =  0;  Vit  =  0;  P43  =  0;  2)44  =  0 

Pso  =  Ö5  Pzi  =  ö;  Pa«  =  ö;  Psa  =  ö;  P84  =  ^ 

Pao  =  ö;  p„  =  0;  p^^  =  0;  p^  =  0;  p^  =  0         \  (11) 

Pio  =  ö;  Pii  =  0;  Pia  =  0;  p^  =  0;  Pu  =  0 

Poo  =  0;  Pol  =  0;  Pos  =  ^;  Pos  =  0;  Po*  =  0 

Nach  Vorschrift  von  (17a)  §  42  finden  sich  hieraus  folgende 
Ausdrücke  für  die  Größen  /^  (q),  die  für  die  Koeffizienten  a^  der 
Keihenentwickelung  bestimmend  sind: 

/«(e)  =  6e(e  — l)  +  6(e  —  l)(e-2)  +  e(e  —  l)(e  — 2(^—3)1    J2J 


(13) 


(14) 


=  e*(e  — l)(ö+l) 
fi(Q)  =  0;    U(Q)  =  x;    /3(ß)  =  /,(e)  =  ....  =  0. 
Die  determinierende  Gleichung 

/«(e)  =  eMe-i)(e  +  i)  =  o 

liefert  jetzt  folgendes  Wuizelsjrstem : 

ei  =  o 
e.  =  o 
e.  =  -i 

d.  h.  alle  Wurzeln  bilden  im  Sinne  unserer  Definition  eine  Wurzel- 
gruppe. 

Zunächst  liefert  ^  =  ^^^  =  1  eine  logarithmenfreie  Entwicke- 
lung 

v  =  0 

in  welcher  sich  die  Koeffizienten  o^  durch  die  Ansätze  (1)  und  (2) 
§44  bestimmen.  %  ist  eine  willkürliche  Konstante,  über  die 
wir  verfügen  können.  Ohne  die  Verfügungsmöglichkeit  vorläufig 
zu  beschränken,  setzen  wir 

ao  =  C'f,(Q  +  l)f,{Q  +  2) foiQ  +  e)  (16) 

wo  wir  €  =  ^0  —  Qfi==  Qo  —  Qz  =  ^  ^^  vorliegenden  Falle  zu 
nehmen  haben.     Dann  wird 
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CAAe) 


"'      /o(e  +  3)/o(e  +  4)..../,(e  +  v)  ^^^^ 

Der  Zweck  des  Ansatzes  (16)  wird  jetzt  klar:  kein  a^  kann  für 
irgend  ein  ^  =  ^^  (/i  =  0,  1,  2,  3)  unendlich  werden,  was  vorher 
der  Fall  war. 

Nunmehr  richten  wir  unser  Augenmerk  auf  die  Determinanten 
Ay(Q),  Wir  schreiben  ausführlich  [mit  Beachtung  der  /^  (q)- 
Werte)  unter  (12) 


AAq)  =  (—IY 


0  X  0  .. 

f^(Q  +  V—l)  0  X 

0  foiQ  +  v  —  2)  0 

0  0  /^(^  +  v_3).., 


(18) 


In  der  ersten  Zeile  steht  nur  das  eine  Element  x;  es  liegt 
nahe,  dieses  vor  die  Determinante  zu  setzen,  und  es  findet  sich 
nach  einem  sehr  bekannten  Satze  der  Determinantenlehre  (z.  B. 
Hütte,  1908.  I,  S.  49): 

AAQ)  =  {—in—i)x 


(19) 


Hier  kann  man  offenbar  wieder  das  alleinige  Element  der  ersten 
Kolonne  /o  (^  +  v  —  1)  heraussetzen,  und  man  erhält: 


0 
0 

-1) 

0 

/o(e  +  ''- 

0.... 

X 

-3)0.... 

A,{Q)  =  {—l)''(—l)xf,{Q  +  V—l) 


0 

foiQ  +  v- 


X  0. 

-3        0  X. 


(20) 


Jetzt  hat  die  Determinante  wieder  die  Gestalt  (18),  und  man 
sieht  sofort,  daß  der  bisherige  Prozeß  fortgeführt  werden  kann: 
durch  Heraussetzen  von  —  ^  '  /o  [^  +  v  —  (2  »  +  1)] ; »  =  0, 1, 2,  . . 
wird  die  übrigbleibende  Determinante  der  beiden  obersten  Zeilen 
und  der  beiden  linken  Kolonnen  beraubt.  Wie  sich  aus  (2)  §  44 
ergibt,  hat  die  Determinante  A^ig)  v  Zeilen  und  v  Kolonnen. 
Offenbar  kommt  es  jetzt  darauf  an,  ob  v  gerade  oder  ungerade 
ist.    Setzen  wir  im  ersten  Fall  r  =  2yM,  so  kann  man  den  Prozeß 
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(2»  +  l)]zunächBt(/i— 1)- 


dea  Heraussetzens  von — ^  folQ  +  V' 
mal  ausführen,  so  daß  sich  ergibt 

^4(e)  =  (— 1)2''(— ly-ix^-i./oCe  +  V— i)./,{e  +  V— 3) 

'""  /„(e  +  2^  — (2^— 3» 


0        X 


(21) 


Daß  wir  in 


.    ,  V  /x    tatsächlich    die    Restdeterminante 
/o  (e  +  1)  ö 
vor  uns  haben,  ergibt  sich  aus  der  Betrachtung  von  (2)  §  44. 

Die  Restdeterminante  hat  aber  den  Wert 

so  daß  sich  für  A^ig)  endgültig  findet 

A[{Q)  =  {—lY'xf^f.iQ  +  l)..../o(e  +  2fi  —  l)         (22) 

Ist  dagegen  v  ungerade,  so  wird  die  Bestdeterminante: 
0  X        0 

/,(e  +  2)     0      X 
0     /o(e  +  i)o 

Hithin  ist  A^ig)  für  alle  ungeraden  r  Null.     Jetzt  können  wir 
Näheres  über  die  Koeffizienten  Oy  in  (15)  aussagen.     Man  hat 

Cfo{g  +  l){—irx'^ 


= X 


/o(e  +  2)x 

0       0 


Oy   = 


72^    /o(e  +  4)----/o(e  +  2A*) 

und  wegen 

ao  =  C/o(e  +  l)/o(e  +  2)[vgl.  (16)] 

als  Beihenentwickelung : 

«  =  cf^(Q  + 1)^"  L  +  i)(e  +  2)»(e  +  3)— xf» 

+ 


(23) 


x«|' 


tt* 


(e  +  3)(e  +  4)Me  +  5) 

x»|« 


(e  +  3)(e  +  4)«(e  +  5)*(e  +  6)»(e  +  ?) 

Für  den  Wert  in  der  Klammer  schreiben  wir 
0  (S,  Q) 
und  es  gilt  demnach  für  ^  =  ^j  =  1  die  Reihe 

w  =  C'./,(e +  1)10(1,1) 


+ 


■■) 


(24) 


(25) 
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als  partikuläres  Int^pral,  welches  die  Grestalt 

2x1»      .      2x»f*  2x»f« 

i;o " 


«(eo)  =  f  1 


+ 


+ 


u 


)(26) 


3!4!       '       5!6!  7!8! 

annimmt,  sobald  man  {q  +  1)  (^  +  2)'  {q  +  3)  aus  der  Klammer 
heraussetzt  und  zur  willkürlichen  Integrationskonstanten 
Ofo{Q  +  1)  hinzufügt. 

Die  Frage  nach  drei  anderen  partikidären  Integralen  er- 
fordert zunächst  die  Diskussion  der  Bedingungen  (6a)  der 
Logarithmenfreiheit.  Ist  das  Integral  u  (qi)  logarithmenbehaftet  ? 
Wir  bilden  (vgl.  6  a): 

v  =  Qo  —  Qi  =  ^  (27) 

und  setzen: 

AAQ)  =  ^i{Q)  =  (-l)fi(Q) 
/i  (q)  ist  aber  0  (vgl.  12);  also  kommen  in  dem  zu  ^^  =  0  gehörigen 
partikulären  Integral  keine  Logarithmen  vor. 

Gehen  wir  dazu  über,  das  Integral  u  (q^)  in  der  gleichen 
Weise  zu  untersuchen 
Wir  bilden: 

^  =  Qi  —  Q2  =  ^] 
y  =  eo  — ft  =  M 


und  setzen 


A,(Q)  =  {— 1)0.1 


dA,(Q) 


^/i(g) 


(28) 


dg  dq 

Hier  verschwindet  Aq  (q)  nicht  für  q  =  q^,  also  ist  u  {q^)  sicher 
ein  logarithmenbehaftetes  Integral. 

Schließlich  ergeben  sich  für  u(q^)  die  analogen  Ansätze: 

v  =  Qt  —  Q3-=l 

v  =  Qi  —  Q9=^ 
v  =  00  —  ^8  =  2 

und  mit  diesen  die  Determinanten 

^i(e)  =  —fi(Q) 


8* 


Öß» 


8y 


foie  +  1)0 


dQ 


8» 


d^ 


k{Q+l)Q{Q  +  2) 


=  — x(12e»  +  24e  +  10). 


(29) 
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Hier  verschwinden  für  ^  =  ^3  =  —  1  nur 
dagegen  wird 


A^{q)  und— A^{q) 


für  ß  =  —  1  gleich  2x;  ea  verschwindet  nicht,  folglich  ist  auch 
^(^3)  logarithmenbehaftet.  Zur  Entwickelung  der  3  Integrale 
u  (^1),  u  (q^)  und  u  (^3)  selbst  greifen  wir  zurück  auf  den  Ansatz 
für  u 

u  =  Gfo{Q  +  l)&'0{i.Q)  (30) 

Von  hier  aus  bilden  wir 

_a_ 


«(ffi)  =  c^^[/o(e+  i)f''ö(f,e)]p-p.-o 


(31) 


Jp  =  0 

Da  /o  (ß  +  1)  tür  ^  =  0  verschwindet  und 
wird,  so  bleibt  übrig  (nicht  mit  Logarithmen  behaftet,  wie  vor- 


tt(ei)  =  2C[G(f,e)l>  =  o  (32) 

d.  h.  unter  Fortlassung  der  Konstanten  2  G  die  Reihe  und  Ab- 
sonderung eines  Faktors  1  •  2  •  2  •  3 

ki^  h^£^         lc^£^ 

Zur  Gewinnung  von  u  (^2)  ^^^  mskn  zu  bilden: 

"(e»)  =  ^-^  t^»(«  + 1)  f"  ö  (f.  e)]p = 0 

=  cff/'öd.e)  j-^/,{e  + 1)  +  2igf -^/o(e  + 1) 
+  ig«f/«(e  +  i)} 

Hort,   Differentlalffleicbungen.  1  ^ 


226  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung. 

Mit 

[/o(e  +  l)].  =  o  =  0;     |^-A./^(e  +  i)j  ^    =2; 

[^^•^^  +  4  =  0  =  ^^ 


erhält  man: 


«(e,)  =  cr{(io  +  4igf)[ö(i.e)],=o  +  4[-^ö(f,e)]     |  (34) 

Zur  Ansetzung  von  u  (q^)  schreiben  wir 


und  finden: 


«(e,)  =  -60f-ij[^^]^  _,  +  K'4  -^'^^y^^ 


weil 

/o(e  +  i).   — g^ — .   — ^^i — 

für  Q  =  —  1  verschwinden  und 

wird. 

Für  das  allgemeine  Integral  findet  sich 

+  i.j-.jw[«,l,„[__^  +  [-ifl(f,.)[__J 

Die  Gestalt  der  durch  die  eckigen  Klammem  dargestellten 
Reihen  kann,  soweit  sie  oben  nicht  schon  angegeben  sind,  leicht 
berechnet  werden. 
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§  45.  Simultane  gewöhnliche  Differentialgleichungen  im  allge- 
meinen.   Systeme  erster  Ordnung. 

I.  Wir  haben  bisher  nur  solche  gewöhnliche  Differential- 
gleichungen betrachtet,  bei  denen  eine  abhängige  und  eine 
unabhängige  Variable  vorkamen. 

Kommen  mehr  als  eine  abhängige  Variable,  z.  B.  x^  und  X2 
und  deren  Differentialquotienten,  in  einer  Differentialgleichung  vor : 

^{"■"'■^■^ )-o  (" 

80  ist  diese  Gleichung  zur  Bestimmung  weder  von  x^  noch  von  x^ 
hinreichend.  Es  muß  noch  eine  zweite  Gleichung  hinzukommen, 
etwa 


"('■■ '-  ^'  t )=« 


(2) 


Zwei  in  dieser  Weise  zusammengehörige  Gleichungen  nennt  man 
ein  System  von  simultanen  Differentialgleichungen. 

Die  Zahl  der  Gleichungen  eines  Systems  muß  stets  gleich 
der  Zahl  der  abhängigen  Variablen  sein. 

II.  Zunächst  betrachten  wir  ein  simultanes  System  von  n 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  der  Form: 

-^  =  /i<(^i,  «a, iCn,  y);     »=  1,  2,  ....n        (3) 

Durch  Differentiation    dieser  Gleichungen  nach  y  ergibt  sich: 

dfii 

Hier  sind  die  -^ —  aus  (3)  ermittelbare  Funktionen  von  Xi,  Xj, . . . 

OXx 

x^,  y,    mithin    sind    die    rechten    Seiten    von    (4)    ebensolche 

dXx 

Funktionen,   daß   man    die  Differentialquotienten  -j—    aus    (3) 

einsetzen  kann. 
Wir  schreiben 

d^Xi 
-^-r  =  /2t(^i'  ^2» on,  a:,y);  »=  1,  2,  3...n       (5) 

Fahren  wir-  in  derselben  Weise  fort,  so  erhalten  wir  sämtliche 

d'^Xi 
Differentialquotienten  -^ —  in  der  Gestalt 

Ib* 


228  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung. 

-5 —  =  /x»(a?i,  a?2 ^n,  y) ;  1     o     o  ^       (ö) 

ttyx  X=l,2,d n 

Aus  jedem  System  von  n-Gleichimgen: 

-^  =  /xt(«i,a?i, a^n,  y);    >«=1,2,  3 n      (7) 

kann  man  nun  folgende  n  —  1-Variabeln  eliminieren: 

^l>  ^81 ^t— 1>  ^i— 2» ^n» 

wodurch  eine  Gleichung  entsteht,  die  nur  noch  enthält:  x^  y, 
und  die  n  ersten  Differentialquotienten  von  z^  nach  y: 

d^Xi  _ 

^      "  =  ' "• 

Es  ist  dies  also  eine  Difierentialgieiohimg  erster  Ordnung  zwischen 
Xi  und  y: 

In  analoger  Weise  kann  man  auch  für  die  übrigen  abhängigen 
Variabein 

X^  •  .  •  •  X^ — j  X^ — 2  •  •  •  •  X^ 

Differentialgleichungen  nter  Ordnung  aufstellen,  aus  denen  die 
Variabein  nach  den  früher  angegebenen  Methoden  bestimmt 
werden  können. 

Es  handelt  sich  also  um  einen  Eliminationsprozeß,  der  die 
Herstellung  einer  Differentialgleichung  höherer  Ordnung  mit 
nur  einer  abhängigen  Variabein  zum  Ziel  hat. 

m.  Einfaches  Beispiel. 

Das  simultane  System  laute: 

dx^ 

-^  +  Sx.  +9x4  =  0 

dx^       _ 

-j^  —  7  Xi  +  3  a;.  =  0 
dy  ^  * 

Differentiert  man  die  erste  Gleichung  nach  y,  so  kommt: 
d^Xj^  ^  dT..       ^  dx, 


(9) 


^  ^   =_8i^-9-^  (10) 

dy^  dy  dy 

dx-t  dxn 

Setzt  man  hier  für  -7-^  und  -r-^  ihre  Werte  aus  (9)  ein,  so  kommt: 
dy  dy  ^  ' 
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d^x    - 

-^  =  8(8a:i  +  9a;,)-9(7a;i- 3.r,) 

oder 

cfix, 

-^  =  x,  +  Q9x,  (11) 

Eliminiert  man  aus  (11)  und  (9  a)  die  Variable  2^2,  so  kommt: 
d^  X*  dx^ 

Diese  I>i£feientialgleiohung  wird  aber  allgemein  integriert 
durch  den  Ansatz: 

x^^^Ae^^v  +  B^^v  (13) 

wo   Jii  und  X^  die  Wurzeln  der  Gleichung  zweiten  Grades  sind: 
i«  +  11  A  +  87  =  0  (14) 

Für  x^  erhält  man  auf  analogem  Wege 

x^=^Aef^v  +  Bef^v  (15) 

wo  fii  und  /i|  als  Wurzeln  von 

7/A«  +  67;i  +  529  =  0  (16) 

zu  bestimmen  sind. 

IV.  Ist  das  gegebene  simultane  S3mtem  nicht  erster,  sondern 
höherer  (etwa  m-ter)  Ordnung  in  bezug  auf  die  Differential- 
quotienten, so  kann  man  es  auf  ein  System  erster  Ordnung 
zurückführen.    Das  System  sei  gegeben  durch: 

dx^ 

~jZm  ^^ '  *  ^^1'  ^*' ^^*  ^1  i^t  »"'^n  I  •  •  •  > 

^(m-D^^m-i) a:Jr~'',y);     »  =  1.2 n  (1) 

Setst  man  hier: 

fy       =/!(»( x„,x{ *„, a;i'»-" a;<,"-^>,  y), 

so  haben  ym  für  die  m  mal  n  abhängigen  Variabein: 

Xi,  Xi', xl"-*»;   i=  1 n 

die  m  mal  n  Gleichungen  (2)  des  Systems  erster  Ordnung,  welches 
wie  unter  II  behandelt  wird. 


(2) 
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§  46.  Ein  Beispiel  simultaner  Diflerentialgleiehimgen  mit  konstanten 
Koeffizienten:    Damphnasehine  mit  Regulator ^^). 

I.  Die  simultanen  Differentialgleichimgen  spielen  in  der 
Dynamik  eine  wichtige  Rolle,  wenn,  was  äußerst  häufig  der  Fall 
ist,  die  Bewegung  des  untersuchten  Systems  durch  mehrere 
Variabein  bestimmt  ist.  Dann  verlangt  die  Lösimg  der  dyna- 
mischen Aufgabe,  daß  sämtliche  Variabein  in  ihrer  Abhängigkeit 
von  der  Zeit  t  bestimmt  werden.  Es  wird  sich  also  um  die  Auf- 
stellung von  soviel  Differentialgleichungen  handeln,  als  ab- 
hängige Variabele  vorhanden  sind.  Und  da  in  jeder  Gleichimg 
im  allgemeinen  mehrere  Variabein  vorkommen  werden,  so  wird 
es  sich  um  ein  simultanes  System  handeln. 

II.  Ein  oft  behandeltes  und 
technisch  wichtiges  Beispiel  ist  das 
Zusammenwirken  einer  Dampfma- 
schine mit  ihrem  Regulator. 

Zuvörderst  stellen  wirdiekinetische 
Energie  L  des  ganzen  aus  Dampf- 
maschine und  Regulator  bestehenden 
Systemes  auf.  Den  von  der  Dampf- 
maschine herrührenden  Teil  fanden 
wir   bereits  in  §  34: 


Ln  = 


E{d^) 


(-)• 


(1) 


Regulator. 


Für  den  Regulator  leiten  wir  die 

Energie    Lj^    im    folgenden    ab.      Es 

handele  sich   um  einen  gewöhnlichen 

Federgewichtsregulator  nach  Fig.  125. 

Lji  setzt    sich  zusammen    aus    den  kinetischen    Energien 

der  Schwungkugeln  imd  des  Muffengewichts.    Die  Wirkungen  der 

Gestängemassen  denken  wir  uns  durch  geeignete  Zuschläge  zu 

den  Massen  der  Kugeln  bzw.  des  Muffengewichtes  berücksichtigt. 

Femer  denken  wir  uns  die  von  -j-  herrührende  Rotationsenergie 

des  Muffengewichtes  bei  dem  rotierenden  Teil  der  Dampfmaschine 
berücksichtigt. 
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Ein  Schwungkugelmittelpunkt  hat  die  Koordinaten: 

X  =  l  {l  COB  t) 

y  =z  (a  +  Z  sin  t)  cos  ö-  (2) 

z  =  {a  +  1  sin  t)  sin  ö- 
Der  Mittelpunkt  der  Muffe  hat  die  Kordinate 

a;  =  2Z(1— cos  t),  (3) 

wobei  X  gerechnet  ist  von  der  bei  t  =  0  eintretenden  System- 
lage. Durch  Differentiation  nach  der  Zeit,  Quadieren  und 
Addieren  findet  man  das  Geschwindigkeitsquadrat  für  die 
Schwungkugeln : 

■'=(S)"+(^)'+(f-(^)"+<«+'*')'(S)'<^' 

(e: 

-=(S)'-'-"(5)' 

idet  sich: 

4[KS)"+'«+"^-)'(S)]''.+*""»-(ff)«.]<») 

Die  Gesamtenergie  des  Systems:  Dampfmaschine-Regulator 
ist  jetzt 

L  =  Lj,  +  Lji  (7) 

Zur  Gewinnung  der  Bewegungsgleichungen  führt  man  die 
im  §  34  unter  (12)  angegebenen  Differentiationen  an  L  sowohl 
für  die  Variabele  d-  wie  für  r  aus  und  erhält  als  linke  Seiten 
der  Bewegungsgleichungen 

d     8L         BL  ^gj 


bzw. 

(9) 


Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  werden  wieder  durch 
die  Kräfte  gebildet,  die  die  Koordinaten  ^  bzw.  x  beeinflussen. 


und  für  die  Muffe: 

Nunmehr  findet  sich 


dt  ^d^ 

d^ 

'dt 

d     8L 

BL 

dt      dx 
'dt 

dx 
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Bezüglich  d-  ist  uns  bereits 

F{9')  =  r{T—W)  (10) 

als  beeinflussende  Kraft  bekannt. 

Für  das  Weitere  ist  zunächst  über  die  Abhängigkeit  der 
Kraft  -F(^)  vom  Begulatorausschlag  t  Verfügung  zu  treffen. 
Der  Regulator  wirkt  ein  auf  das  Dampf  druckmoment  r  T,  dessen 
mittleren  Wert  r  T^  er  ändert.  Mit  steigendem  Regulator 
nimmt  T^  ab  und  umgekehrt.  Diese  Abhängigkeit  fixiert  man 
durch  die  Gleichung: 

Um  den  Wert  rT^  oszilliert  das  Dampfdruokmoment 
entsprechend 

rT  =  r(To  —  kT)  +  rT(9^) 

Für  das  Weitere  sehen  wir  jedoch  vom  Einfluß  der  Oszilla- 
tionen ab  und  schreiben 

r{T—W)  =  r{TQ  —  kx—W) 
Für   T  ermitteln  wir  die  Kräfte,  die  auf  das  Schwungkugel- 
system nebst  Muffe  einwirken. 

Zunächst  haben  wir  den  Einfluß  der  Momente  der  Gewichte 
Ml  und  M2  mit 

(M2  +  2Mj)glsinr  (11) 

und  desjenigen  der  Feder  mit 

/Z(l— cos  r)sinT  (12) 

zu  berücksichtigen.  Hierzu  kommt  noch  die  Wirkung  der  Öl- 
bremse, deren  an  der  Muffe  angreifende  Bremskraft  wir  pro- 
portional der  Bewegungsgeschwindigkeit 

2lamr-j— 
dt 

der  Muffe  mit 

Äsinr^  (13) 

ansetzen. 

Auf  die  Schwungkugeln  reduziert,  ergibt  sich  das  Moment 
der  Bremskraft: 

21 B  Biliar  ^  (14) 

at 
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Alle  am  Begiilator83^tem  angreifenden  Kräfte  sind  negativ 
auf  der  rechten  Seite  anzusetzen,  weil  sie  dem  Wachsen  von  % 
entg^enwirken. 

Aus  Vorstehendem  resultieren  die  Bewegungsgleichungen: 


und 

1^{M^  +  4tM^8m^T)  -^  +  4tl^M^8mxooBxl—\ 

—  IM^ia  +  /sinT)cosTl--7— I   =  — {M^  +  2M^)glsiar 

— /;(1  — oo8T)sinr  — 2ZjBsin«r4^  (16) 

dt 

Dies  ist  ein  simultanes  Differentialgleichungssystem  mit 
2  abhängigen  Variabein  *  und  z  und  einer  unabhängigen  Vari- 
abein t. 

Die  Natur  der  Aufgabe  gestattet  einige  weitere  Verein- 
fachungen, deren  Berechtigung  man  durch  zahlenmäßige  Ab- 
schätzung nachweisen  kann,  worauf  wir  hier  allerdings  nicht 
eingehen.  Zunächst  vernachlässigen  wir  in  L{^)  alle  Glieder 
die  nicht  das  Schwungrad  der  Maschine  als  Faktor  enthalten, 
womit  Gleichung  (15)  übergeht  in 

^^  =  ''^'^o-f'r-W)  (17) 

Weiter  formen  wir  Gleichung  (16)  auf  kleine  Schwin- 
gungen um,  d.  h.  wir  setzen: 


(18) 


und  vernachlässigen  alle  Glieder,  welche  Produkte  von  rj  und  od 
bzw.  ihrer  Differentialquotienten  enthalten.  Wir  behandeln 
also  nur  kleine  Ausschläge  t  des  Regulators  von  einer  Anfangs- 
lage Tq  aus  gerechnet  und  ebenso  nur  kleine  Schwankungen 
Cd  einer  Anfangswinkelgeschwindigkeit  coq  der  Maschine. 


(20) 
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Femer   lesen   wir   aus    (16)   für  einen   Beharrungszustand 

r,  =con8t:     -^  =  0.  —  =  0 

die  Beziehung  ab: 

Z  ifj  (a  +  Z  sin  r^)  cos  x^o)^  =  {M^  +  2  M^  gl^mx^ 

+  /i(l_C08To)8inT^  (19) 

Mit  diesen  Festsetzungen  und  nach  Einführung  der  Ab- 
kürzungen : 

m  =  ZMJ^2  +  4  if  1  sin«  To) 
b  =  2BI sin»  t© 
c  =  fl[(l  —  cos  To) COS  To  +  sin*  To] 

+  (if  2  +  2  Mj)  g  l  cos  To  —  l^  M^  cos  TqCOo» 
X  =  2  /  M^  (a  +  ^  «in  Tq)  (Oq 
erhalten  wir  statt  der  Gleichungen  (16)  und  (17): 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  eliminieren  wir  od,  indem 
wir  21a  diff erentiieren : 

du)         1  /     d^rj  d^rj  drj\ 

welchen  Wert  wir  in  21b  einführen: 

d^T}    ..d^V.df)        krx  {T,-kr,-W) 

"*-dt»-  +  *-d<r  +  ß^  +  -0- '?-»'« e (22) 

Aus  dem  simultanen  System  haben  wir  jetzt  eine  einzige 
lineare  Gleichung  3.  Ordnung  mit  konstanten  Koeffizienten  er- 
halten, die  nach  §  40  weiter  behandelt  wird. 


§  47.     Die  Zentralbewegung   als  Beispiel  eines  Systems  nicht- 
linearer  simultaner  Diflerenüalgleichungen. 

Unter  Zentralbewegungen  im  allgemeinen  versteht  man  alle 
diejenigen  Bewegimgsvorgänge,  bei  denen  ein  Körper  dem  Ein- 
fluß einer  nach  einem  bestimmten  Punkte  (der  nicht  fest  zu 
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sein  braucht)  gerichteten  Kraft  unterworfen  ist,  deren  Größe 
eine  Punktion  der  Entfernung  des  Körpers  vom  Punkte  ist. 

Speziell  versteht  man  unter  Zentralbewegungen  die  Vorgänge, 
die  unter  Einfluß  des  Gravitations-  2 

gesetzes  erfolgen. 

Zwei  Himmelskörper  der  Massen 
M  (Sonne)  und  m  (Planet)  (Pig.  126) 
ziehen  sich  mit  einer  Kraft 


i« 


Mm 


(1) 


s' 


Fig.  126.   Zur  Anziehung  zweier 
Himmelskörper. 


gegenseitig  an,  deren  Richtung  mit 
dem  Radiusvektor  r  zusammenfällt. 
k  ist  die  Gaußsche  Attraktions- 
konstante *^). 

Die  nach  den  Koordinatenachsen  genommenen  Komponenten 
dieser  Kraft  bezüglich  der  Sonne  sind: 

*»^{f-i').  *'^(^-n  *»^(c-n.(2) 

so  daß  sich  ftir  M  die  drei  Bewegungsgleichungen  ergeben: 

Analog  ergeben  sich  für  m  die  Gleichungen: 
m4^  =  -i*-^(f-n 


(3) 


dt*  r» 


m- 


dt* 

dH_ 
dt» 


(.V  —  V') 


(4) 


=  -**^(c-n 


Dividiert  man  die  Gleichungen  (3)  durch  M,  (4)  durch  m 
und  zieht  (3)  von  (4)  ab,  so  kommt: 
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dt*  r» 

_^(^^  =  _^(„  +  jf)(,_,0  (6) 

Will  man  nur  die  Belativbewegong  von  m  in  bezug  auf  M 
betrachten,  so  kann  man  setzen: 

i-r  ='x 

v—v'  =  y 
K-K'  =  z 


und  erhält: 


d^v        k^ 

-ä#  +  -Hr(^  +  ^)y  =  ö  (6) 

d^z        k^ 


wo: 


r  =  ya;2  +  y^  +  z^  (7) 

zu  setzen  ist. 

Das  simultane  S3^tem  (6)  behandeln  wir  nun  wie  folgt. 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  eliminiert  man  je  das 
zweite  Glied  durch  Multiplikation  der  Gleichungen  mit  — y 
bzw.  +x  und  Addition,  so  daß  sich  findet: 

^^_y^=0  (8) 

^  dt^       ^  dt^  ^  ^ 

Die  linke  Seite  ist  aber  gleich  mit 

woraus  sich  mit  einer  Integrationskonstanten  ki  ergibt: 
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Analog  ergeben  sich  für  y  und  z  bzw.  z  und  x  die  Ansätze 

dz  dy       - 

y-vT  —  z^  =  *o 


dt 
dx 


dt 


(10) 


Multipliziert   man   die    Gleichungen    (10)   der   Reihe   nach 
mit  Zy  X,  y  und  addiert,  so  findet  man: 

k^z  +  k^x  +  k^y  =  0  (11) 

d.  h.  der  Planet  m  be- 
wegt sich  so  um  die 
Sonne  if ,  daß  er  stets 
in  der  durch  den 
Sonnenmittelpunkt  ge- 
henden Bahnebene  E 

k^z  +  k^x  +  k^y  =  0 

bleibt.  Die  Lage  der 
Ebene  ist  nur  von  2 
Konstanten  abhängig, 
wie  sich  durch  Division 
mit  ibj  sofort  ergibt; 


Fig.  127.    Lage  der  Bahnebene  eines 
Planeten. 


h 


(12) 


.7^  +  ^^  =  ^ 

Setzt  man  z  =  0,  so  erhält  man 

C^x  +  C^y  =  0  (13) 

als  Gleichung  der  Schnittlinie  von  E  mit  der  x  y-Ebene.  Hier  ist: 


f=-ft='«« 


(14) 


die  Tangente  des  „aufsteigenden  Knotens'*  Cl  der  Planetenbahn. 
S.  Fig.  127. 

Des  weiteren  ist  der  Kosinus  des  Neigungswinkels  »  der 
Planetenbahn  gegen  die  a;^-Ebene  nach  einem  Satze  der  ana- 
lytischen Geometrie**) 

1 

cos  %  = 


und  mithin: 


P,^  +  C,2  +  1 


tgi  =  yc,2  +  o,2 


(15) 
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Durch  Angabe  von  Cl  und  i  wird  die  Lage  der  Bahnebene 
im  Baum  bestimmt.  Diese  beiden  Größen  beziehen  sich  auf 
die  Ebene  des  Himmelsäquators  (oben  die  x  y-Ebene),  in  welcher 
der  aufsteigende  Knoten  Q  von  der  Richtung  des  Frühlings- 
punktes aus  (oben  die  Richtung  o  x)  in  positivem  Sinne  gemessen 
wird. 

Lassen  wir  nun  für  die  Weiterbetrachtung  die  Bahnebene 
mit  der  a;y-Ebene  zusammenfallen,  wobei  die  a;- Achse  mit  der 
Knotenlinie  der  Planetenbahn  identisch  sein  soll,  so  bleiben  als 
Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Bahngestalt  und  der  Planeten- 
bewegung in  der  Bahn  noch  übrig : 


dt^ 


(16) 


Wenden    wir    hier  dieselbe  Elimination  an,    die  oben  zur 
Gleichung  (8)  führte,  so  erhalten  wir  wieder 


d^y  d^x  __   d   l   dy 

^'dt^~^~di^~^'dty'dt' 

oder  nach  Integration: 


dx 
~di 


)=» 


dy  ^^       o  A 


(17) 


(18) 


Diese  Gleichung 
formen  wir  auf  Polar- 
koordinaten 


x  =  r  cos  V 1 
y  =  rsinv  } 


(19) 


Fig.  128.    Zum  zweiten  Keplersohen  Gesetz. 


(r  =  Radiusvektor, 
V  =  Amplitude  des 
Planeten  (Fig.  128) 

um,  wodurch  wir  statt 
(18)  erhalten: 

(20) 
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Hier  ist  nun  r^  dv  der  doppelte  Inhalt  des  Dreiecks  F  m  m\ 
d.  h.  gleich  der  doppelten  vom  Radiusvektor  r  in  dem  Zeit- 
element dt  beschriebenen  Fläche.  Dies  ist  der  Ausdruck  des 
2. Keplerschen  Gesetzes:  Der  Radiusvektor  eines  Planeten 
beschreibt  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Zwischen- 
räume. 

Des  weiteren  transformieren  wir  nun  auch  die  Gleichungen  (16) 
auf  Polarkoordinaten  und  erhalten  die  Ansätze: 

\d^r         ldvY\  \d  l    dv\   ^    dr  dvl   .        ^ 

— — r  -T—  I     cos  t;  —  -^r-  ( ^  —7—  1  H — ^ 7—  sm  v 

[dfl  \dt )  \  [dt'\    dtj^  dt    dt\ 


H — ^  (if  +  m)  cos  V  =  0 


\d^r  IdvY']   .  \  d    l    dv\        dr   dv'\ 

[d^-'\-dr)Y'^''-^[-di\:-i^^ 


(21) 


H — ^  ( Jf  +  m)  sin  t?  =  0 

die  nach  Multiplikation  mit  cos  v  bzw.  sin  v  und  nach  Addition 
liefern: 

d»r 
Me  Badialbesohleiinigung  -j-r-  formt  man  nun  wie  folgt  um: 

(t  t 


dt^ 


^_d_(dr_    dv\_dh^   I  dvy  .  ( dr  y   d^v     dv 
~   dt  \dv'  dt  j~  dii»'\dt)    '^[dvj  '  dt*'  dr 

dv»    \dt }    ^\dv}      dr  \dt  j    dt  ^     ' 

Aus  Gleichung  (20)  ist  jetzt  zu  entnehmen: 

dv__2J_      {dv\*_iA^        d   (  dv\ iA_ 

dt  r*    '     [dtj  r*    '     dr\dt  I  r»       ^    ' 

und  in  (23)  einzusetzen: 

d^^iA^nä^_±(dr_Y]  (25) 

dt*  r*    [r*  dv*        r'XdvJ]  ^     ' 
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Der   in  der  eckigen  Klammer  stehende  Ausdruck  ist  aber 


d 


nichts  anderes  als  —      ,^ '  ^,  womit  (22)  sich  in  die  Form  stellt: 


dv^ 


(26) 


Wir  haben  demnach  eine  Differentialgleichimg  2.  Ordnung 
für  — ,  deren  allgemeines  Integral  lautet: 


ife«  {M  +  m) 
4^a 


+  B  cos  t;  +  C  sin  v 


(27) 


Dies    ist    die  Brennpunktsgleichung    eines   Kegel- 
schnittes,   (erstes  Keplersches  Gesetz),    dessen  Brenn- 
punktsordinate (Parameter) 

P-T^^m-rzx       (28) 


A«  {M  +  m) 


ist. 


Setzen  wir  den  Kegelschnitt 

Pg,^/^     als  Ellipse  der  Halbachse  a  und  b 

voraius,  so  können  wir  zunächst 

über  die  Integrationskonstante  A 

Verfügung  treffen. 

Fig.  129.   Zur  Definition  der  ^^^  Konstante  A  hat  die 

wahren  Anomalie  und  des  Perihel-  Bedeutung    des   Flächeninhaltes 

winkeis  eines  Planeten.  der  Planetenbahn  tz  ab  dividiert 

durch  die  Umlaufszeit  T 


A  = 


nah 


(29) 


wie  sich  ohne  weiteres  durch  Integration  der  Gleichung  (20)  ergibt. 
Für  gewöhnlich  führt  man    noch    die  Exzentrizität  e  ein 
durch  die  Beziehimg 

CF  ^  az  (Fig.  129)  (30) 

womit  sich  die  halbe  kleine  Achse  ergibt 


h  =  ayi--e2 


(31) 
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und  mithin 


A  = 


_  7ro«yi — e« 
T 


(32) 


wird. 


Andererseits  hat  man  aber  auch  als  Eigenschaft  der  Ellipse 

(33) 


p  =  a(l— e«)«) 
womit  sich  die  Beziehung  findet: 

47raa*(l 


a(l— 6«)  = 


■e') 


Hieraus  leitet  man  die  Beziehung  ab: 


(34) 


(35) 


ki{M  +  m) 

d.  h.  den  Ausdruck  des  dritten  Keplerschen  Gesetzes, 
nach  welchem  sich  die  Quadrate  der  Umlaufszeiten 
zweier  Planeten  wie  die  dritten  Potenzen  der  großen 
Achsen  verhalten,  indem  man  die  Planetmassen  m  gegen- 
über der  Sonnenmasse  M  als  verschwindend  ansieht. 

Die  Kegelschnittsgleichung  (27)  vereinfacht  man  noch, 
indem  man  statt  des  Winkels  v,  der  von  der  x-Achse  bzw.  der 
Enotenlinie  ausgerechnet  wird,  einen  anderen  Winkel  q?  ein- 
führt, den  man  vom  kürzesten  Radiusvektor  der  Ellipse  zu 
zählen  anfängt. 

Der  Bahnpunkt  mit  kürzestem  Radiusvektor  heißt  Perihel 
und  der  Winkel  9?  wird  eingeführt  durch  v  =  tt  +9?,  wo  lt.  Fig.  129 
71  der  Winkel  zwischen  dem  kürzesten  Radiusvektor  und  der 
Enotenlinie  ist. 

Wir  schreiben  jetzt  Gl.  27  für  das  Perihel  an,  in  welchem 
gut: 

r  =  a(l  —  fi);   v  =  tt 


m  =  o 


(37) 


dv 
aus  welchen  Bedingungen  zwei  Gleichungen  erwachsen 

+  B  cos  jr  +  C  sin  jr 


a(l— c)       a(l  — e«) 

0  =  —  Bsinjc  -\-  C  cos  jc 

Hort,   nifferentialgleichunffen. 


(38) 


16 
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Diese  beiden  Gleichungen  dienen  zur  Bestimmung  der 
Integrationskonstanten  B  und  (7: 

E  £ 

B  =  —TT — cosjr;  C  =  —j= ^sin:7r  (39) 

womit  sich  jetzt  (27)  in  folgender  Gestalt  schreibt: 

-°.J"'","'   .--n^^^         w 

1  4-  e  cos  (v  —  n)         l  -\-  e  cos  99  ' 

Der  Winkel  q?  heißt  die  wahre  Anomalie  des  Planeten. 

Somit  haben  wir  für  die  3  Integrationskonstanten  A,  B,  C 
drei  andere  Konstanten  eingeführt,  nämlich  die  halbe  große 
Achse  a,  die  Exzentrizität  e  und  den  Winkelabstand  tt  des  Perihels 
von  der  E^otenlinie.  Der  Zusammenhang  der  Konstanten 
A^  B,  C  mit  a,  e,  n  wird  gegeben  dxuoh  die  Gleichungen: 


B  =  — -r  cos  TT 

a  (1  —  £2) 

C7  =  — —  sm  7t 

a(l  — £2) 


(41) 


Zur  Bestimmung  des  Ortes  des  Planeten  in  der  Bahn  ist  nun 
noch  erforderlich,  daß  wir  einen  Zusammenhang  zwischen  dem 
Ort  und  der  Zeit  ermitteln.  Wir  greifen  zurück  auf  Gleichung  (22), 


/dv\^      4.A^ 


indem  wir  \-z-)   = — r"  setzen: 

d^r       4^»       kHM  +  m) 

^^-^ 7*        -f^""^  ^^^ 

Diese  Differentialgleichung  hat  das  allgemeine  Integral  (vgl. 

§  37  (11)) 

t  =  C,+  f—=^==  (43) 

JyC^  +  2jf{r)dr 

woraus  sich  ableitet 


rdr 

•(M  +  m)  4-(7,r*  — 4i4« 


*      J   i'2ifc*r("   ■■-'■'- 
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Hier  liegt  es  nahe,   den  Ausdruck  unter  der  Wurzel  nach 
Absonderung  von  — ; quadratisch  zu  machen,  d.  h.  ihn 


L_(v_r)2J 


in  die  Form  zu  bringen 

ifeg  {M  +  m) 
a 
wo  ßji  und  V  zu  bestimmen  sind. 
Man  hat: 

i«  ^  +  ^  (jx  —  v^)  =  —^A^  =  —a(l—e^)k^(M  +  m) 
2j[.2-^+^  vr  =  2k^M  +  m)r 
k^ ■ r«  =  C.  r« 


woraus  sich  findet: 

V  =  a;fi  =  a«  e^Ci  =  k^ 
Damit  wird  aber  (44): 
t  =  C,+ 


M  +  m 


rdr 


k^  (M  +  m) 


Lie^  —  {a—v)A 


(46) 


Ci  ist  also  keine  neue  Konstante; 
sie  ist  bereits  durch  die  Gestalt  des 
Kegelschnittes  bestimmt. 

Zur  weiteren  Vereinfachung  führt 
man  nun  einen  Winkel  tp  ein,  der  die 
exzentrische  Anomaiiedes  Planeten 
heißt  und  lt.  Kg.  130  definiert  ist. 
Aus  der  Figur  liest  man  die  Be- 
ziehung ab 

r^  =  {a  e-aooBw)^  +  a^l-s^)Bm^w    ^^«-  ^^^O-     Zusammenhang 
,    ,  zwischen  der  wahren  und 

oder  nach  einiger  Umformung :  exzentrischen  Anomalie  eines 

r  =  a  (1  —  e  cos  y)  (46)  Planeten. 

Das  Integral  (45)  wird  hiermit: 

16* 
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oder  wenn  man    den   Winkel  \p  zur  Zeit  /  =  i©  ^®^  Wert  rp^ 
besitzen  läßt 


Zwischen  der  wahren  Anomalie  q)  und  der  exzentrischen 
Anomalie  y;  besteht  aber  bei  der  Ellipse  die  Gleichung: 


oder 


(49) 


Die  angeführten  Formeln  reichen  hin,  um  die  Elemente 
einer  Planetenbahn  zu  bestimmen,  wenn  Q,  imd  %  bekannt  sind. 
Dann  genügt  es,  wenn  in  der  Bahnebene  zwei  Planetenorte  r^  v^ 
imd  fj  Vj  nebst  den  Beobachtungszeiten  t^  und  t^  gegeben  sind. 
Zu  bestimmen  sind :  halbe  große  Achse  a,  Exzentrizität  £, 
Perihelwinkel  n  und  Zeit  des  Periheldurchgangs  (q.  Man  hat 
folgende  Gleichungen: 

a(l— fig) 

'^i  ~  1  +  ß  cos  (Vj Jt) 

a(l— 62) 


T     =  - 
*  l  +  £C08(t;2 Jt) 


Y;^  —  B  sm  Y^i 


=  (<i-g]/' 


*«  {M  +  m) 


V2 


—  esmv»,  =  («j  — gy ^j5 

ü,  —  7t  =  2  arotg  j  y  ^-— J  tg  y  V»!} 


t>j  —  TT  =  2  arotg 


tgTV2 


1 


(60) 


Für  die  Auflösung  dieser  6  Gleichungen  nach  den  6  Un- 
bekannten: a,  fi,  ^Q,  7t,  \pi,  y)2  haben  Gauß  und  Andere  Methoden 
angegeben. 

i,  ß,  a,  e,  7Zy  (q  sind  die  sechs  Bahn  demente,  die  die  Be- 
wegung des  Planeten  vollständig  bestimmen. 
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V.  Die  Diiferenzengleichungen. 

%  48.    Definition  linearer  Ditterenzengleichungen. 

In  §  5  ist  der  Begriff  der  Differenz  A  F  (x)  einer  Funktion 
F  (x)  eingeführt  worden  durch  den  Ansatz 

A  F  (z)  ==  F  (x  +  Ax)  -  F  {x)  (1) 

Dom  Zwecke  des  §  5  entsprechend  war  die  Differenz  A  x 
mit  der  Eigenschaft  der  Variabilität  ausgestattet,  was  notwendig 
war,  weil  wir  damals  vom  Begriff  der  Differenz  zum  Differential 
gelangen  wollen. 

In  den  nächsten  Betrachtungen  wollen  wir  aber  mit  unver- 
änderlichen Differenzen  operieren,  weshalb  wir  das  Zeichen  Ax 
mit  dem  Buchstaben  h  vertauschen. 

Wir  schreiben  also  die  Differenz  einer  Punktion  F  {x) : 

AF(x)  =  F(x  +  h)-  F  {x)  (2) 

Natürlich  ist  A  F  (x)  eine  Punktion  von  (x) 

f(x)  =  F(x  +  h)-F{x)  (3) 

Meistens  erteilt  man  h  den  speziellen  Wert  1.    Für  diesen  Pall 
hat  man  z.  B.  bei  der  Punktion  F  {x)  =  x*: 

P(0)  =  0,l'(l)  =  l,l'(2)  =  16,l'(3)  =  .81,l'(4)  =  256,  ^(5)  =  625, 
^F(0)  =  1,  A^(l)  =  15,  AF(2)  =  65,  AJ^(3)  =  175,  AJ(4)  =  369. 

Man  nennt  AF{x)  die  erste  Differenz  von  F  (x).  Analog 
nennt  man 

AF  (x  +  h)  —  AF  (x)    =  A^F  {x)  die  zweite  Differenz. 
A^F  {x  +  h)  —  A^F  {x)  =  Aj^  (x)  die  dritte  Differenz        (4) 

usf. 
In  dem  Beispiel  ist: 

A^(0)  =    14  AgJ^CO)  =  36     A^F(0)  =  24     ^^F(0)  =  0 

A^(l)=    50  A3F(1)  =  60     \F(l)  =  24: 

A^(2)  =  110  A3J^(2)  =  84 
A^(3)  ==  194 

Es  ist  nun  möglich,  eine  unbekannte  Punktion  F  {x)  durch  eine 
Differenzengleichung  zu  bestimmen.  Eine  solche  Gleichung 
enthält  die  imbekannte  Punktion,  deren  Differenzen  bis  zu  einer 
gewissen  Ordnung  und   außerdem  die  unabhängige  Variable  x. 
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Die  Ordnung  der  höchsten  vorkommenden  Differenz  bestimmt 
die  Ordnung  der  Differenzengleichung.  Die  allgemeine  Form 
einer  solchen  würde  also  sein: 

0  {X,  F  (X),  A  F  (x),  A^  {X)...  A^F  {x))  =  0  (5) 

Setzt  man  hier  für  Aj^F  (x)  seinen  aus  (3)  und  (4)  folgenden 
Wert  für  h  =  l  ein : 

A   =F{x+l)-F{x) 

Ai  =  F  (X  +  2)  -  2  F  {X  +  l)  +  F  {X) 

A^^  F  {x  +  3)  -  3  F  (x  +  2)  +  S  F  {X—  l)  -  F  {x) 

usw.,  und  setzt  man 

F{x  +  k)  =  y^^j,, 
so  geht  (5)  über  in 

^(a^,y*>y*  +  i,y«+2 Vx  +  n)  =  0,  (6) 

in  welcher  Gestalt  Differenzen  gar  nicht  mehr  erkennbar  sind; 
trotzdem  nennt  man  auch  (6)  eine  Differenzengleichung. 

Die  Gleichungen  (6)  teilt  man  nun  ganz  analog  den  Differential- 
gleichungen ein.  Besonders  wichtig  sind  die  linearen  Differenzen- 
gleichungen 

welche  vollständig  heißen,  falls  Q  (x)  nicht  identisch  ver- 
schwindet. Ist  dieses  der  Fall,  so  heißen  sie  homogen.  Die 
Differenzengleichungen  haben  partikuläre  Lösungen  und  allge- 
meine Lösungen,  über  welche  analoge  Sätze  wie  bei  den  Differential- 
gleichungen existieren.  Kennt  man  die  allgemeine  Lösung  einer 
homogenen  Gleichung,  so  läßt  sich  die  Lösung  der  vollständigen 
Gleichung  durch  ein  der  Methode  der  Variation  der  Konstanten 
ähnliches  Verfahren  entwickeln. 

Als  Beispiel  betrachteten  wir  die  homogene  Differenzen- 
gleichung: 

yx  +  i  +  (a  +  hx)y^  =  0.  (8) 

Die  allgemeine  Lösung  ist: 

k=x—p 

yx  =  {—ir-^   II[<^  +  b{x  —  k)l  (9) 

*  =  i 
Hier  ist  p  +  1  <  a;  zu  wählen,  p  ist  die  willkürliche  Integrations- 
konstante.    Aus  (9)  folgt: 
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js  sax—p 
y*  +  i=(— 1)'-'^  +  ^    II  [a  +  b{x  —  k +1)1        (10) 

Multipliziert  man  (9)  mit  {a  +  bx)  und  addiert  zu  (10),  so  resultiert 
identisch  Null,  womit  (9)  ak  allgemeine  Lösung  von  (8)  er- 
wiesen ist^). 


%  49.   Die  linearen  Diflerenzengleichongen  mit  konstanten 
Koeffizienten. 

Technisch  wichtig  sind  die  linearen  Differenzengleichimgen 
mit  konstanten  Koeffizienten,  d.  h.  solche  Differenzengleichungen, 
bei  denen  die  Pj^  {x)  [siehe  Gleichung  (7)  §  48]  Konstante  sind. 
Es  ist  also: 

y*  ö.  +  y*  +  i  «1  + +  Vx  +  nan  =  0  (1) 

die  allgemeine  Form  einer  homogenen  linearen  Differenzengleichung 
mit  konstanten  Koeffizienten. 

Ohne  Beweis  schreiben  wir  als  Haupttatsaohe  an:  Die  all- 
gemeine Lösung  von  (1)  lautet: 

J/x  =  Ci  Ai*  +  C,  V  + ^n  V;  (2) 

wenn  Xi  ....  >l„  die  Wurzeln  der  Gleichung  n-ten  Grades  sind : 

A«a„  +  X^-'  a„_i+ Aai  +  oo  =  0.  (3) 

Der  Ansatz  (2)  modifiziert  sich  etwas,  wenn  die  Wurzeln  zum 
Teil  gleich  oder  komplex  sind.  Werden  z.  B.  A;  Wurzeln  einander 
gleich 

Aj  =   Ag  =   A3  =   •  .  .    Aj^, 

während  die  n  —  A;  übrigen  voneinander  imd  von  A^  verschieden 
sind,  so  ist 

Vz  =  C,'X\  +  C.'a:  V'  +  C^'^i^  —  1)  V"'  + 

+  Ct'x{x—l){x  —  2) (x  — ifc+2)V"~*'^^ 

+  C*  +  lA*  +  i  + +  CnX'n  (4) 

die  allgemeine  Lösung. 

Sind  k  Paare  gleicher  komplexer  Wurzeln  vorhanden: 

Xi=  ^3=  A5 Agjfe-i  =r  (cos  a  +  »  sin  a) 

A,  =  A4  =  ^  = A2jfc  =  r  (cos  a  —  t  sin  a) 
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SO  ist 


yx=  (C/  +  C,'a;  + +  Ct'a:*-i)7*oosxa 

+  ^2t  +  1  ^*+  1  + +  (^nK' 


(5) 


die  allgemeine  Lösung. 

Jedenfalls  sind  n  willkürliche  Konstanten  G  vorhanden, 
die  sich  bestimmen  lassen,  wenn  n  Werte  y^  gegeben  sind  für 
bestimmte  Werte  der  Variabein  x\  z.  B.  y^,  y^,  . . . .  y„  f ür  a:  =  0, 
X  =  \,  , , , .  X  =  n.  Dann  liefert  sowohl  (3)  wie  (4)  und  (5)  ein 
System  von  n  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Konstanten  O 


§  60.      Anwendung    der    linearen  Diflerenzengleichongen    mit 
konstanten  Koetflzienten. 

I.  Eine  einfache  Anwendung  liefert  zunächst  die  Theorie 
des  kontinuierlichen  Balkens.  Bekanntlich  gilt  für  die 
Stützenmomente  M  eines  kontinuierlichen  Trägers,  der  in  jedem 
Feld   gleichmäßig  belastet  ist,   die  Clapeyronsche  Gleichung*^): 


'^(^■iMr 


^V 


-Z*,r 


T 

1 


Fig.  131.     Kontinuierlicher  Balken  auf  mehreren  Stützen. 


Sind  die  Stützen  alle  gleich  hoch,  die  Stützenentfernungen 
alle  gleich  groß  =  l  und  die  Belastungen  q^^  ebenfalls  in  allen 
Feldern  gleich  g,  so  wird  aus  (1): 


M^  +  4ift  +  i  +  ift  +  2  =  -  Y?^' 


(2) 
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Die  zu  dieser  Gleichung  gehörige  homogene  Differenzen- 
gleichung 

if;k+4ifjn.i  +  M*+2  =  0  (3) 

liefert,  vermöge  der  charakteristischen  Gleichung 

A»  +  4  A  +  1  =  0  (4) 

die  allgemeine  Lösung 

^*  =  C,^i*  +  C,A,*  (ö) 

wo  Xi  und  Aa  ^^  Wurzeln  von  (4)  sind. 
Offenbar  ist  nun 

M,  =  0,X*  +  C,X,^—^  (6) 

die  allgemeine  Lösung  von  (2),  wie  sich  durch  Verifikation  ergibt. 
Die  Konstanten  Cj  und  Cg  bestimmen  sich  aus  den  Bedin- 
gungen, daß  an  den  Enden  des  Balkens  die  Stützenmomente  null 
sein  müssen,  d.  h.  aus 

^o  =  Ci  +  C.— 1^  =  0 

Aus  diesen  Gleichungen  berechnen  sich 

ql*    V  —  1 


(7) 


C,  =  - 


12  V— V 

ql»    V— 1 


12  Ai»— A," 


(8) 


und  hiermit: 

^* — irf +  v=v^^    Ä7=v^«}      ^^^ 

Nach  dieser  Formel  können  die  Stützenmomente  des  durch- 
laufenden Trägers  auf  S.  470,  Bd.  I  der  Hütte  (1908)  berechnet 
werden. 

II.  Ebenfalls  auf  eine  lineare  Differenzengleichung  mit  kon- 
stanten Koeffizienten  führt  die  Untersuchung  der  Schwingungs- 
bewegung einer  Kette  von  Massenpunkten. 

n  Punkte  der  Masse  m  seien  durch  unausdehnbare  Fäden 
der  Länge  l  miteinander  verbunden;  die  ganze  Kette  sei  dann  mit 
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gleichfalls  unausdehnbaren  Stücken  von  der  Länge  /  an  den 
Punkten  A  und  B  festgemacht  und  stehe  unter  der  Spannung  T, 
Nun  werde  die  Kette  aus  ihrer  in  Fig.  132  gezeichneten  Mittellage 
herausgebracht,  indem  den  einzelnen  Massenpunkten  die  Ordi- 

naten  y^    y„  erteilt  werden.     So  entstehe    die  Gestalt 

Fig.  133. 

Es  wird  vorausgesetzt,  daß  die  Verschiebungen  yj^  klein  seien 
gegen  die  Fadenlänge  l. 

Zur  Zeit  <  =  0  werde  die  deformierte  Kette  (ohne  Anstoßen 
der  Massenpunkte)  sich  selbst  überlassen,  und  es  soll  die  nun  be- 
ginnende Bewegung  untersucht  werden. 

^"— At  ■     ■    "^ e^-^^ 

Fig.  132.     Kette  von  Massenpunkten  in  der  Buhelage. 


1  ^ 

Fig.  133.     Bewegungsform  der  Kette  von  Massenpunkten. 

Ofifenbar  ist  die  Bewegung  festgelegt,  wenn  wir  für  jeden 
Massenpunkt  seine  Entfernung  y^^  von  der  Gleichgewichtslage  in 
Abhängigkeit  von  der  Zeit  t  kennen.  Wir  stellen  die  Differential- 
gleichung für  die  Bewegung  des  Ä;ten  Massenpunktes  auf  (Fig.  134) : 


m- 


'     ""  l  l  '  ^^ 

Weil  die  y  klein  sind  gegen  2,  kann  die  Fadenspannung  T  als 

konstant  angesehen  und  ihre  Vertikalkompenenten  den  Ordinaten- 

differenzen    zweier    benachbarter    Punkte    proportional    gesetzt 

werden.  * 

T 
Unter  Absonderung  von  "T"  =  c*  schreibt  sich  (1) 

^-^  =  cMy*  +  i  — 2yt  +  y*_i).  (2) 

Wir  versuchen,  ob  eine  periodische  Lösung 

y*=    ^i*p8m(2p7ct  +  (0p)  (3) 

der  Differentialgleichung  genügt,   wo   wir  über    die  Wahl  von 
2?  später  Entscheidung  zu  treffen  haben. 
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Wir  erhalten  zunächst : 

^  =  — 4pa7c«  ^  LjtpBm(2T:pt  +  cop), 


dt^ 


251 


(4) 


was  in  (2)  eingesetzt  folgendes  System  von  Differenzengleichungen 
liefert : 

4  p«  TT* 


^P.k 


(5) 


p  =  0    oo 

i  =  1    n. 

denen    die   Lp  j^   zu   genügen 
haben. 

Man  kann  die  Differenzen- 
gleichungen in  der  Form 


Fig.  134.      Zur  Bewegungsgleiohung 
eines  Kettenpunktes. 


(4  2>2  jj2  \ 


(6) 


p  =  0 oo 

k  =  0 n-  1 

schreiben,  deren  allgemeine  Lösung  nach  §  49  (2)  ist : 

ipjfc    =    CplXpl    +    Cp^Xp^y  (7) 

wenn   Api  und  Xp2  die   Wurzeln    der    quadratischen   Gleichung 

4  +  A.(-^^-2)+l  =  0  (8) 

sind. 

Durch  Auflösung  dieser  Gleichung  erhält  man: 


1  2p^n*  ,    2p7tjp*n* 


die  man  mit 


schreiben  kann 


p  —  =  sm  ^ 
c 


;ipJ  =  oo82ö^±»sin2* 


(9) 


pn 


wobei  vorausgesetzt  wird,  daß <  1 1 1  bleibt.  Daß  das  der  Fall 

c 

ist,  wird  weiter  unten  bewiesen. 


2ö2  I^iö  Differenzengleich ungen. 

Zunächst  bemerken  wir,  daß  sich  mit  (7)  die  allgemeine  Lösung 
schreibt : 

yk=  2^{a,^}ii  +  Cj,^ii^]sm{2pnt  +  (Op),  (10) 

p 

in  welcher  Formel  auch  die  beiden  festen  Punkte  A  und  B  ent- 
halten sind,  wenn  man  ä:  =  0  und  k  =  n  +  1  sowie  y©  —  ^ 
und  Pn  +  i  =  0  setsst.  Diese  „Randbedingungen"'  lief em  die 
Ansätze : 

Cpi  +  Cp2  =  0  (10a) 

CpiA^i+'  +  Cp2ASf'  =  0  (10b) 

Xlt^  =  ilt^  (10c) 

Die  letzte  Gleichung  wird  aber  nur  erfüllt  f ür  p  =  0  und 

c 
p  =  ±  —  ,  wie  sich  aus  Gleichung  (8)  sofort  ergibt. 

Zwischen  diesen  Werten  muß  p  stets  enthalten  sein,  d.  h.  es 
muß  gelten 

womit  die  Zulässigkeit  von  (9)  erwiesen  ist. 
Führt  man  nun  (9)  in  (10c)  ein,  so  folgt: 

(cos  2  -»  +  »  sin  2  *)»»  + 1  =  (cos  2  S-  -  »  sin  2  ^Y  +  ^ 

und  hieraus 

sin  2  (n  +  1)  a-  =  0, 
d.  h. 

2{n  +  l)»  =  v7t 
oder 

2  (n  +  r 

Für  V  =  0  haben  wir  hier  wieder  -&  =  0  und  p  =  0. 

Tt  c 

Für  r  =  n  +  1  haben  wir  hier  wieder  -&  =  ^r  und  p  =  — , 

^  7t 

d.  h.  die  Punkte  A  und  B,  Wenn  wir  daher  v  die  ganzen  Zahlen 
von  1  bis  71  durch  laufenlassen,  so  erhalten  wir  gerade  alle  Massen- 
punkte. Nun  führen  wir  (9)  in  (10)  ein  xmd  erhalten,  unter 
Berücksichtigung  von  (10a)  mit  Cp  =  %  (Cpi  —  Cpi): 

Vi  =  ^CpSin2Ä;^.sin(2pjr/  +  cOp)  (11) 
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oder  nach  Einsetzxing  von 


V  =  —  sm 

^       n        2(n+l) 


undS-  = 


vn 


2(n+l) 


i/i  =  >  ^  -4y  sm r-  •  sin  2  c  <  Bin —  | 

^*^  /«    ^  •         ^^      \] 

sin r  •  cos  2  c  ^  sm  77- —  1 1 

n+1         ^  2(n  +  l)j/ 


+  -B„sin- 


(12) 


Zur  Bestimmung  der   2  n  Koeffizienten  A^  und  E^  haben 
wir  die  2  n  Gleichungen: 

2'*=Z^v8in;i^p3 
und  \h=  l...n    (13) 

(2< 


==  0  =  V-4v-2c8in 


vn 


•  sm 


vhn 


,—1  2(n  +  l)         w+1 

d.  h.  den  Ausdruck  der  Anfangsbedingungen  der  Bewegung*^). 


Zweiter  Teil. 

Partielle  Differentialgleichungen. 

I.   Einleitnng. 
§  61.    Die  Funktionen  mehrerer  Yariabeln. 

In  den  biBherigen  Untersuchungen  handelte  es  sich  lediglich 
um  die  funktionale  Abhängigkeit  einer  oder  mehrerer  abhängiger 
Variabein  von  einer  unabhängigen  Variabein. 

Nun  sind  aber  auch  funktionale  Beziehimgen  möglich,  bei 
denen  eine  Variable  z  von  zwei  unabhängig  voneinander  ver- 
änderhchen  Größen  x  und  y  abhängt.  Das  Symbol  für  eine  solche 
Abhängigkeit  ist  die  Gleichung: 

z=/(a:,y)  (1) 

Die  Änderung  Az  einer  derartig  bestimmten  Größe  z  hängt 
nun,  ebenso  wie  die  Größe  selbst,  von  x  und  y,  von  den  beiden 
Änderungen  Ax  und  Ay  der  imabhängigen  Variabein  gleich- 
zeitig ab. 

Ändert  man  also,  von  einem  Anfangswertpaar  x^  y^  ausgehend, 
die  unabhängigen  Variabein  um  Ax  imd  Ay  ab,  so  erhält  man  in 

/  (Xo  +  Ax,  t/o  +  Jy)  —  /  («0,  t/o) 

die  totale  Änderimg  Az  von  z\ 

Az  =  f(xQ  +  A  X,  yo  +  Ay)  —  f  {x^,  y^).  (2) 

Würde  man  dagegen  nur  die  eine  Variable  x  ändern,  während 
y  konstant  =  yo  bleibt,  so  würde  man  in 

/(Xs  +  ^a;,  yo)  — /(Xo,  yo). 

die  partielle  Änderung  von  z  nach  x  erhalten 

^^ix)  =  /  (^0  +  ^^y  Vo)  —  f  («0»  yo)'  (3) 
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Analog  heißt 

^2(y)  =  /  (^0»  yo  +  Ay)—f  (ajp,  y^)  (4) 

die  partielle  Änderung  von  z  naoh   y. 

Ein  Beispiel  für  eine  derartige  Abhängigkeit  bietet  die 
Zustandsgleichung  der  vollkommenen  Grase: 
10000p  F  =  ORT. 
Diese  Gleichung  gilt  für  eine  der  Gewichtseinheit  gleiche 
Menge  O  eines  Gases  in  kg,  wenn  p  in  kg/qcm,  V  in  cbm,  T  in 
absoluten  Celsiusgraden  gemessen  wird ;  die  Gaskonstante  R 
hat  für  Luft  den  Wert  29,26. 

Diese  Gleichung  ist  z.  B.  erfüllt  bei  der  Gewichtsmenge 
O  =  1,188  kg  für: 

p  =  l  kg/qm, 

V  =  l  cbm, 

T  =  288  entspr.  lö^C. 

Wir  wollen  nun  die  Änderung  des   Druckes   p   verfolgen, 
wenn  wir  das  Volumen  V  und  die  Temperatur  T  ändern. 
Zunächst  schreiben  wir: 

_  1,188- 29,26  >y 
^""        10000  F 

=  0,00348-^ 

Nun  ändern  wir  F  um  AV  =  0,1  cbm,  d.  h.  wir  gestatten 
dem  Gas,  den  Raiim  1,1  cbm  einzimehmen,  sorgen  aber  dafür, 
daß  die  Temperatur  T  konstant  =  288  bleibt.    Dann  wird 

288  288 

Ap^v)  =  0,00348  — 0,00348- 


1.1  '  1,0 

=  0,91  — 1,0 
=  —  0,09  kg/cm 
Ändern  wir  aber  nun  die  Temperatur  T,  indem  wir  das  Gas 
um  60®  erwärmen,  wobei  wir  das  Volumen  1  cbm  beibehalten, 
dann  wird 

A  V(T)  =  0,00  348  -^  —  0,00  348  y^ 

=  1,18  — 1,0 
=  +  0,18  kg/cm 
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Werden  beide  Änderungen  gleichzeitig  vorgenommen,  so  wird 
die  totale  Änderung  von  p 

J?>  =  0,00  348  4V  —  Ö'^  348 


1,1  '  1,0 

=  1,07  —  1,0 
=  +  0,07  kg/cm 

Sämtliche  Druckänderungen  sind  verschieden,  es  soll  nun  ein 
Zusammenhang  zwischen  ihnen  gefunden  werden. 

II.  Wir  greifen  zurück  auf  die  Definition  der  totalen  Änderung 
Az  ==  f{xQ+  Ax,yQ+  Ay)—f  {Xq,  y^). 

Diese  schreiben  wir  in  der  Form 

Ax 
,    /(a^o,yo  +  ^y)— /(a;o,i/o) 

'  A  ^  y 

Ay 

uud  untersuchen,  was  aus  dieser  Formel  wird,  wenn  wir  A  x  und 
Ay  gegen  Null  abnehmen  lassen. 
Offenbar  ist  zunächst 

/ (gp  -^Ax.y^-^Ay)  —  ! (x^, y^  +  Ay) 
Ax 

ein  Differenzenquotient,  der  so  gebildet  ist,  als  ob  wir  bei  der 
Funktion  f  (x,y)  bei  konstantem  y  =  ^o  +  ^^  ^^^  x  ==  Xq 
ZVL  X  =  Xq+  Ax  übergehen. 

Nun  haben  wir  in  §  9  den  Mittelwertsatz  abgeleitet: 
F{a  +  h)  —  F{a)  =  hF'  (a+  ^A). 

Wenden   wir   diesen   Satz    mit:    F  =  i,    a  =  Xq,    h  =  Ax 
auf  unseren  Differenzenquotienten  an,  so  findet  man 

/  {Xq  +  Ax,  yp  +  Ay)  —  f  {x^,  y^  +  Ay) 
Ax 
=  r^(x,  +  »Ax,y,  +  Ay) 
Analog  wird 

Ay 
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Bei  nun  folgender  Ausführung  aber  des  Grenzüberganges, 
der  von  Az  auf  dz  führt,  wird: 

lim  Ax  —  dXy         lim  Ay  =  dy^ 
80  daß  entspringt: 

\\mAz  =  dz  =  limf^'  (Xq  +  ^Ax^y^  +  Ay)Ax 
+  lim/y'(a;o,i/o  +  ^Ay)  Ay 


oder: 


dz  =  Udx  +  fidy  =  ^dx  +  y-dy 
ox  oy 


Bf  df 

Hier  heißen^- und  r—  die    ersten    partiellen   Differential- 
dx         oy  ^ 

quotienten  der  Funktion  f{x,y)  nach  x  bzw.  y, 

Beispiel:     Es  sei: 

z  =  i(Xyy)  =  ax  siny  +  by  sinx. 

Dann  ist : 

dz        df  .  ^ 

-^  =  j^  =  asmy  +  byoosx 

dz        df  _    . 

-z—  =  -^—  =  a  X  cos  y  +  0  sm  x. 
dy        dy 

III.  Zur  geometrischen  m 

Veranschaulichung  der  Be-  f 

deutung  der  ersten  par- 
tiellen Differentialquotien- 
ten diene  folgendes. 

Eine  Gleichung  z  = 
/  (x,  y)  stellt,  wenn  man 
zusammengehörige  Werte 
i;  2^  z  als  Koordinaten  eines 
Punktes  in  einem  Koordi- 
natensystem X  Y  Z  deutet, 
eine  Fläche  dar.  In  der 
Fig.  135  sei  P  ein  zu  den 
Koordinatenwerten  Xq  y^  Zq 
gehöriger  Punkt.  Legen  wir 
durch  diesen  zwei  zur  x- 
bzw.  y- Achse  senkrechte  Ebenen  E^^  bzw.  Ey,  so  wird  die  Fläche 

z  =  f{x>  y), 

Hort,   DiffereBtialgleichungen.  17 


^- 


K 


/ 


■*^ 


1^    A, 


Fig.  135.    Geometrische  Veranaohan- 

lichung  der  partiellen  Differenzen- 

quotienten. 
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von  diesen  in  Kurven: 

2  =  /  (^»  Vo) 
geschnitten,  in  welchen  Gleichungen  Xq  bzw.  y^  Konstanten  sind. 
Erteilt  man  jetzt  den  Koordinaten  Xq  und  y^  Zuwüchse  Ax 
bzw.  Ay,  so  gelangt  man  auf  den  Kurven  zu  weiteren  Flächen- 
punkten Pi  bzw.  Pj-  -^i®  Ordinaten  dieser  Punkte  z^  und  Zj 
werden  von  den  Tangenten  der  Kurven  c^  und  Cj  in  den  Punkten 
T^  bzw.  T2  geschnitten,  so  daß  gilt : 


IL 

dx 

IL 
^y 


Ax 


wo  die  angeschriebenen  Zeiger  x^  y^  bedeuten  sollen,  daß  die 
partiellen  Dififerentialquotienten  im  Punkte  P  zu  bilden  sind. 
Die  Ebene  der  drei  Punkte  T^  P  T^  (die  Tangentialebene 
der  Fläche  im  Punkte  P)  schneidet  nun  die  Ordinate  z^,  so 
daß  gilt: 


^^8  =  ^3  =  ^0  + 


dx 


r...     ^y 


Ay 


Diese  Beziehung  ist  der  geometrische  Ausdruck  für  den  oben 
gefundenen  Satz: 


dz  = 


dx  oy 


IV.  Wie  oben  ausgeführt,  sind  die  ersten  partiellen  Differential- 
quotienten von  /  (a;,  y)  wieder  Funktionen  von  x  und  y.  Man 
kann  sie  also  weiter  differenzieren  und  gelangt  so  zu  den  zweiten 
partiellen  Differentialquotienten : 


av 


av 


av       d^f 


dx^'     dxdy*    dy^'     dydx 

Es  ist  nun  ein  wichtiger  Satz,  den  wir  ohne  Beweis  anführen, 
daß  stets 

d^f   _     ay 

dxdy         dydx 
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ist.     Die  Reihenfolge   der  Differentiationen   ist  also 
gleichgültig.    Bei  dem  obigen  Beispiel  hat  man: 

—  =  -6y  smx 

öV  ,  .  d*f 

=  ß  cos  y  +  0  cos  X  = 


dxdy  '  dydx 

d*f  . 

—  ^-bxsmy. 

In   analoger  Weise  gelangt  man   weiter  zum   Begriff  der 
dritten   Differentialquotienten 

a»/  a»/  a»/  a»/ 

Beispiel: 

a»/         .  a«/  .    . 

—  =-feycosa:;^^^=-fesmx 

a»/         ,  a»/  .    . 

—  =  -6xco8y;^^^  =  -6smy 


f  52.     Die  partiellen  Differentialgleichungen  im  allgemeinen. 

I.  Die  unabhängigen  Variabein  x,  y,  die  abhängige  Variable  z 
und  die  partiellen  Differentialquotienten 

dz    dz   a«2     a«z     a«2 

äx"'  'dy'  Jx^'  dxdy  '  Jy^ 

usw.  sind  nebst  Konstanten  die  Bausteine,  aus  denen  sich  die 
partielle  Differentialgleichung  aufbaut,  in  Gestalt  einer  Gleichung 
zwischen  diesen  Größen: 

r»/  dz     dz     d^z  ^  \       r. 

Das  wesentliche  Kennzeichen  der  partiellen  Differential- 
gleichung ist  nun,  daß  stets  mehr  als  eine  unabhängige  Variabele 
vorhanden  ist,  gegenüber  den  gewöhnlichen  Differentialgleichungen, 
bei  denen  nur  eine  unabhängige  Variabele  vorhanden  war.  Bei 
den  partiellen  Differentialgleichimgen  kann  die  Zahl  der  unab- 
hängigen Variabein  beliebig  sein. 
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II.  Sind  mehr  als  eine  abhängige  Variabele,  z.  B.  z^  undaij»  vor- 
handen, 80  muß  für  jede  eine  Gleichung  der  obigen  Form  vorhanden 
sein,  etwa 

„  l  dz.     dz^     dz,     dz^  \ 

^-'y'^v'r-^'-e^'^'-^ )=o 

F^  {x,y,z^z^, )  =  0 

Man  gelangt  so  zu  dem  Begriff  der  simultanen  partiellen 
Differentialgleichungen. 

III.  Die  partiellen  Differentialgleichungen  teilt  man  ein  nach 
den  Ordnungen  der  in  ihnen  vorkommenden  höchsten  partiellen 
Differentialquotienten,  z.  B.  die  partielle  Differentialgleichung 

(X*  +  y«)|^  +  (x2-y2)|l  +  ;,  =  0 

ist  von  der  ersten  Ordnung,  dagegen 

d^z 


+  2  =  0 


dxdy 

von  der  zweiten  Ordnung. 

Femer  teilt  man  sie  ein  n£tch  dem  Grade,  den  die  von  Wurzeln 
und  Brüchen  befreite  Gleichung  hinsichtlich  der  Produkte  der 
abhängigen  Variabein  und  der  Differentialquotienten  annimmt. 

Die  beiden  oben  angeschriebenen  Gleichungen  sind  vom 
ersten  Grade  oder  linear,  dagegen  ist 

quadratisch  oder  vom  zweiten  Grade  (außerdem  von  der  zweiten 
Ordnung). 

VI.  Für  das  folgende  führen  wir  noch  die  Abkürzungen  ein. 

dz   _  ^^   __  ^^  __  d^z    _  d^z  _ 

'dx'~^'     ~dy'~^'      'd^"^'      J^^^'       äyi""' 

Die  Integration  einer  gegebenen  partiellen  Differential- 
gleichung 

F  (x,  y,  z,  p,  y,  r,  8,t)  =  0 

verlangt  die  Aufsuchung  einer  Gleichung 

/(x,y,2)  =  0 
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derart,  daß  etwa  nach  Auflösung  dieser  Gleichung  nach 

2  =  9P  (a;,  y) 

da?    dw 
durch  Einsetzen  von  w,  -^- ,  -r—  usw.  in  F  dies  zu  einer  Identität 
ox    oy 

wird. 

Wir  wollen  z.  B.  die  Gleichung 

(sin  a;        sin  1/  \       ^  ,       , 

sm  2        sinz  J 

wo  9?  eine  beliebige  Funktion  von 

sin  X         ^  sin  y 

u  =  —. und  V  =      . 

sm  z  sm  z 

sein  soll,  als  ein  Integral  der  partiellen  Differentialgleichung 

dz  dz 

g^tgx  +  — tgy  =  tg2  (2) 

identifizieren. 

Zunächst  bilden  wir  das  totale  Differential  als  Summe  der 
partiellen  Differentiale 

^        dz        ^  dx       ^  dy    ^ 
Da 9?  =  0  ist,  muß  auch  (i^?  =  0  sein;  wir  haben  also 

^dz  +  —  dx-\ ^dy  =  0  (3) 

dz       ^  dx       ^  dy  ^  ^  ' 


Jetzt  bilden  wir: 
dq) 

~d^ 


\du     dz         dv    dz  ) 

[dw    .         ,    dw    ,      \  cos  2    , 
=  —  1  -TT-  Sin  X  +  — ^  sm  y      .   ,    dz 
\du  dv        ^1  sm2  2 

dfp        ld(p     du  dq)   ^v  \  ^^p  cosa: 

dx       \du     dx  dv   dxj  *         du  sinz 

d(p  __  ld<p     du  d(p   dv\        __  ^(f  cosy 

~dy  "~  \^ "dy  'dv  ~dy]  ^  ~"dv   sinz    ^ 

Nun  ist  zu  berücksichtigen,  daß  vermöge 
(p  =  0 


(4) 
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die  Variabele  z  von  x  und  y  abhängt ;  es  ist  also : 

Setzen  wir  jetzt  (4)  und  (5)  in  (3)  ein,  so  ergibt  sich: 

[dw  cosa:       ( dw    ,  dw   ,       \cosz  dzl  , 

—r-  — ( -TT-  sin  X  +  -r-  sm  y  ]  .   ^    -r^—  ax 
at*  sm«        \ai*  dv       ^/8in«z  aa;J 

+  [|^^^-f|^sina:  +  4^siny)^|^l.fj,==0 
^[av   sin«        \du  ^  dv        ^  ]  Bin^z  dy  \    ^ 

In  dieser  Gleichung  sind  aber  die  beiden  IMerentiale  dx 
und  dy  beliebig  wählbar,  da  x  und  y  die  unabhängigen  Variabeln 
sind.  Damit  trotzdem  die  Gleichung  erfüllt  wird,  muß  jeder  der 
Ausdrücke  in  den  eckigen  Klammem  für  sich  verschwinden. 
Es  muß  also  sein: 


dw  cos  X        fdw    .  dw    .      \  cos2  dz 

-TT-  — I  -TT-  sm  X  +  ■—-  em  y )  -r-r-  -tt-  =  0 

du  sm«        \du  dv  I  sia^z  dx 


dv        ^)  \ 

dw  cosy       fdw    .        .    dw    .     \  cos«  dz 

-^ —  ( -~-  sin  X  +  -^  sin  y   -^— -  -^-  =  0 

xz        \du  dv        ^/sm««  dy 


du  sin; 


(6) 


dz  dz 

Diese  Gleichungen  dienen  zur  Berechnimg  von  ^  und  ^, 

nämlich : 

d(p 


Hz 

du 

dx 

dz 

dw    .            8w    . 
du''^''-^  dv'""^ 

dq> 
g^cosytgz 

dy 

d(p 
du 

sin  X 

y 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  Differentialgleichung  (2)  ein, 
so  geht  deren  linke  Seite  über  in  tg  «,  und  die  Gleichung  ist  also 
identisch  erfüllt.  Gleichung  (1)  ist  demnach  in  der  Tat  ein  Inte- 
gral von  (2). 
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§  53.    Die  Arten  der  Integrale  partieller  Differentialgleichungen 
im  allgemeinen. 

I.  Bei  den  gewöhnlichen  Di£ferentialgleichungen  hatten 
wir  alfi  Formen,  in  denen  Integrale  auftreten  können,  erkannt: 

das  partikuläre  Integral, 

das  allgemeine  Integral, 

das  singulare  Integral. 
Es  war  ein  wichtiger  Satz  der,  daß  sich  das  allgemeine  Integral 
einer  Differentialgleichung  nter  Ordnung  aus  n  voneinander  unab- 
hängigen partikulären  Integralen  mit  n  unbestimmten  Konstanten 
zusanmiensetzt.  Das  singulare  Integral  war  geometrisch  als 
einhüllende  Kurve  oder  Fläche  sämtlicher  Individuen  der  durch 
das  allgemeine  Integral   definierten   Mannigfaltigkeit  erkannt. 

II.  Zunächst  wollen  wir  mm  imtersuchen,  welche  Bedeutimg 
ein  mit  unbestimmten  Koeffizienten  behaftetes  Integral  im  Ge- 
biete der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnimg  hat. 
Das  Integral  laute: 

F  (u,  X,  y,  z,  Cj,  Cg,  Ca,  C,  ....)  =  0.  (1) 

Es  sei  u  die  abhängige,  xyz  die  unabhängigen  Variabein, 
CiC^C^C^..,  die  imbestinunten  Konstanten,  über  deren  Zahl 
wir  zunächst  keine  Voraussetzung  machen. 

Jetzt  differentiieren  wir  F  nach  xyz  und  erhalten  die 
Gleichung : 

^„       IdF    du       dF\  ,         IdF  du       dF\^ 
IdF    du        dF\  , 

welche  w^en  der  WiUktirlichkeit  von  dxy  dy,  dz  in  die  drei 
Gleichungen  zerfällt: 

dF  du        dF 

du  dx        dx 

^^  +  ^  =  0  (3) 

du  dy^dy  ^  ' 

dF^du^      a^ 

'dü'dz'^'^  "" 
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Die  4  Gleichungen  (1)  und  (3)  sind  hlnreiohend,  um  drei  von 
den  willkürlichen  Konstanten  C,  etwa  C^,  C^y  Cj,  zu  eliminieren 
Wir  nehmen  nun  an,  daß  nur  diese  drei  vorkommen,  und  erhalten 
als  Resultat  der  Elimination  eine  Gleichung: 

/  du     du     du\ 

»'^«.x.y.z.— ,— .— j  =  0  (4) 

d.  h.  eine  partielle  DifFerentialgleichimg  erster  Ordnung.  Die 
Gleichung  (1)  genügt  ihr  und  ist  deshalb  eine  Losung,  wenn 
nur  die  drei  Constanten  C^,  Cg,  (7„  vorkommen.  Wir  nennen 
(1)  das  vollständige  Integral  von  (4)  und  definieren: 
Ein  vollständiges  Integral  einer  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  ist  eine  solche  die  Differential- 
gleichung befriedigende  Beziehung  zwischen  den 
Variabein,  die  ebensoviel  willkürliche  Konstante 
enthält,  als  unabhängige  Variabele  vorhanden  sind. 
III.  Beispiel:  Es  ist  zu  verifizieren,  daß  das  vollständige 
Integral  von 


I  dz         dz\ 


lautet : 


Durch  Differentiation  von  (6)  findet  man : 

|l.o.(l-c.).f  — =  (±-c.)., 

woraus  sich  (5)  ergibt, 

IV,  Wir  wollen  jetzt  in  der  Integralbeziehung  (1) 

F  (u,  X,  y,  z,  Ci,  0„  Q  =  0 

die  willkürlichen  Größen  C^  C^  Cg  nicht  mehr  von  zyz  unab- 
hängig annehmen.  Der  unter  II  durchgeführte  EUminationsprozeß 
hefert  dann  dasselbe  Resultat,  nämlich  die  Differentialgleichung  (4), 
wenn  die  drei  Gleichungen  (3)  formal  dieselben  bleiben,  trotzdem 
Ci  C2  C3  Funktionen  von  xy  z  sind.  Die  Bedingung  hierfür  leiten 
wir    ab. 
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Offenbar  schreibt  sich  das  DiflFerential  dF,  wenn  Cj  C^  C^ 
die  Variabeki  xyz  enthalten,  wie  folgt : 


,_       IdF  du        dF    ^    ^^  dF  dCA  ^ 


+ 


Xduly       'dy 


.    ^^dF  dCA  , 


(7) 


(• 


dF  du 
du   dz 


+ 


dF 

»  =  1,2,3 


yi  dF  dCÄ 

^  dCi  dz ) 


dz 


Ohne  die  hieraus  sich  ergebenden  Gleichungen  (3)  besonders 
hinzuzuschreiben,  übersehen  wir  sofort,  daß  diese  Formeln  unge- 
ändert  bleiben,  sobald  die  Gleichungen  erfüllt  sind: 

dFdC^   .    dFdC,   .    dF    dC. 


dFdC^ 

dC^  dx  '^dC'^dx  '"^  dc^   dx 
dF_dCj^     dF_dC^     dF_  dc^ 

dC^  dy       dC^~dy^dC^"d^ 


=  0 


=  0 


(8) 


dFdCi 

dC^'dz 


+ 


dc^  dz  "*"  aCj 


dF    dC. 


dz 


0 


Dieses  Gleichungssystem  ist  offensichtlich  erfüllt  durch 

dF 
dC[ 
dF 
dC^ 
dF 


0 


=  0 


(9) 


dC^ 


=  0 


vorausgesetzt,  daß  die  Koeffizientendeterminante 

dC^  dC^  dC^ 

dx  dx  dx 

dC^  dC^  dC^ 

dy  dy  dy 

dC^  dC^  dC^ 

dz  dz  dz 

von  Null  verschieden  ist. 


A  = 


(10) 
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Die  Gleichungen  (9)  bieten  jetzt  Gelegenheit,  C^  C^  C, 
durch  gewöhnliche  Auflösung  zu  bestimmen,  wodurch  wir 
diese  Größen  in  u,  x,  y,  z  ausgedrückt  erhalten,  so  daß  nach 
Einsetzen  in  (1)  das  vollständige  Integral  übergeht  in  eine 
Ausdruck,  der  keine  willkürHchen  Konstanten  mehr  enthält. 
Dieser  neue  Ausdruck,  der  der  Differentialgleichung  (4)  ebenfalls 
genügt,  heißt  das  singulare    Integral. 

Wir  definieren:  das  singulare  Integral  ist  eine 
solche  Beziehung  zwischen  den  Veränderlichen» 
die  keine  willkürlichen  Konstanten  enthält  und 
den  gegebenen  Differentialgleichungen  genügt. 
Das  Integral  kann  aber  nicht  durch  spezielle  Aus- 
wahl der  willkürlichen  Konstanten  des  vollstän- 
digen Integrals  erhalten  werden. 

V.  Beispiel:     Gegeben  ist  die  Differentialgleichung 

^/       t    dz    dz\  dz  dz   ,    dz      dz 

Man  verifiziert  leicht: 

F  =  ax  +  by+ab  —  z  =  0  (12) 

als  das  vollständige  Integral  mit: 

Bilden   wir  jetzt  analog   (9) 

^  =  x  +  b  =  0  (13) 

^^ 

woraus  sich  a  =  —  y,  6  =  —  x  ermitteln,  so  findet  sich  nach 
Einsetzen  in  (12): 

xy  +  z  =  0  (14) 

als  das  singulare  Integral,  welches  keine  willkürUchen  Konstanten 
enthält.  Die  Gleichungen  (13)  sind  zulässig,  weil  die  Determinante 
A  (vgl.  10),  die  sich  hier  auf: 
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da    db 

dx    dx 

da    db 

= 

dy    dy 

0     — 1 


—  1 


0 


=  — 1 


zusammenzieht,  von  Null  verschieden  ist. 

VI.  Das  Gleiohimgssystem  (8)  wird  noch  auf  eine  andere 
Weise  erfüllt,  abgesehen  von  dem  Ansatz  (9).  Löst  man  nämlich 
die  in 

8F      8F      dF 
8C['   dC^'   8C^ 

linearen  Gleichungen  (8)  nach  diesen  Größen  auf,  so  erhält  man  : 


dF 

~dcl 


0 


dc.  dc. 


dx 
dC. 
dy 

0   '-^ 

dz 


dF 
dc^ 


dF 
"dCl 


die  erfüllt  werden  durch 


dC^ 

dx 

dc^ 

dy 

dC^ 
dt 

dx 

80, 
dy 
dC^ 

dz 


0 


0 


dx 

dz 

dC^ 
dx 

dC^ 

8y 
dC^ 

dz 


=  0 


dx 

dC. 


dz 


=  0 


(15) 


=  0 


A  =0.  (16) 

Nach  einem  bekannten  Satz  ist  dies  aber  die  Bedingung  dafür, 
daß  C] Cf  C,  als  Funktionen  von  x  yz  nicht  unabhängig  von- 
einander sind,  daß  eine  Funktion 

<p  (Gl,  C„  C,) 


268 


Einleitung. 


existiert,  die  nach  Einsetzen  der  Funktionsausdrücke  für  C^  Cj  C^ 
identisch  verschwindet: 

q>  (Ca,  C„  C3)  =  0  W).  (17) 

Setzen  wir  etwa 

Cz^X{P^,C^)  (18) 

willkürlich  an,  so  wird  (17)  erfüllt.   DifFerentiieren  wir  jetzt  (1) 
und  (18)  nach  den  willkürlichen  Konstanten,  so  kommt: 


und 


(19) 


(20) 


aus  deren  Verein  sich  ergibt: 

woraus  wiederum,  wegen  der  unabhängigen  Wählbarkeit  von  dCi 
und  dC2  folgt: 

dF    .    BF  dx 


dC^'^dC^dC^       ^ 


dF     dF  dx 
dä'^ 


=  0. 


(21) 


^2     ^o^^o^ 

Wir  haben  jetzt  drei  Gleichungen:  (18)  und  (21),  die  zur 
Berechnung  von  C^  C^  C^  als  Funktionen  von  xyz  hinreichen. 
Durch  Einführung  der  gefundenen  Größen  in  (1)  wird  in  das  Inte- 
gral eine  willkürliche  Funktion  x  zweier  voneinander  unab- 
hängiger Funktionen  hineingebracht.  Man  nennt  die  solcher- 
gestalt entstehende  Lösung  das  allgemeine  Integral.  Es 
enthält  keine  willkürlichen  Konstanten,  sondern 
eine  oder  mehrere  willkürliche  Funktionen  der 
unabhängigen  Variabein. 

VII.  Beispiel.    Man  verifiziert  leicht,  daß  z 

F  =  Ci\ogx  +  (l  —  C,)logy  +  C2  —  \ogz  =  0         (22) 
das  vollständige  Integral  von 


dz     .        dz 
dy 


dx 


(23) 


ist. 
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Nach  Vorschrift  von  (18)  setzen  wir  willktirlich  an 

C^  =  X(Cx)  (24) 

(das  vollständige  Integral  enthält  hier  nur  2  willkürliche  Konstante, 
da  wir  nur  2  unabhängige  Variabele  x  und  y  haben)  und  nach  Vor- 
schrift von  (21)  bilden  wir: 

I§,  +  WM  =  1°«  — l°«y  +  ^'(^a)  -  0  (25) 

woraus  sich  findet 

(26) 


<^.  =  »(f) 


Ebenso  wird  C«  eine  willküfüche  Funktinn   von  —    und 

X 

nach  Einsetzen  in  (22)  und  nach  Beseitigung  der  Logarithmen 
ergibt  sich: 

yv(-|)-2  =  0  (27) 

als  das  allgemeine  Integral  von  (23).     Denn  es  ist: 


X 

8z 

8x 

=  — 

^v' 

© 

8z 

'ey- 

=  + 

X  ^ 

ii) 

+  yv 

© 

also  naoh  Addition: 

8z 

•  +  » 

8z 
8y 
w.  z. 

=  yw 

b.  w 

Z 

VIII.  Es  gibt  eine  weit  entwickelte  Theorie,  die  gestattet, 
für  eine  gegebene  partielle  Differentialgleichung  das  vollständige, 
das  allgemeine  und  das  singulare  Integral  aufzufinden.  Am  voll- 
kommensten sind  die  Integrationsverfahren  ausgebildet  für  die 
allgemeinen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  und  die 
linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

Bei  den  partiellen  Differentialgleichungen,  die  bei  phj'si- 
kalischen  Aufgaben  auftreten,  liegt  nun  der  Schwerpunkt  nicht 
in  der  Bestimmung  dieser  Integrale,  sondern  in  der  Ermittlimg 
der  Grenzbedingungen,  den  die  Integralfunktionen  zu  genügen 
haben. 
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Die  Wege,  die  man  hierzu  einsohlägt,  sind  bis  zu  einem  ge- 
wissen Grade  allgemein  angegeben;  vor  allem  aber  tritt  die  Auf- 
suchung der  der  oben  angeführten  Integrale  sehr  in  den  Hinter- 
grund, weshalb  wir  auf  die  allgemeinen  Integrationstheorien 
partieller  Differentialgleichungen  nicht  weiter  eingehen.  Wir 
werden  vielmehr  im  folgenden  die  verschiedenen  Gruppen  par- 
tieller „physikalischer"  Differentialgleichungen,  mit  den  ein- 
f£M$hsten  beginnend,  behandeln  und  dabei  an  geeigneten  Stellen 
allgemeinere  Betrachtungen  über  die  Methoden  einflechten**). 


n.   Einfache  partielle.  Differentialgleichungen 
aus  verschiedenen  Gebieten. 

§  54.    Differentialgleichung  der  schwingenden  Saite. 

I.  Eine  Saite  von  der  Länge  l  (Fig.  136)  sei  mit  ihren  End- 
punkten in  zwei  Punkten  AB  der  a;- Achse  befestigt.  In  der  Ruhe- 
lage fällt  sie  dann  mit  der  2:- Achse  zusammen;  ihre  Anfangs- 
spannung sei  P,  und  wir  betrachten  nur  solche  Auslenkimgen  y 
der  Saite  aus  der  Ruhelage,  daß  die  Spannung 
stets  =  P  bleibt.  Außerdem  seien  die  Aus- 
lenkungen eben  und  erfolgen  nur  in  der  2;^-Ebene. 


y^"^ 


^ 


Fig.  136.    SohwlDgende  Saite.  Fig.  136  a.   Kräfte  an 

einem  Saitenelement. 

Nun  betrachten  wir  ein  Saitenelement  dm.  In  seinen  End- 
punkten X  und  X  +  iix  ziehen  wir  Tangenten  an  die  Saite,  deren 
Neigungswinkel  a  bzw.  a'  seien,  welche  Winkel  wegen  der  Kleinheit 
der  Auslenkungen  y  ebenfalls  klein  sind.  Dann  ist  die  y-Kom- 
ponente  der  Spannung  P  im  Punkte  x 

y  =  —  P  sin  a, 
im  Punkte  x  +  dx 

Y+  dY  =  +Psina'. 
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Nun  ist  aber: 

dy 
dx 

sin  a  ^=  — - — —  dx . 

dx^  dx^ 

Mit  diesen  Formeln  ergibt  sich  als  resultierende  auf  das 
Saitenelement  dm  wirkende  Transversalkraft 

^    dx^ 

die  naoh  dem  Grundgesetz  der  Mechanik  mit  der  am  Massen- 
element  angreifenden  Trägheitskraft  dm  -^  gleich  zu  setzen 
ist,  wenn  die  Bewegungsgleichung  gesucht  wird: 

dt^  dx^  ^  ' 

Bezeichnet  jetzt  p  das  Gewicht  der  ganzen  Saite,  dann  ist 
die  Masse 

g    l 

wo  g  die  Beschleunigung  der  Schwere  bedeutet. 
Die  Gleichung  (1)  geht  hiermit  über  in: 
d^y       Pg^  d^y 


dt^  p     dx^ 

und  mit 

P 

in 


(2) 


d*v  d*v 


dt^  dx^ 

Dies  ist  die  Gleichung  der  ebenen  Transversalschwingungen 
einer  gespannten  Saite,  die  durch  die  Namen  d'Alembert, 
Euler,  Daniell  Bernoulli  berühmt  geworden  ist^). 

Die  Aufgabe,  die  sich  uns  bietet,  ist  nun  folgende: 

Es  ist  eine  Funktion  y  von  x  und  t 

y  =  F(x,  t) 

zu  suchen,  die 
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1.  die  obige  Gleichung  (3)  befriedigt, 

2.  die  Eigenschaft  hat,  daß  für  x  =  0   und  x  =  l    y  =  0 
wird, 

0  =  F{0,  0, 
0  =  F{1,  f), 

3.  zur  Zeit  *  =  0  eine  gegebene  Gestalt  /  (x)  annimmt 

f(x)  =  F(x,0), 

4.  deren  Differentialquotient  zur  Zeit  ^  =  0  eine  gegebene  Ge- 
stalt annimmt: 

^^^  dt 

Die  Bedingung  2.  heißt  die  Grenzbedingung  und  bedeutet 
das  Festliegen  der  Saitenendpunkte. 

3.  und  4.  heißen  die  Anfangsbedingungen,  und  3.  bedeutet, 
daß  im  Anfang,  d.  h.  zur  Zeit  ^  =  0  die  Saite  eine  gegebene  Gestalt 

haben  soll,  z.  B.  durch  einen 
Stift  S  zur  Seite  gezogen  sei 
(Fig.  137).  Der  Stift  wird  zur 
Zeit  ^  =  0  fortgenommen,  wo- 
rauf die  Schwingung  beginnt. 
4.  bedeutet,  daß  zur  Zeit 
Fig.  137.  Spezielle  Anfangsgestalt  ^  =  0  alle  Punkte  der  Saite 
einer  Saite.  eine  gegebene  Geschwindigkeit 

haben  sollen.  Z.  B.  können 
alle  Punkte  zur  Zeit  t  =  0  in  Ruhe  sein,  wie  in  dem  eben  ange- 
führten Beispiel  der  seitlichen  Anfangsauslenkung  mittels  des 
Stiftes. 

Zunächst  suchen  wir  eine  Funktion  nach  Vorschrift  vonl)  und 
wir  setzen  eine  solche  als  partikuläres  Integral  zunächst  in  der 
Form  an 

y  =  X-T  (4) 

WO  X  bzw.  T  Funktionen  von  x  t  bzw.  t  allein  bedeuten. 
Durch  Differentiation  ergibt  sich 

d^  _  j,d^ 
dx^  dx^ 
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und  nach  dem  Einsetzen  in  (3) 

1    d^T        a2   d^X 


(5) 


T    dt^         X    dx^ 

Diese  Gleichung  wird  erfüllt,  wenn  wir  beide  Seiten  einer 
und  derselben  Konstanten,  z.  B.  —  k^  gleich  setzen,  wodurch 
folgende  beiden  Ansätze  resultieren: 

d^T 


dt^ 


=  —k^T 


d^X  _        k^  ^ 

dx^  ~~        a« 


(6) 


Partikuläre  Integrale  dieser  beiden  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen sind 

T  =  cos  k  t  y     sin  k  i 

k  k  ('7\ 

Jf  =  cos — X,  sin — X  ^  ' 

a  a 

wovon  man  sich  durch  Einsetzen  in   6)  ohne  weiteres  überzeugt. 

k 
Von  diesen  Funktionen  scheidet  cos  —  x  aus,  weil  dieser  Ausdruck 

a 

für  X  =  0  nicht  Null  wird,  wie  unter  2.  vorgeschrieben.    Damit 

k 
aber  sin  —  x  für  x  =  Z  verschwindet,    muß  kl  =  ann  sein 
a 

wo  n  eine  ganze  Zahl  ist.  Die  Gleichung  kl  =  a  n  n  heißet  die 
Periodengleichung;  sie  ergibt  sich  stets  aus  den  Grenz- 
bedingungen. 

Wir  haben  jetzt  zwei  partikuläre  Lösungen  für  (3),  nämlich: 

»Ji  ann 

sm  — r—  X  cos  — z —  t 

L  L 

und  (8) 

7171         .     auTi 
sm  —j—  X  sm  — - —  t 

Beide  Lösungen  fassen  wir  mit  zwei  unbestimmten  Konstanten 
Aj^  und  B^  zusammen  in 

y  =  sm-y-a;(^„cos — - — i  +  -B^sm — - — t\  (9) 

Hort»   Differentialgleichungen.  18 
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oder,  wenn  wir  setzen 


^  ann 

C«  cos  — ; —  T„ 


B^  =  CnBin—j—Xn 

y  =  Cn  sm  — T-  X  •  cos  — - —  (t  —  tn) 

Wir  erhalten  also  einen  Schwingungsvorgang, 
einen  in  Bezug  auf  die  Zeit  periodischen  Vorgang. 
Schwingungsdauer  ist: 

T   -   ^^ 

-*  n  — 


7!t«y  6run<fron 


rv2  O^fok-e 


an 


die  Schwingungszahl: 


z„  = 


an 
"27 


(10) 

d.h. 
Die 


(11) 


(12) 


7f3  ^inte 
Fig.  138.    Verschiedene 
Schwingungsformen. 


Die    Saite     ist    fähig,    jede 
durch  eine  ganze  Zahl  n  gekenn- 
zeichnete Bewegung  auszuführen. 
Ist  n  =  1,  so  schwingt  die 
Saite  im  Grundton,  bei  n  =  2 
in  der  Oktave  des  Grundtons, 
bei  w  =  3   mit  der  Quinte   der 
Oktave.       Welche    Schwingung 
die  Saite  wirklich  ausführt,  hängt  von  den  Anfangsbedingungen  ab. 
Z.  B.  wird  sie  nur  im  Grundton  schwingen,  wenn  sie  zur 
Zeit  t  =  o  die  erste  in  Fig.  138  gezeichnete  Gestalt  hatte  und 
ihre  Punkte  sämtlich  in  Ruhe  waren. 

II.  Ist  aber  die  Anfangsgestalt  eine  andere,  so  werden  außer  dem 
Grundton  auch  die  Obertöne  auftreten,  d.  h.  die  Gesamtschwin- 
gung wird  sich  durch  Übereinanderlagerung  der  Einzelschwin- 
gungen ausdrücken: 


xri  /  .  nai    .    _     .       nat\    .        nx 


(13) 


Hier  entspringt  nun  die  Aufgabe,  die  unbestimmten  Koeffizien- 
ten Aj^Bj^  aus  den  Anfangsbedingungen  (3)  und  (4)  zu 
bestimmen. 
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Aus  (3)  ergibt  sich  f ür  t  =  o 

y<«o=  ^^«sin — —  =  f(x)  (14) 

TTährend  aus  (4)  resultiert: 

Hier  sind  g{x)  und  i{x)  im  Intervall  von  0  bis  i  willkürlich 
vorgegebene  Funktionen  und  (14)  und  (15)  verlangen,  diese  Funk- 
tionen in  Reihen  von  Winkelfunktionen  zu  entwickeln,  die  nach 

7ZX 

Vielfachen  von  — y —  fortschreiten. 

Bekanntlich  hat  Fourier  diese  Aufgabe  gelöst.     Er  multi- 

TIX 

plizierte  die  Gleichung  (14)  mit  sin  m—j—dx  und  integrierte 
zwischen  0  und  l.     Dann  findet  sich: 

r  mTtx  ^  Ca     •     ^^^     •     ^^^  j        /ißv 

I  /  (x)  sm  — j —  dx  =    y    I  -4n  sm  — j —  sm  — - —  dx     (16) 

0  0 

Auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  wird  aber 


/ 


/• 


nnx    .    mTzx 
sm  — j —  sm  — j —  dx  ^0  (17) 

ö 

bei  allen  Gliedern,  bei  denen  n^  m  ist.      Wird  aber  n  =  m, 
so  findet  sich: 

■'.     nnx     .     nnx.  l 

sm  — j —  •  sm  — - —  dx  =  —  (18) 

ö 

Der   Beweis  für   die   beiden  Behauptungen    (17)   und    (18) 

findet  sich  wie  folgt: 

Zunächst  ist 

i 


f 


n Ttx         mTix  . 
sm  — - — sm  — - — dx 


\    C        (n  —  m)7tx  l    f  N  ^^  j 

=  -^  I  cos  -^^ j—^ —  "Ff  ^^^  ^^  "*"  ^^  ~T~ 


TT  r 

(19) 
18» 
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Das  zweite  Integral  rechts  stellt  aber  die  Fläche  dar,  die  von 
der  Kurve 

y  =  cos  (n  +  m)  —j- 

und  den  Ordinaten  x  =  0  und  x  —  l  eingeschlossen  wird. 
Ist  n  +  m  gerade,  so  hat  die  Kurve  den  in  Fig.  139  gezeichneten 
Verlauf. 


Fig.  139.     J  008  (n  +  m)  ^Ltl  dx.    n -\- 


Fig.  140.      r  008  (n  +  m)  - —  dx,  n-^m  ungerade. 


Man  erkennt  ohne  weiteres,  daß  die  Fläche  der  Kurve  = 
Null  ist. 

Ist  aber  n  -\-  m  ungerade,  so  hat  die  Kurve  das  Aussehen 
Fig.  140. 

Der  Flächeninhalt  verschwindet  gleichfalls. 

Das  Integral 

i 


f 


71 


COS  (n  —  m)  -=-  x  dx , 
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welches  für   n^m  nach  dem  Vorhergehenden  gleichfalls  ver- 
schwindet, reduziert  sich  für  n  =  m  auf 


.h 


l 


d.  h.  auf  den  Wert  /.    Es  bleibt  also  in  der  Tat  nur  -^  als  Integral- 

wert  für  (18)  übrig. 

Hiermit  findet  sich  also  aus  (16) 
i 


-TJ> 


f  ipc)  sin  — = —  dx 


(20) 


und  analog  aus  (15) 
5, 


2     r 

ann  J 


.  .    .    nnx  , 
g  (x)  sm  — j —  d  x 


Hiermit  ist  die  Reihe  (13)    und    damit   die  Bewegung  der 
Saite  festgelegt. 


%  66.  Reehnerische  Ermittlung  der  Fourierschen  Koetflzienten. 

Wir  wollen  jetzt,  etwas  verallgemeinernd,  die  Funktion 
/  {x)  der  Periode  2  tt  in  eine  sowohl  nach  Cosinus-  wie  nach  Sinus- 
funktionen fortschreitende  Reihe  entwickeln: 


f(x)  =  Oq  +  ^  {Ancosnx  +  B^&mnx) 


(1) 


n-l 


Wiederum  schlagen  wir  das  Verfahren  der  Multiplikation 
mit  cos  mxdx  resp.  sin  mxdx  ein  und  erhalten  nach  Integration 
zwischen  0  und  27z: 

/  (x)  COS  nxdx 


^n  = 


B„  = 


0 
+  2 


0 
+  2r 


f{x)%innxdx 


(2) 
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welche  Formeln  auch  noch  f ür  n  =  o  gelten,  falls  man 


"«  =  ^  =  2; 


^/ 


2t 

f(x)  dx 


(3) 


setzt. 


Damit  ist  die  Reihenentwicklung  (1)  festgelegt. 

Es  handelt  sich  jetzt  um  die  Bestimmung  der  Koeffizienten 
A^  und  B^.  Man  nennt  diese  Aufgabe:  Harmonische 
Analyse   der  Funktion  f(x),     (Fig.  141). 


Fig.  141.     Funktion  der 
Periode  2  n. 


A 

/^ 

K^(x> 

/ 

\ 

^ 

O      ^ 

'       i 

l 

# 

Fig.  142.    Zur  rechnerischen 
harmonischen  Analjrse. 


Zunächst  geben  wir  ein  rechnerisches  Verfahren  an. 
Das  Intervall  0  bis  2  jr  =  0  bis  360°  wird  in  2  m  =  24  gleiche 
Teile  geteilt. 

Die  den  Abszissen 


X  = 


2n 
2m 


2n 
2m 


entsprechenden  Funktionswerte    von  f(x)  werden   mit  f^,{x)  be- 
zeichnet: V  =  1,2  ...  2  TW.    Ferner  bilden  wir  alle  Kurven: 

cos  n  x  und  sin  n  x 

und  berechnen  ebenfalls  deren  Werte  für  die  Abszissen 


27r    2n 
2m '2m 


.— -v,...2^ 
zm 
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d.h. 


und 


2n 
QO^nx  =  cosn- — v 


2n 
siiiv  nx  =^  smn- — v 
2m 


v=  1,2 2m 


Diese  Werte  sind  einer  trigonometrischen  Tafel  zu  entnehmen. 
Für  2m  =  24  haben  wir  folgende  Tabellen: 

27r 
cos  n  -— -  •  V 
24 

Tabelle  11. 


n 

1 

2 

3 

4 

5 

0 

+  1,000 

+  1,000 

+  1,000 

+  1,000 

+  1,000 

1 

+  0,966 

+  0,866 

+  0,707 

+  0,500 

+  0,259 

2 

+  0,866 

+  0,500 

0,000 

—  0,500 

—  0,866 

3 

+  0,707 

0,000 

—  0,707 

—  1,000 

—  0,707 

4 

+  0,500 

—  0,500 

—  1,000 

—  0,500 

+  0.500 

5 

+  0,259 

—  0,866 

—  0,707 

+  0,500 

+  0,966 

6 

0,000 

—  1,000 

0,000 

+  1,000 

0,000 

7 

—  0,259 

—  0,866 

+  0,707 

+  0,500 

—  0,966 

8 

—  0,500 

—  0,500 

+  1,000 

—  0,500 

—  0,500 

9 

—  7,700 

0,000 

+  0,707 

—  1,000 

+  0,707 

10 

—  0,866 

+  0,500 

0,000 

—  0,500 

+  0,866 

11 

—  0,966 

+  0,866 

—  0,707 

+  0,500 

—  0,259 

12 

—  1,000 

+  1,000 

—  1,000 

+  1,000 

—  1,000 

13 

—  0,966 

+  0,866 

—  0,707 

+  0,500 

—  0,259 

14 

—  0,866 

+  0,500 

0,000 

—  0,500 

+  0,866 

15 

—  0,707 

0,000 

+  0,707 

—  1,000 

+  0,707 

16 

—  0,500 

—  0,500 

+  1,000 

—  0,500 

—  0,500 

17 

—  0,259 

—  0,866 

+  0,707 

+  0,500 

—  0,966 

18 

0,000 

—  1,000 

0,000 

+  1,000 

0,000 

19 

+  0,259 

—  0,866 

—  0,707 

+  0,500 

+  0.966 

20 

+  0,500 

—  0,500 

—  1,000 

—  0,500 

+  0,500 

21 

+  0,707 

0,000 

—  0,707 

—  1,000 

—  0,707 

22 

+  0,866 

+  0,500 

0,000 

—  0,500 

—  0,866 

23 

+  0,966 

+  0,860 

+  0,707 

+  0,500 

+  0,259 

24 

+  1,000 

+  1,000 

+  1,000 

+  1,000 

+  1,000 
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Tabelle  12. 


n 

V 

1 

2 

3 

4 

5 

0 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 

1 

+  0,259 

+  0,500 

+  0,707 

+  0.866 

+  0,966 

2 

+  0,500 

+  0,866 

+  1,000 

+  0,866 

+  0,500 

3 

-f  0,707 

+  1,000 

+  0,707 

0,000 

—  0,707 

4 

-h  0,866 

+  0,866 

0,000 

—  0,866 

—  0,866 

5 

H-  0,966 

+  0.500 

—  0,707 

—  0,866 

+  0,259 

6 

+  1,000 

0,000 

—  1,000 

0,000 

+  1.000 

7 

H- 0,966 

-0,500 

—  0,707 

+  0,866 

+  0,259 

8 

+  0,866 

—  0,866 

0,000 

+  0,866 

—  0,866 

9 

+  0,707 

—  1,000 

+  0,707 

0,000 

-  0,707 

10 

+  0,600 

—  0,866 

+  1,000 

—  0,866 

+  0,500 

11 

+  0,259 

—  0,500 

+  0,707 

—  0,866 

+  0,966 

12 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 

13 

-  0,259 

+  0,500 

—  0,707 

+  0,866 

—  0,966 

14 

—  0,500 

+  0,866 

—  1,000 

+  0,866 

—  0,500 

15 

—  0,707 

+  1,000 

—  0,707 

0,000 

+  0,707 

16 

—  0,866 

+  0,866 

0,000 

—  0,866 

+  0,866 

17 

—  0,966 

+  0,500 

+  0,707 

—  0,866 

—  0,259 

18 

—  1,000 

0,000 

+  1,000 

0,000 

—  1,000 

19 

—  0,966 

—  0,500 

+  0,707 

+  0,866 

—  0,259 

20 

-  0,866 

—  0,866 

0,000 

+  0,866 

+  0,866 

21 

—  0,707 

—  1,000 

—  0,707 

0,000 

+  0,707 

22 

—  0,500 

—  0,866 

—  1,000 

—  0,866 

—  0,500 

23 

—  0,259 

—  0,500 

-  0,707 

—  0,866 

—  0.966 

24 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 

0,000 

Mit  diesen   cos-  resp.  sin-Werten  sind  die  /»,  (a:)-Werte  zu 
multiplizieren  und  man  erhält :  ^ 

1      24 

^«  =  —  y  /v  {x)  cos,(n  x) 

v  =  l 
1       24 

Bn  =  —  y /v  (x)  8inv(n  x). 
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§  56«  Meehanisehes  Yerfahrcn  zur  Bestimmung  der  Fourierschen 

Koeffizienten. 

Ist  eine  Funktion  f{x)  über  einer  Basis  2  c,  Fig.  143,  gegeben: 
80  lauten  die  Fourierschen  Koeffizienten 


f{x) cos  n  —  xdx 
c 


..=1/ 

0 
2r 
1      /*  TT 

3n  =  —  I  f(x)  sin  n  —  x  d 
c  J  c 


(1) 


die  für  c  =  jr  wieder  in  die  Formeln  (2)  §  55  übergehen. 


Fig.  143.    Funktion  der  Periode  2  c. 

Diese  Integrale  kann  man  mittels  des  Henrici-Cora- 
dischen  Analysators  bestimmen. 

Zunächst  werden  beide  Integrale  durch  partielle  Integration 
umgefqrmt^): 

12c 


l  \  .,  .     c      .    Tin    ] 
c  njz  c       l 

2c 

i   r  c     .   n 

/ sm  — 

c  /  nn  i 


xdf(x) 


oder,  da  der  Wert  der  eckigen  Klammern  verschwindet: 
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2.C 
1      C  ,    nn 

A„  = 1  sm 

njt  J  c 


xdfix) 


und  analog: 


1e 

Bn—  -\ /  cos X  df(x) 

njtj  c 


(2) 


Für  die  Ausführung  dieser  Integrationen  ist  der  genannte 
Analysator   eingerichtet. 


m 


# 


m- 


^m 


-^:^ 


M 


Fig.  144.    Konstruktion  des  Henrici-Coradischen  Analysators. 

Ein  Rahmen  R  R  (Fig.  144)  wird  von  drei  Rollen  E  E  und 
D  getragen  und  so  auf  die  Ebene  x  y  gesetzt,  daß  die  Achse  E  E 
parallel  zur  o:- Achse  steht.  Der  Rahmen  kann  dann  nur  parallel 
der  y- Achse  verschoben  werden. 

Auf  dem  Rahmen  sitzt,  parallel  zur  x- Achse  verschieblich 
der  Wagen  W,  der  den  Fahrstift  F  trägt.  Wird  der  Fahrstift  an 
einer  zu  analysierenden  Kurve  entlang  geführt,  so  verschiebt  sich 
der  Wagen  W  proportional  dx,  der  Rahmen  R  proportional  dy. 
Die  Bewegung  des  Wagens,  die  durch  Anschläge  auf  einen  Bereich 
2  c  beschränkt  ist,  wird  mittels  eines  Silberdrahtes  durch  Rollen- 
übertragung zur  Scheibe  H  geleitet.  Die  Übertragung  ist  so  ein- 
gerichtet, daß  sich  U  n  mal  mit  seiner  senkrechten  Spindel  8  dreht, 
wenn  der  Wagen  einmal  die  Basis  2  c  durchläuft. 
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Fest  mit  der  Spindel  S 
K  L  M  N,  der  durch 
einen  etwa  quadra- 
tischen Rahmen  ge- 
bildet wird,  in  welchem 
zwei  Meßrädchen  R^  R^ 
zueinander  achsensenk- 
recht gelagert  sind.  Der 
Integrierapparat  dreht 
sich  also  um  den  Winkel 

^  =  >i   —   X    um    die 
c 

Achse  8. 

Die  Bewegung  des 
Rahmens  überträgt  sich 
proportional  dy  =  di{x) 
auf  eine  zylindrische 
Scheibe  C,  die  auf  der 
Achse  E  E  befestigt  ist, 
und  wird  von  hier  durch 
eine  Glaskugel  G  weiter- 
geleitet, die  sich  auf  C 
stützt  und  innerhalb 
des  Integrierapparates 
so  gelagert  ist,  daß  sie 
die  beiden  Meßrädchen 
i?i  und  i?2  in  zwei 
Punkten  ihres  größten 
Horizontalkreises  be- 
rührt. 

Die  Kugel  G  dreht 
sich  vermöge  der  Rei- 
bimg mit  C  stets  um 
ihren  zur  x-Achse  pa- 
rallelen Durchmesser, 
und  zwar  proportional 
d  y.  Diese  Bewegimg 
überträgt  sich  auf  die 
beiden  Meßrädchen  R^ 


verbunden  ist  der  Integrierapparat 


o 


a 
1 

a 


I 
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und  i?2>  ^^^  ^^*^  ^*^^  Maßgabe  der  Drehung  ^  des  Integrier- 
apparates.  Wie  aus  der  Figur  unmittelbar  ersichtlich,  dreht  sich  JRi 

%  ÜT  X  TL  JTä  X 

proportional    sin dy  und  Äg  proportional  cos •  d  y, 

c  c 

Durchläuft  der  Fahrstift  die  ganze  Kurve,  so  sind  die  Meßrädchen- 

Ablesungen  a^  und  Oj  proportional  mit : 


/ 


2e 

TlTt  X       - 

sm •  dy 


bezw. 


d.h. 


.0 
2e 


/ 


nnx     , 
cos •  dy, 


2c 

—  dy 


/.    nn 
sm— ^ 

0 
2c 

/nnx   , 
cos dy, 


0 

wo  Pi  und  P2  vo^  dö^  Abmessungen  des  Instrumentes  abhängige 
Konstante  sind. 

Wir  haben  also: 

nn   p^ 
Da  nun  am  Instrument  p^  und  p^  so  gewählt  sind,  daß 
Pi7r=  -  1 
pgjr  =  +  1, 
80  hat  man  unmittelbar: 

n 
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Trägt  das  Instrument  für  n  =  1,2,  3  mehrere  Integrierappa- 
rate so  kann  man  mit  einer  einzigen  Umfahrung  der  Figur  sämt- 

liehe  Koeffizienten  A  B  bestimmen  bis  auf  —^  ,  welches  als  Höhe 

des  der  Kurvenfläehe  inhaltgleichen  Rechteckes  durch  ein  Plani- 
meter  bestimmt  wird.  Einen  Apparat  dieser  Art  zeigt  Fig.  145.***) 


§  67  Die  Differentialgleichung  der  Stabsehwingungen. 
Biegungsschwingungen. 

Ein  Stab  kann  drei  Arten  von  Schwingungen  ausführen: 
Längsschwingun^en,  Drehungsschwingungen,  Biegungsschwin- 
gungen. 


iit  iiiiii^  mm  iHiiiii  «miit  timiii!  imiiii'  ihhhii  ihimi  m 


iiiiii>i!iHiii!iWiiii>iiii!l!:iiiH:'iiit;!iiHii::i 


Ze/fä^ere/fi 


Fig.  146.    Längsschwingungen. 


I.  Bei  der  Längsschwingung  bewegen  sich  alle  Stabteile 
parallel  zur  Stabachse.  Zusammendrückungen  und  Dehnungen 
des  Stabmateriales  folgen  räumlich  und  zeitlich  aufeinander 
Fig.  146. 

Zur  Aufstellung  der  Bewegungsgleichung  gehen  wir  aus 
Von  einem  horizontal  eingespannten  Stab  und  betrachten  ein  Ele- 
ment ah  der  kleinen  axialen  Abmessung  dx  Fig.  147. 

Die  beiden  Begrenzungs- 
ebenen a  und  6  bewegen  sich 
periodisch  und  es  sei  u  die 
Größe  der  Verschiebung,  u 
wird  im  allgemeinen  eine 
Funktion  der  Stabkoordinate  x 
und  der  Zeit  i  sein: 


a  h 


dsr^- 


Fig.  147.      Zur  Differentialgleichung 
der  Längsschwingungen. 


/(a:,0 


(1) 


Wäre  a;  in  /  nicht  enthalten,  so  würde  sich  der  Stab  als  starres 
Ganzes  bewegen.  Gleichung  (1)  setzt  aber  (elastische)  Verschie- 
bungen der  einzelnen  Stabquerschnitte  q  gegeneinander  voraus. 
Verschiebt  sich  a  um  tt,  b  um  u  +  du,  %o  mt  du  die  Änderung  des 
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Abstandes  von  a  und  6,  d.h.  von  d  x.  Mithin  ist  die  von  a  auf  den 
Stabteil  I  übertragene  Spannung: 

ex 

wo  E  der  Elastizitätsmodul  ist. 

Von  Querschnitt  b  wird  hingegen  auf  den  Stabteil  II   die 
Spannung    Überträgen : 


^ij+^^i-H- 


(1^)' 


Beide  Spannungen  sind,  am  Element  ah  angreifend,  ein- 
ander entgegengesetzt  und  ihre  Resultierende  muß  dem  kineti- 
schen Widerstand  (Trägheitswiderstand)  des  Elements  gleich 
sein.    Letzterer  lautet,  bei  einer  Stabmasse  M  und  Länge  L: 

M  d^u  , 
womit  sich  als  Bewegungsgleichung  ergibt : 

Setzt  man  hier  noch: 

M 

- —  =  o  =  Dichte  des  Stabmaterials 
L-q 


so  wird  einfacher: 


die  Bewegungsgleichung,  die  besonders  deshalb  bemerkenswert 
ist,  weil  der  Bewegungsvorgang  von  den  Stababmessungen  un- 
abhängig   ist. 

Mit  -^  =  a^  ergibt  sich  wieder  die  Form  der  Schwingungs- 

gleichung  der  Seite,  zu  deren  Behandlung  auf  54  verwiesen  sei. 
II.  Bei  den  Drehungsschwingungen,  z.  B.  eines  zylindrischen 
Stabes  ward  die  Bewegung  am  besten  durch  die  Aufzeichnung  einer 
Mantellinie  auf  der  Abwicklung  des  Stabes  charakterisiert. 
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Ist  der  Querschnitt  x  um  den  Winkel  d*  aus  seiner  Mittellage 

verdreht  (Fig.  148),  der  Querschnitt  x  +  dx  umö-  +  ^^,  so  ist^ — 

die  mittlere  Verdrehung  des  Elements  d  x.  Die  Torsionsspannungs- 
momente  sind,  wenn  0  das  Querschnittsträgheitsmoment  des 
Stabes  und  G  den  Schubmodul  bedeuten, 

dx  \dx         ox^      J 


I 


i- 


¥^^^^^^Uf;r 


Fig.  148.    Torsionsschwingungen. 


deren  Resultierende  sich  mit  dem  Moment  der  kinetischen  Träg- 
heit  Q  0  -^^  dx  des  Elements  x  zur  Gleichung 


dt* 


"O'-^*^-'^ 


zusammensetzt,  die  sich 
nach  Forthebung  von 
0  dx  auf 

reduziert.     Mit 
Q 


G 


=  aa 


Fig.  149.     Zur  Differentialgleichung  der 
ergibt    sich    wieder   die  Biegungsschwingungen. 

Saitengleichung : 


^2^  ^20- 

=  a2 

dx^  dfi 

III.  Biegungsschwingungen  eines  geraden  Stabes. 


(5) 
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Der  Stab  sei  an  einem  Ende  im  Nullpunkt  des  Koordinaten- 
systems so  eingespannt,  daß  seine  Achse  mit  der  a;- Achse  in  der 
Ruhelage  zusammenfällt  Fig.  149. 

An  den  Enden  eines  Längenelementes  wirken  quer  zur  Langs- 
am 
achse  die  Schubkräfte  —  8  und  +  ^Sf  +  — — (ia;,derenResultierende 

ox 

sich  mit  einer  etwa  vorhandenen  Massenkraft  Y dx  z\i 

-^dx  +  Y  dx 

ox 

zusammensetzt ;  Y  sei  der  Betrag  der  Massenkraft  für  die  Längen- 
einheit des  Stabes.  Diese  Querkraft  ist  dem  Trägheitswiderstand 
des  Elementes  gleichzusetzen: 


(7) 


wo  ^  die  Masse  der  Volumeneinheit,  q' den  Stabquerschnitt  bedeutet. 

Diese  Gleichung,  die  sich 
^*  durch  Division  mit  dx  auf 


Q(l 


'^^l^^ 


dx 


(8) 


Fig.  150. 


Kräfte  und  Momente  am 
Stabelement. 


vereinfacht,  beherrscht  die 
reine  Translationsbewegung 
der  Stabelemente  quer  in 
Richtung  der  y-Achse. 

Außer  der  Translations- 
bewegung führt  aber  jedes 
Element  dx  noch  eine  Dreh- 
bewegung in  der  icy-Ebene 
aus  unter  Wirkung  der  Schub- 

und  Normalspannungsmomente  sowie  etwaiger   äußerer  Massen- 

kraftmomente. 

Das  Moment  der  Schubspannung  ist  +  S dx.    Die  an  den 

beiden    Enden    angreifenden   Momente    der    Normalspannungen 

sind  dN 

—  Nund  +  N  +  —-dx; 

ox 

ein  etwaiges  äußeres  Moment,  dessen  Betrag  für  die  Längseinheit 
M  sei,  liefert  den  Anteil 

+  Mdx. 
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Die  Resultierende  sämtlicher  Momente  ist: 


(«+f +«)... 


Diese  Resultierende  ist  dem  rotatorischen  Trägheits wider- 
stand des  Elementes  gleich  zu  setzen,  der  sich  als  Produkt  der 
Winkelbeschleunigung  und  des  Trägheitsmomentes  des  Elementes 

dx  ergibt.   Der  Winkel  der  Elementachse  mit  der  o;- Achse  ist-~^, 

ox 


mithin 
gung 


die     Winkelbeschleuni- 


m- 


Das  Trägheitsmoment  ist  lt. 
Figur  151: 

e  =ftj^dm 

dm  =  dx  df  •  Q 

e  =  dxQjrj^df 

=  gdx'Jy 


Fig.  151.    Zum  Trägheitemoment 
eines  Stabquersohnittes. 


wo   J  das  Trägheitsmoment  des  Stabquerschnittes  bedeutet. 

Demnach  ergibt  sich  als  Drehungsgleichung  (nach  Weg- 
heben von  dx) 

Nach  den  Lehren  der  Elastizitätstheorie  ist  aber  für  kleine 
Biegungsbeträge  (und  nur  um  solche  handelt  es  sich  hier)  das 
Moment  der  Normalspannungen  N  stets  gleich  dem  Produkt  aus 
Elastizitätsmodul,  Querschnittsträgheitsmoment,  Krümmung, 
also 


N  =  EJ 


dx^ 


wodurch   (9)   übergeht  in 


Hort,   Differentialgleichungen. 


dx 


m 


+  M. 
19 


(10) 


(11) 
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Nach  nochmaliger  Differentiation  na»ch  x  kann  man  schreiben : 

,J-^^  =  ^  +  ^J^  +  ^  (12) 


Setzt  man  hier  aus  (1) 


dx     ^*  a<« 


ein,  so  kommt: 


Sind  weder  Masaenkräfte  noch  Massenmomente  vorhanden, 
und  vernachlässigt  man  die  rotatorische  Trägheit  gegenüber  der 
translatorischen,  so  resultiert  mit 

die  Gleichung  für  die  freien  Schwingungen  des  Stabes. 

Nach  Ansetzung  eines  partikulären  Integrales  in  der  Form 
y  =  XT,  (15) 

wo  X  und  T  Funktion  von  x  bzw.  t  allein  sind,  ergibt  sich  du  rch 
Differentiation 

und  nach  Division  mit  X  T 

c^T     1  EJd*X 

Setzt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  einer  und  derselben 
negativen  Konstanten  —  q  qk^  gleich,  so  erscheinen  folgende 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen : 


d^X        gqk^ 


dx^  EJ 


Z  =  0. 


(18) 


Gleichung  18  a  hat  die  beiden  partikulären  Integrale 
cos  k  t   und  sin  k  t, 
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aus  denen  sich  das  allgemeine  Integral 

T  =  aco8kt  +  bBmkt  (19) 

findet.    Gleichung  18  b  dagegen  hat  4  partikuläre  Lösungen,  die 
sich  mit 

gqk^        m^ 

finden : 

mx  mx         imx  imx 

e       '    '  e      '    '  e      '    '  e"*"    '    ' 
Mit  4  unbestimmten  Konstanten  A1A2A2  Aq  ergibt  sich  das 
allgemeine  Integral: 

mx  mx  imx  imx 

X  =  A^e     ^    +A^e      ^    +  A^e      '     +  A^e      ' 

welches   unter   Benutzung  zyklometrischer   und   hyx)erbolischer 
Kosinus-  und  Sinusfunktionen  übergeht  in : 

X  =  .4cos-y-  + J5sin-r- +  C(Sof-^  +  Z)©in-^.   (20) 


Das  Produkt  in  (19)  und  (20)  ist  also  eine  Lösung  von  (14) 

nx       ^  .    m: 


_         1    .    1  .K  l  Ä        fft  X       -.  ,    m  x 
y  =  (acos kt-\-o«ai.kt)[A  cos  — — i-  J5 sm - 


+  C(5of— +  Z)©m -y-j.  (21) 

Die  Art  der  Einspannung  des  Stabes  ist  maßgebend  für  die 
Größe  m, 

rV.  Im  Falle  des  einseitig  eingespannten  Stabes  muß  für 

a;  =  0     y  =  0     und-^  =  0 
ex 

sein,  d.  h. 

A  +  C  =  0 

5  +  i>  =  0, 
womit  zu  schreiben  ist: 

y  =  (acoükt  +  6sinA;0  Uiicos-^ ßof  -^j 

^  l  .    mx       ^.     mxW  ,^^, 

+  B  ( sm  _  _  Sm  — j    .  (22) 

19* 
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Am  freien  Ende  x  =1  müssen  ferner  die  Bedingimgen  erfüllt 
sein: 

Es  ist  kein  Normalspannungsmoment  vorhanden: 

Es  ist  keine  Schubkraft  vorhanden: 
^  =  0. 

Beide  Bedingungen  ergeben  auf  Hand  von  (21): 
-4  (+  cos ?n  +  5of  m)  +  B{+  sinm  +  ©in w)  =  0 
und 

A  ( —  sin  m  +  ©in  m)  +  B  (cos  »i  +  gof  m)  =0 
Diese  Gleichungen  sind  erfüllt,  sobald  gilt: 
sin  m  +  ©in  m  __     cos  m  +  6of  m 
cos  m  +  Sof  m        —  sin  m  +  ©in  m 
oder  nach  Multiplikation 

—  sin2  m  +  ©in^  m  =  cos*  m  +  2  cos  m  Sof  m  +  Sop  m 
oder 

2cosm6of  m  +  1  +  1=0 

cosm(5ofw+ 1  =  0.  (23) 

Diese  Gleichung    heißt    die   Periodengleichung.      Alle 
Werte  m,  die  die  Gleichung  befriedigen,  liefern  vermöge 

gqk^  __  m* 
"El'"  ~F~ 

eine  Reihe   von  Werten  k^,  »  =  1,  2,  3 ,   von  denen  jeder 

ein  partikuläres  Integral: 

y^^  =  (aj^  cos  kt  +  6^^  sin  kt)   (sin  m<  +  ©in  mj 

(cos  — j^ Sof  — j—) "~  (^^s  ^i  +  ®^f  *"<) 

(niiX        ^.     friixW 

ergibt,  welches  die  Gleichung  (6)  befriedigt  und  den  Bedingungen 
an  den  Enden  des  Stabes  genügt.  Natürlich  ist  auch  die  unendliche 
Reihe 


§  57.     Die  Differentialgleichung  der   Stabschwingungen. 

y  =  Zy^i 
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eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (14),  die  man  wieder  den 
Anfangsbedingungen  zur  Zeit  ^  =  0 

mit  Hilfe  Fouriersoher  Entwicklungen  anpassen  kann. 

V.  Ist  der  Stab  an  beiden  Enden  eingespannt,  so  gilt  sowohl 
für  X  =  0  wie  x  =  1 

y  =  Ound||-  =  0. 

woraus  sich  dieselbe  Periodengleichung 

cos  m  Eof  m  +  1  =  0 
und  die  Gleichung  für  y  findet. 

[/        ffl  X  wi  x\ 

(sin  m  —  ©in  m)  l  cos  —z Sof  -^  1 

—  (cos m  —  Eof  m)  |sm  — ©in  -^\    . 

VI.  Für  den  Fall,  daß  beide  Stabenden  frei  sind,  gilt  sowohl 
f  ür  a:  =  Ö  wie  f  ür  a?  =  Z 

1^  =  0   und    ?^  =  0, 
dx^  dx^ 

woraus  sich  die  Periodengleichung  cos  m.  Cos  m  =  1  ergibt. 

Der  Ausdruck  für  y,  der  leicht  zu  finden  ist,  ist  weiter  unten 
angegeben. 

Die  Auflösung  der  Periodengleichung  nach  m  erfolgt  am 
besten  durch  graphische  Auftragung  der  Produkte  cos  m  Qo\  m 
in  Abhängigkeit  von  m.  Indessen  hat  bereits  Lord  Rayleigh  ^') 
die  Werte  von  m  für  die  tiefsten  Töne  berechnet: 


für  den  einseitig 

eingeklemmten 

Stab 


m 


1,875 
^  ""    J^ für  den  beider- 


WI3  =    7,855 
m^  =  10,996 


seitig  freien  Stab 


mj  =  9,730 
WI2  ^^  7,853 
m,  =  10,996 
m^  =  14,137 
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mittelst  deren  sich  die  Schwingungszahlen 


2 


'^i  =  -m-  =  iiz:  = 


271 


\l 

/ 

-^«,J\^  1  ^^ 

•*1^^ 


2  71/2  r    qq 
berechnen  lassen. 

VII.  Mit  dieser  Formel 
kann  man  die  Eigenschwin- 
gungen von  hohen  Türmen 
(z.  B.  Leuchttürmen)  be- 
rechnen, die  sich  etwa  wie 
Stäbe  eines  eingespannten 
und  eines  freien  Endes  ver- 
halten. 

Die  Turmhöhe  sei  60 
m,  der  äußere  Durchmesser 
7,5,  der  innere  4,0.  Dann 
ist  der  Querschnitt  g  =  31,4 
[m^],  das  äquatoriale  Träg- 
heitsmoment 142  [m^]. 
Nimmt  man  weiter  den 
Elastizitätsmodul  des  Mau- 
erwerks =  360000[kgom-«] 
=  344000000[gsec-«cm-i] 


Fig.  152 — 154.    Einfache  Schwingungs- 
formen  eines  Stabes. 


Dichte    q  =  2,3 
ergibt    sich 


so 


und    die 
[g  •  cm-8] 

y  — ,  die    Schallgeschwin- 
digkeit im  Mauerwerk,  =  3870  [m  sec-^J. 

Mit  diesen  Werten  ergibt  sich  längste  mögliche  Schwingungs- 
dauer der  Turmes 

7¥ 


^1  = 


m^ 


J 


27^50« 


1        /31,4 

8752  38,70  r 


1 .  8752  38,70  r    142 
=  0,55  [sec] 

Messungen  der  Schwingungsdauer  des  französischen  Leucht- 
turmes Planier  (54  m  Höhe)  ergaben  eine  Schwingungsdauer 
von  0,55  sec,  was  eine  gute  Übereinstimmung  mit  der  theoretischen 
Voraussagung  bedeutet^®). 


§  58.     Sohüfbschwingungen. 
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VIII.  Die  Gestalt  des  schwingenden  Stabes  hat  besonderes  In- 
teresse mit  Rücksicht  auf  die  Anwendung  im  folgenden  Paragraphen, 
vor  allem,  für  den  Fall,  daß  beide  Enden  frei  sind. 

Es  handelt  sich  um  die  Aufzeichnung  der  Funktion: 


y  =  (cosm 


«-    r  /  ^ 

—  6Jo)  m)  I  cos  ■ 


mx 

T 


■^ 


+  (sm  m  +  @m  m)  (  sm  — \-  ©m 


ix\ 


für  die  verschiedenen  Werte  Wj.  , .  Wir  entnehmen  die  Gestalten 
für  wij  wig  mj  aus  Rayleigh.  Aus  diesen  drei  Werten  entspringen 
Stabschwingungsformen  mit  2,  3  und  4  Knotenpunkten,  deren 
Lage  nebst  den  Verhältnissen  der  maximalen  Stabausschläge  in 
den  Figuren  152—154  für  die  Stablänge  l  =  \  angegeben  sind. 


§  58.     Schiffssehwingungen. 

Die  Erfahrung  hat  gezeigt,  daß  ein  Schiff  elastische  Schwin- 
gungen ausführen  kann,  die  mit  denen  eines  elastischen  Stabes 
große  Änlichkeit  haben. 

Betrachten  wir  ein 
Schifif  als  elastischen 
Stab,  so  muß  man  vor 
allem  von  der  Prismen- 
form absehen  und  die 
Contanz  von  J  und 
Q  q  (x)  längs  der  Schiffs- 
achse  autgeben.  Es 
muß  vielmehr  das  Schiff 
als  ein  Stab  betrachtet 
werden,  der  zwar  eine 
gerade  die  Schwerpunkte 
der  Querschnitte  ver- 
bindende Achse  hat,  bei 
dem    aber    sowohl    das  pig.  155.    Schiffskörper  ab  schwingungs- 

Trägheitsmoment  J  wie  fähiges  System. 

die   Masse  pro  Längen- 
einheit Q  q  (x)  längs  der  Achse  variieren.   Schematisch  stellen  sich 
die  Verhältnisse  in  der  Figur  155  dar,  bei  der  die  in  derMassenver- 
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teilung  auffallenden  Unregelmäßigkeiten  vom  vorderen  Laderaum, 
Kesseln,  Maschinen  herrühren. 

Wie  nun  auch  die  Verteilung  der  Trägheitsmomente  und  der 
Massen  sein  möge,  stets  läßt  sich  die  Differentialgleichung  für 
den  nicht  prismatischen  Stab  in  der  gleichen  Weise  ableiten,  wie 
in  §  57  geschehen. 

Knüpfen  wir  an  Gl.  (2)  an  und  vernachlässigen  wir  wie  vorhin 
die  rotatorische  Trägheit 


eJ 


J_(ey\ 

dt*\8xj 


und  setzen  wir  äußere  Momente  M  nicht  voraus,  so  schreibt  sich 
diese  Gleichung  nach  Differentiation  nach  x: 

Hier  setzen  wir  aus  (8)  ein 

88  d»y 

(bei  nicht  vorhandenen  äußeren  Kräften  Y) 
und  aus  (10) 


=  E 


('"'S)' 


womit  die  Differentialgleichung 

em^i^  +  E~(J(x)'^,)  =  0  (2) 

entspringt. 

Versuchen  wir  hier  wieder  wie  übUch  eine  partikuläre  Lösung 
der  Form 

y  =  XT 

so  findet  sich  nach  Division  mit  X  T 


,       \    d^T  „  l     di   /^,     d»X\ 


(3) 


Diese    Differentialgleichung    zerfällt    in    zwei    Gleichungen, 
die  nur  t  resp.  x  enthalten,  wenn  wir  beide  Seiten  der  Größe 

—  k^gq  (x) 
gleichsetzen.     Dann  entsteht  für  t: 
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dt* 
and  für  x: 


+  i2r  =  0  (4a) 


d*  l 
d^\ 


^wS)=^¥^^. 


die  nach  Division  mit  dem  mittleren  Trägheitsmoment 
t/g  und  nach  Einführung  der  mittleren  Dichte  q^  und  des  mittleren 
Querschnitts  q^  übergeht  in: 

*(iwg)_^rM^ix       ,4c, 

Die  Gleichung  4  c  müßte  nun  ebenso  behandelt  werden  wie 
Gl  (18b)  §  57;  es  wäre  das  allgemeine  Integral  und  die  Be- 
stimmung der  Periodenkoeffizienten  k  erforderlich.  Da  das  all- 
gemeine Integral  in  geschlossener  Form  nicht  angebbar  ist,  muß 
man  die  Lösung  der  Aufgabe  auf  anderem  Wege  versuchen.  Hierzu 
schreiben  wir  zunächst: 

J(x)  d^X 


Jo    d.^=^  (^> 


und 

d^p 
Jx^ 


Hier  würde  p  als  Funktion  von  x  sich  sofort  als  Seilkurve  zu 

^^0    L  go  go  J 
finden  lassen,  wennZ  als  Funktion  von  x  und  die  Größe  ä;  bekannt 
wären,  und  dann  könnte  man  nach 

d'^X  _         p 
dx^  '^  J(x):  Jo 

p 
X  als  Seilpolygon  zu    ,      — f-  bestimmen.  Der  Prozeß  der  beiden 

J  (X) :  Jq 

Seilkurven  muß  also  von  X  wieder  auf  JC  führen.  Dies  bietet  einen 
Fingerzeig  für  das  Lösungsverfahren  nach  Fig.  156.  Man  hat 
zunächst  für  X  eine  der  Schwingungsformen  des  prismatischen 
Stabes,  z.  B.  die  mit  2  Knotenpunkten  des  Rayleighschen  Wertes 
mj,  anzunehmen  (Kurve  I),  wobei  jedoch  die  Mittellage  des  Stabes 
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A  A  SO  ZU  legen  ist,  daß  in  bezug  auf  diese   Linie 


J  Qogo 


Xdx  =  0 


0 

wird. 

Zu  dieser  Kurve  II 
als  Belastungsfläohekon- 
struiere  man  mit  dem 
Polabstand  1  die  Seil- 
kurve p.  (III). 
P 


Zu 


Kurve 


J(x):J, 
(IV)  als  Belastungsfläohe 
konstruiert  man  mit 
demselben  Polabstand, 
die  Seilkurve  X'  (V),  für 
die  man  wieder  die 
Null-Linie  so  zu  legen 
hat,  daß 
i 


J    Qo9o 


X'dx  =  0 


flg.  156.    Näherangsweise  Bestimmung  der 
Schwingungsgestalt  eines  Stabes. 


wird  (Kurve  VI). 

Kurve  II  und  VI 
werden  nun  nicht  iden- 
tisch werden  können, 
man  kann  aber  ver- 
langen, daß  beide 
Kurven  einander  ähnlich 
werden,  und  man  hat  das  Verfahren  so  lange  fortzusetzen,  bis 
durch  die  zweimalige  Seilkurvenoperation  die  Kurve  X  in  die 
ordinatenproportionale  Kurve  X'  verwandelt  ist,  was  nach  einigen 
Schritten  erreicht  sein  wird.     Ist  dann  m  dcis  Verhältnis  der 

X' 

so   hat  man  für   die   Bestimmung    von   k   die 


Ordinaten  - 
Gleichung : 


m 


§  59.     Differentialgleichung  der  Membransch-wingungen.         £99 
identisc 


welche  besagt,  daß  X'  und  X  identisch  werden,  wenn  man  einen 
der  beiden  Polabstände 


macht.    Hiermit  wird  aber 


i  =  |/  ^•'« 


So  ergibt  sich    schließlich  die  Schwingungszahl 

h 

Dies  Verfahren  liefert  bei  der  Untersuchung  von  Stäben  mit 
wohldefinierter  Elastizität  genügende  Resultate;  es  zeitigt  aber 
bei  der  Anwendung  auf  Schifife  nicht  immer  richtige  Ergebnisse, 
weil  ein  Schiff  keinen  Elastizitätsmodul  hat,  der  als  reine  Material- 
größe bestimmbar  ist.  Bei  einem  Schiff  ist  vielmehr  die  Größe  E 
eine  nicht  zu  ermittelnde  Funktion  der  technischen  Ausführung 
des  Systems^*). 

§  59.    Differentialgleichung  der  Membranschwingungen. 

Eine  Membran  sei  in  der  icy-Ebene  längs  einer  Randkurve  G , 
mit  einer  überall  konstanten  Zugspannung P  ausgespannt  (Fig.  167). 
Ausweichungen  der  Membran  aus  der  ary-Ebene  werden  mit  z  be- 
zeichnet. Dann  ist  die  translatorischeTrägheit  eines  Membran- 
elementes dj  bei  einer  überall  konstanten  Massendichte  q-. 

ßäf—  (1) 

Diese  Trägheit  muß  der  Summe  der  am  Element  angreifenden 
Zugkräfte  gleich  sein. 

Da  die  Zugspannung  P  auf  die  Längeneinheit  entfällt,  so 

greifen   an  den  4  Seiten    des  Flächenelementes    df  =  dxdy  die 

Kxäfte  dt  P  dy  bzw.  ±  P  eia;  an  Fig.  158.    Die  Resultierende  der 

beiden  Kräfte  ±P  dy  ist  aber : 

d^z 
=  +P^dydx  (2) 

und  von  i  P  rfx 

aus  denselben  Gründen,  die  in  §  54  auseinandergesetzt  sind. 
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Es  ergibt  sich  hieraus  die  Differentialgleichung 


d^z  _    Jd^z       d^z\ 


mit 


a2 


flg.  157.     Zur  Differentialgleichung  der  Membranschwingungen. 


Eig.  158.     Kräfte  am  Membranelement. 
Die  Methode  des  partikulären  Integralansatzes 


2  =  ZT 


liefert 


(5) 
(6) 
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Diese  Differentialgleichung  spaltet  sich  durch  Gleichsetzung 
beider  Seiten  mit  —  (k^^  +  K^)  o?'  in  zwei  einfachere  Differential- 
gleichungen 

-^  +  (V  +  V)«*^  =  0  (7) 

und 


dx^ 


ey» 


(8) 


vfo  kl  und  k2  zunächst  unbestimmt  sind. 

Die  Differentialgleichung  (8) 
kann  weiter  gespalten  werden 
durch  den  Ansatz 


m 


und 


Z  =  XT 


(9) 


f" 


Fig.  159.    Beohteokige  Membran. 


dyi 


+  k,*T  =  0 


(10) 


Für  (9)  haben  wir  die  partikulären  Lösungen  sin  ki  x  und 
cos  kl  X  für  (10)  bzw. 

mvk^y  und  cosibj^- 

Für  die  weitere  Behandlung  sind  spezielle  Berandungen  der 
Membran  zugrunde  zu  legen. 

a)  Ist  die  Basisfigur  erstlich  ein  Rechteck  der  Seiten  p  und  g, 
welches,  wie  Fig.  159  gezeichnet,  in  der  a;y-Ebene  liegt,  dann 
kann  für  Z  nur  das  Produkt 

Z  =  sin  Aj  a;  •  sin  k^  y 

in  Betracht  kommen,  weil  z  und  damit  Z  sowohl  längs  der  x- Achse 
wie  der  y- Achse  verschwinden  müssen. 

Damit  aber  auch  z  und  also  Z  für  x  =  'p  und  y  =  q, 
also  längs  der  beiden  nicht  in  die  Achsen  fallenden  Rechteck- 
seiten verschwinden,  so  muß 
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mn 

K  = 

V 
nn 

K  =  — 


gesetzt  werden,  wo  m  und  n  ganze  Zahlen  sind. 
Wir  haben  also  für  Z  die  Lösung 


.    mnx     .     nny 

Z  =  sm sin ^  (11) 

V  q 


wo  m  und  n  an  die  Bedingung 


gebunden  sind. 

Da  aber  das  allgemeine  Integral  von  (7)  lautet 


(12) 


T  =  ^  cos  aki  +  B  sin  akt, 

(13) 

so  wird 

f  4                  7^      ,       D     •           7.x      •        ^^^      •         ^^y 

(14) 

/i    \^X  Uv>9  U>n>t>   ~\-  -tJ  Sin  Un/V)  OJJJl                       Olli 

TP               p 

eine  Lösung  von  (4). 

„ 2;r     .       „ 

Hier  ist  wieder  — r-  eine  Schwingungsdauer ,   die  für  jedes 

(X  tC 

Paar  ganzer  Zahlen  w,  n  einen  bestimmten  Wert  T^^  hat.  Die 
Auswahl  m  =  I,  n  =  I  ergibt  den  Grundton  der  Membran. 
Die  allgemeine  Bewegung  dieser  kennzeichnet  sich  demnach  als 
Übereinanderlagerung  der  Grund-  und  Oberschwingungen,  welche 
Tatsache  durch  den  Reihenansatz  ausgesprochen  wird. 

2  =   >  U^ncos^^ f-^«n8in^^^ — )  sm  ^-- sm -— —  (15) 

Die   Anfangsbedingungen  sind   dann  wieder   in   der   Form 
gegeben 

2  =  /  (r,  y) 

cz  ,         l/Är<==0 

-^  =  2/(x,y)[ 

mittels  welcher  Bedingungen  sich  die  Koeffizienten  A^^  und 
B^^  als  Fouriersche  Doppelintegrale  darstellen 
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-^»n 


4t     r  r  Tix  Tzy 

= I    I  f  (x,  y)  sin  m sin  n  — —  dx  dy 

pq  J  J  p  q 

0    0 

„  2T^n  t  r    ,      V   .        ^^    .    nny  ,     , 

Bfnn==    ^^^   l   1  g{x,y)Binm-—Bm—-^dxdy 

npq  J  J  q  q 

0  0 
Somit  gestaltet  sich  die  Untersuchung  ganz  analog  der  Bewegung 
der  gespannten  Saite.  Den  Knotenpunkten  dieser  ent- 
sprechen die  Knotenlinien  der  Membran;  wenn  aber  bei 
jeder  Saite  Knotenpunkte  vorkommen,  so  gibt  es  bei  den  recht- 
eckigen Membranen  nur  dann  Knotenlinien,  wenn  sich  die  rezi- 
proken Seitenquadrate  wie  zwei  ganze  Zahlen  verhalten. 

b)  Die  einfachste  rechteckige  Membran,  die  diese  Bedingung 
erfüllt,  ist  das  Quadrat. 

Die  einzelne  Schwingung  ist  hier 


l A  27ri     ,    _         .     27lt\ 

\  ■*■  mn  '*■  mn  / 


mTlx  uTty 

Sin sm 

P  q 


welcher  Ausdruck  mit  dem  Ansatz 

übergeht  in: 

/  .      27zt    .    ^      \    .     mTlx      .     nnq 

\  ^mn  I  P  P 

Man  sieht,  daß  alle  Geraden 

P      ^         q 

X  =  —  und  y  =  — 
m  n 

dauernd  in  Ruhe  sind,  sobald  die  Membran  nur  die  eine  m,  n- 
Schwingung  ausführt. 

Sollen  aber  bei  gleichzeitiger  Anwesenheit  mehrerer  ein- 
facher Schwingungen  Knotenlinien  vorkommen,  so  ist  dies  nur 
möglich,  wenn  alle  diese  so  beschaffen  sind,  daß  man  den  Faktor 

""(S  +  '-") 

absondern  kann; 
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d.  h.  es  muß 


T       — 

-*  in,  n  — 


2pg 


a  y  g«  m«  +  2)2  ^2 


für  alle  Unterschwingungen  denselben  Wert  haben,  und  alle 
Schwmgungen  müssen  dieselbe  Phase  ö^^  haben.  Die  erstere 
Bedingung  ist  beim  Quadrat  erfüllt,  wenn  wir  die  m  und  n  so 

wählen,  daß  die  Quadrat- 
summe m^  +  n^  eine  ganze 
Zahl  wird.      Die   Phasen- 
gleichheit   ist    Sache    der 
Anfangsbedingungen     und 
muß  durch  diese  als  erfüllt 
angesehen  werden. 
Zunächst  liefert 
ra  =  \        w  =  1 
eine       Schwingung       mit 
Knotenlinien;  die  Knoten- 
linien sind  aber  der  Rand 


Fig.  160. 


Quadratische  Membran; 
Knotenlinien. 


des  Quadrates,  wsus  selbstverständlich  ist. 
Ferner  liefert  m^  +  w^  =  5: 


m  =  1 
m  =  2 


n  =  2 
m  =  1 


zwei  Schwingungen,  die  beim  Quadrate  p  =  g  =  jr  die  Membran- 
form liefern 

Jf  1 2  si^  a;  sin  2  y  +  Jf 2,1  sin  2  x  sin  y, 
deren  Knotenlinien  die  Gleichung  haben 

Jtf  1 2  sin  a;  sin  2  y  +  Jf 2,1  sin  2  a;  sin  y  =  0. 
Entwickelt  man  sin  2  y  und  sin  2  x,  so  kann  man  sin  x  sin  1/ 
absondern,  und  es  bleibt  als  Knotenliniengleichung  überig 

Jf  1 2  cos  y  +  -^2,1  cos  a:  =  0. 
Jfj  2  ^^^  -^2,1  werden  durch  die  Anfangsbedingungen  fest- 
gelegt; ihr  Verhältnis  —  X  bestimmt  den  Charakter  der  Knoten- 
linie 

cos  y  =  A  cos  x 
bzw. 

y  =  arc  cos  (Acosa:). 
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Es  gentigt,  X  von  1  bis  0  variieren  zu  lassen,  um  alle  mög- 
lichen Knotenlinien  zu  erhalten  (Fig.  160).  Für  X  =  0  entsteht  die 
Parallele  zur  a;- Achse 

:7r 


y== 


2' 


f ür  A  =  1  die  Diagonale  des  Quadrats 

y  =  x> 

für  dazwischenliegende  Werte  entstehen  Kurven  vom  Charakter 
1,2  in  der  Figur  160. 

Verwickeitere  Knotenlinien  ergibt: 

m«  +  n«  =  10, 

worüber     Riemann:      Die    partiellen     Differentialgleichungen 
der  mathematischen  Physik,  Bd.  II,  S.  259  nachzulesen  ist. 


§  60.    Runde  Membran.    Besselsche  Funktionen. 

Ist  die  Badäisfigur  ein  Kreis  vom  Radius  P,  so  hat  man  die 
Differentialgleichung  (8)  §  59  auf 
Polarkoordinaten  zu  transfor- 
mieren, d.  h.  statt  der  rechtwink- 
ligen Koordinaten  x,  y  die  Polar- 
koordinaten r,  9?  einzuführen 
Fig.  161. 

Zwischen  x,  y  und  r,  9?  be- 
stehen bekanntlich  folgende 
Gleichungen 

a;  =  r  cos  9?, 
i  y  =  r  sin9?. 

Durch  Differentiation  erhält  man 

dx  =  ^r  cos  9?  —  r  sin  (pd(p  \  partielle  Änderung  von  x 
0  =  ^r  sin  9?  +  r  cos  9:^9?  j         bei  konstantem  y, 

woraus  sich  berechnet: 


Fig.  161.    Runde  Membran. 


dr 


dtp 


_  =  C089.,     -^  = 


sm97 


(1) 


Hort,   Differentialgleichungen. 


20 
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Diese  Formeln  dienen  zur  Ermittlung  der  ersten  partiellen 

dZ 

Ableitung  ^ —  von  Z  nach  y  in  Abhängigkeit  von  den  Differential- 

quotienten 

dZ  ,      dZ 

-7-—     und     - — . 
dr  dtp 

Es  ist  zunächst 

dZ  __  ^Z  dr        eZ  d(p 
~dx  ^^~dz       'd^'dx 

dZ        dZ  aZ  sin  0? . 

— —  =  -— -  cos  w  — 

dx        dr         ^       d(p       r 

Eine  zweite  Differentiation  nach  x  liefert 
d^Z 


dx^ 


__a_/aZ^  dZ  siny\   dr 

~"d7\dr^^^^~^      r     I  dx 


d    IdZ  dZ  sin9?\  dtp 

oder  nach  Ausführung  der  Operationen 

und  

dr  dtp 

und  unter  Berücksichtigung  von  (1): 

d^Z  d^Z      ^sinojcosa?    d^Z     .     mi^w  d^Z 

=  cos^o? 2 ^ —-Z — 

dx^  ^  dr^  r  drdtp  ^      r»      dtp^ 

sin^  dZ       rt  ®"^  9^  ®^^  9  ^^  /o\ 

+  "r"är  +  ^ — 7^ — ä^  ^^^ 

Auf  analoge  Weise  findet  man: 

dr 


=  sm® 
dy  ^ 

dtp        cos  9p 
~dy^~V~ 


(3) 


und 


d^Z                 d^Z       .  Bin  (p  cos  (p     d^Z         cos^tp   d^Z 
-ä^  =  ^'^''P-3^  +  ^ r did^+      r2        d<p^ 

Gos^tp  dZ  sin  9?  cos  99    dZ 


(4) 
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Die  Addition  der  beiden  Gleichungen  (3)u.(4)  zu  k^  Z  liefert 

dx*^  d}/*  ^  dr*   ^  r*dip»^  r    dr  ^ 

Die  Polarkooidinaten-Form  der  Differentialgleichung  (8)  lautet 
demnach 

^  +  i.^  +  i-^  +  i.Z  =  0  (5) 

dr^  ^  r^  d(p^  ^  r    dr  ^  ^  ' 

Hier  wird  wieder  ein  partikuläres  Integral  der  Form 

Z  =  Ä  •  d>,  (6) 

wo  jR  nur  r,  <Z>  nur  q?  enthält,  angesetzt.    Dann  geht  (5)  über  in  die 
Differentialgleichung : 

+  ^  p    ^^  +  t'  =  — 


B    dr^        rR   dr  ^  r^    0    d(p* 

die  sich  durch  Gleiohsetzung  der  beiden  Seiten   mit  — ^  in  die 
beiden  Gleichungen  spaltet: 

d(p^ 


+  tu«  d>  =  0 


dr^ 


^   r         dr  \  ft ) 


(7) 


Wenden  wir  uns  zunächst  der  zweiten  Gleichung  zu,  so  wollen 
wir  gleich  vorausschicken,  daß  sie  sich  nicht  durch  einfache  Funktio- 
nen von  X  (ganze  oder  gebrochene,  oder  elementare  transscendente) 
lösen  läßt.  Deshalb  versuchen  wir  sofort,  durch  die  Methode 
der  Potenzreihenentwicklung  ein  partikuläres  Integral  R^  zu 
finden  und  setzen  an: 

R^=^^A,{Jcr)h  (8) 

Dann  wird: 

l^=.^Ä,k(lcr)^-^  (9) 


and: 


«^c*»-)    <-i 


d*Ä, 


■^^='2^Aik{k-l){hr\h-'^  (10) 


<^(*'-)        .-.i 


20* 
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Durch  Einführung  von  (8),  (9)  und  (10)  in  die  aus  (7)  durch 
Multiplikation  mit  k^r^  abgeleitete  Gleichung: 

d^R       .    .,    .      dR 


k^r^- 


+  i^r) 


d{kr) 


+  (ifc2r8— m2)Ä  =  0         (11) 


d{kr)^ 
erhalten  wir: 

J;  A,  {[ki  (A,  _  1)  +  ;,  _  m2]  (k  r)^i  +  (k  r)h  +  2j  =  o         (12) 
1 

Damit  diese  Gleichung  befriedigt  werden  kann,  müssen  die 
Exponenten  \  so  gewählt  werden,  daß  die  Differenz  zwei  auf- 
einanderfolgender +  2  wird.  Ist  also  li  der  niedrigste  Exponent» 
so  wird 

;<  =  ^1  +  2  {i  -  1). 

Damit  wird  aber  die  Reihe  (12) 
0=  A^{Xi  —  m^){kry^  +  A^{{X^  +  2)^  — w«}  (ifcr)^t  +  2 

+  A^  (kry^  +  2  + 

+Ai  {[Ai  +  2  (t  —  1)]2  —  w«}  (ifcr)^i  +  2  (*-i)  ^  ^ 

+  Ai_i  (Ä;r)^i  +  2(t-i) 

Jetzt  ist  die  Vergleichung  der  Glieder  mit  gleich  hohen  Po- 
tenzen möglich  und  wir  erhalten  als  Bedingung  für  das  Ver- 
schwinden der  Entwicklung: 

A,  +  A^{{X^  +  2)^—m^}=.0 
^i-i+^i{[^i  +  2(»-l)?-m2}  =  0  J 

wo  Aj  =  +  m  oder  —  m  gefunden  wird  und  wobei  A^  unbe- 
stimmt bleibt.  Ai  ist  die  unbestimmte  Integrationskonstante, 
aus  der  sich  die  höheren  Koeffizienten  rekurrierend  berechnen 


(13) 


(14) 


^'  2.2.1(1, +  1) 


^3  = 


^<+i  = 


2.2.2(^1  +  2) 


(15) 


2.2..-(A,  +  0 

Jeder  der  Werte  A,  =  ±  m  liefert  eine  Reihenentwicklung» 
von  denen  diejenige  für   A,  =  +  m  lautet 
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B,{kr)  = 


li  (*»•)"[ 


i__J^r)!_+  (**) 


2»(m+l)     '    (2.2)«-2!(wi+ 1)(to  +  2) 
(ix)« 


(2 .2)»3!  (m  +  !)(»»  +  2)  (m  +  3) 


] 


+ (1«) 


Gibt  man  der  unbestimmten  Konstanten  den  speziellen  Wert: 

*       2^' ml 

so  nennt  man  die  entstehende  Punktion  eine  Besselsche  Funk- 
tion erster  Art,  die  in  mathematischen  Schriften  mit  Jfn  {kr) 
bezeichnet  wird.     Setzen  wir  für  den  Augenblick 

kr  =  Xy 

so  hat  man  demnach  die  Definitionsgleichung : 

Jm{x)=  (17) 

a^      L  x^  x* 


] 


2».fn![  22(m+l)    '  (2.2)2.2!{m  + l)(m  +  2) 

für  die  Besselsche  Funktion  wter  Ordnung. 

Die  Zahl  m  wird  hier  positiv,  ganz  oder  nicht  ganz  voraus- 
gesetzt. 

Die  Reihe  konvergiert  für  endliche  Werte  von  x;  der  Wert  der 
Reihe  ist  =  0  für  x  =  0,  mit  Annahme  der  Funktion  Jo(^)» 
welche  für  a;  =  0  den  Wert  1  annimmt. 

Besonders  wichtig  ist  der  Fall,  daß  m  eine  ganze  Zahl  ist; 
doch  soll  hierüber  erst  später  Weiteres  auseinandergesetzt  werden. 

Vorerst  ist  der  zweite  Fall  zu  behandeln,  daß  nämlich 

^i  =  —  fft, 

d.  h.  gleich  einer  negativen  Zahl  wird,  die  wir  zunächst  als  nicht 
ganz  voraussetzen.  In  diesem  Fall  ändert  sich  in  der  Entwicklung 
(16)  nur  das  Vorzeichen  der  Zahl  m  und  wir  erhalten  als  zweites 
die  gegebene  DifEerentialgleichung  befriedigendes  partikuläres 
Integral: 

R,(kr)=^  (18) 

^^^        I  2.2(— m+1)   "^(2.2)2.2!(— m+l)(— m  +  2) 
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Dementsprechend  für  (17) 

^"    [l   ^ + ?! ] 

2-«(_m)[        2.2(— m  +  1)  ^  (2.2)».2!(— m  +  l)(—m+2)      J 

und  man  hat  als  allgemeines  Integral  für  (7b) 
R  =  R^  (kr)  +  R^  (kr) 

=  A,J^(kr)  +  B,J_^(kr)  (20) 

bzw.  für  die  aus  (II)  durch  die  Substitution  x  =  kr  hervorgehende 
B  esse  Ische  Diff erentialgleichimg : 

d^J  dJ  , 

'^-d^+''-d^  +  <^*-"**)-^  =  ^  <21) 

das  allgemeine  Integral 

J  =  A^J^  (x)  +  B,J_^  (X),  (22) 

Das  Integral  J_^  (x)  konvergiert  gleichfalls,  wird  aber  für 
X  ==  0  unendlich.  J^  (x)  und  J__^  (x)  sind  aber  nur  dann  von- 
einanderunabhängig,  und  J  ist  nur  dann  das  allgemeine  Integral, 
wenn  m  nicht  ganz  ist. 

Ist  dagegen  m  eine  ganze  positive  Zahl,  so  schreiben  wir 
zunächst  (17)  bzw.  (19)  in  den  Formen 

In  der  Formel  (24)  werden  aber  alle  Ausdrücke  —, ,  ...  =  0, 

( — m+%)i 

so  lange  »  <  m  —  1  ist,  d.h.  in  (24)  verschwinden,  die  ersten «n- 

Glieder  und  wir  erhalten 

-«         m!      \2/         (m+l)!l!\2/ 
(_l)m     /a;\«+* 


§  60.     Runde  Membran.     Besselsche  Funktionen.  3iX 

oder  in  Summenform 


_,  (_1)<  /a;\»+2< 


(26) 


d.  h.  nach  Vergleiohung  mit  (23): 

d.  h.  im  Falle  m  eine  ganze  Zahl  ist,  sind  J^^  (x)  und  J_^(x) 
nicht  mehr  voneinander  unabhängig  und  (22)  ist  demnach  nicht 
mehr  das  allgemeine  Integral  von  (21). 

Wir  unterlassen  es  hier,  das  zweite  partikuläre  Integral 
im  FaUe  eines  ganzen  m  zu  ermitteln,  da  dieses  Integral,  weil  es 
für  X  =  0  unendlich  wird,  bei  der  kreisförmigen  Membran  außer 
Ansatz  bleiben  muß,  weil  in  diesem  FaUe  nur  eine  Funktion, 
die  für  X  =  0  verschwindet,  gebraucht  werden  kann.  Daß  übrigens 
bei  der  rimden  Membran  m  ganz  sein  muß,  ergibt  sich  aus  der 
ersten  Differentialgleichung  (7),  deren  allgemeines  Integral  ist: 
0  =  A  cos  mq>  +  B  suxmq).  (27) 

Diese  Funktion  muß  die  Periode  2  jr  haben,  was  nur  möglich 
ist,  wenn  m  als  ganze  Zahl  angenommen  wird. 
'        Wir  erhalten  also  als  Lösung  der  Differentialgleichung  (5) 
d»s  Produkt  R  <P,  d.  h.  den  Ausdruck 

Z  =  (A2  cos  mq>  +  B2&inm  cp)  J^  (kr)  (28) 

und  als  partikuläres  Integral  für 

dr^  "^  r2  d(p^  '^  r    dr        a«  dt^'  ^    ' 

welches  die  aus  (4)  §  59  folgende  Form  der  Differentialgleichung 
der  runden  Membran  ist 

z  =  TB0 
=  (Ai  cos  akt  +  Bi  sin  akt) {A2  cos  mtp  +  B2Biiim(p)  J^  (kr).    (30) 

Dieser  Ausdruck  soll  am  Rande  der  Membran  f ür  r  =  P 
verschwinden,  d.  h.  es  muß  sein 

J^  (kP)  =  0.  (31) 

Um  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  übersehen  zu  können, 
muß  der  Gesamtverlauf  der  Funktion  J^  {x)  näher  betrachtet 
werden. 

Hierzu  ziehen  wir  die  Reihenentwicklung  heran  und  finden 
für  die  niedrigsten  Werte  von  m: 
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afi 


+ 


22   '   2. 4. 2. 4       2. 4. 6. 2. 4. 6 


2.4.68.2.4.6.8 


6       2. 4. 6. 4. 6. 8 


+ 


sfi 


2.4.6.8.4.6.8.10      " 
Hieraus  ergibt  sich: 

Jo{0)  =  1, 

J,  (0)  =  0. 
Femer  ist 

Jfn  (0)  =  0, 
wie  sich  aus  der  allgemeinen  Reihenentwicklung  ergibt. 

Mit  Hilfe  der  Reihenentwickelungen  sind  Tafeln  für  die 
Funktionen  J^  (x)  berechnet  worden,  von  denen  im  nachstehenden 
ein  Auszug  gegeben  ist. 

Tabelle  13.     Besselsohe  Funktionen. 


Joi^) 

J,(x) 

JM 

J,{x) 

J,(x) 

J,{x) 

JyAx) 

0 

+  1,00 

0,00 

0,00 

0,00 

0,00 

+  0,00 

+  0,00 

1 

+  0,77 

+  0,44 

+  0,11 

+  0,02 

0,00 

+  0,00 

+  0,00 

2 

+  0,22 

+  0,58 

+  0,35 

+  0,13 

+  0,03 

+  0,00 

+  0,00 

3 

—  0,26 

+  0,34 

+  0,49 

+  0,31 

+  0,13 

+  0,04 

+  0,00 

4 

—  0,40 

—  0,07 

+  0,36 

+  0,43 

+  0,28 

+  0,13 

+  0,00 

5 

—  0,18 

—  0,33 

+  0,05 

+  0,36 

+  0,39 

+  0,26 

+  0.00 

6 

+  0,10 

—  0,28 

—  0,24 

+  0,11 

+  0,36 

+  0,36 

+  0,01 

7 

+  0,30 

0,00 

—  0,30 

—  0,17 

+  0,16 

+  0,35 

+  0,02 

8 

+  0,17 

+  0,23 
0,27 

—  0,11 

—  0,29 

—  0,10 

+  0,19 

+  0,06 

9 

—  0,09 

+  0,25 

+  0,14 

--0,18 

—  0,27 

—  0,06 

+  0,12 

10 

—  0,25 

+  0,04 

+  0,25 

+  0,06 

—  0,22 

—  0,23 

+  0,21 

11 

—  0,17 

—  0,18 

+  0,14 

+  0,23 

—0,02 

—0,24 

—2,08 

12 

+  0,05 

—  0,22 

—  0,08 

+  0,20 

+  0,18 

—  0,07 

+  0,30 

13 

+  0,21 

—  0,07 

—  0,22 

+  0,00 

+  0,22 

+  0,13 

+  0,23 

14 

+  0,17 

+  0,14 

+  0,15 

—  0,18 

+  0,08 

+  0,22 

+  0,09 

15 

—  0,01 

+  0,20 

+  0,04 

—  0,19 

—  0,12 

+  0,13 

—  0,09 
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In  Fig.  162  und  163  sind  die  Gestalten  der  Besselschen  Funk- 
tionen der  Ordnungen  0  und  1  resp.  3  und  4  dargestellt. 


'fS-n-ft-IO'»  'i  '7  -S ^5-^-3  'Z'l  f    2   3    ¥    S  S    7   S   9   70  Tt  72  r3 

Fig.  162.     Gestalt  der  Besselsohen  Funktionen  Jg  (x)  uud  Ji(x). 


^asx   1   1   1   1   1   1   1   1  1   1    1  1   1    1   1   1  1   1   1   1   1   1   1   1   1   1 

/7?                                                   Z2Cv    -TT-^ 

:L  ^-^cx                    //\\'^'^'\    r 

tf  ti^^                 Jj  ^X    -/^ 

-Lj  ^  ut         ^^     -^         tX     tt 

17     xx      A^                Jk'^j.J^ 

ZT     \^^  //              Am\\lJ. 

\Kfr                            \D:-^ 

^^t7 

f3f2ff10Se7   6S¥9    2f  f2    3¥5f799    70ftf2f3 

Fig.  163.      Gestalt  der  Besselschen  Funktionen  J^(x)  und  ^5(0:). 

Die  Funktionen  J^  {x)  haben  sämtlich  unendlich  viele  Null- 
stellen, d.  h.  die  Gleichung 

gibt  unendlich  viele  Lösungen.     Bezeichnet  man  diese  Lösun- 
gen mit 


^mii 


i  =  1,2 


60  hat  man  nach  Gleichung  (31)  für  k  unendlich  viele  Werte: 
Je   • 

p  • 


k  = 


i  =  1,2,3.... oc, 
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und  wenn  man  die  beiden  EJammern  in  (30)  ausmultipli2äert, 
80  ist 


z  =  A^i  cos — ^ai  cos  m  99  +  Jg^t-cos     ^    at  sin  «19? 

k    '  h    • 

+  C|njBin    p*  at  cosm9?  +D^iBm—^-at  sinm9? 


'-{¥') 


(32) 


für  jede  Wertkombination,  bei  der  m  und  %  ganze  positive  Zahlen 
sind  und  wo  m  auch  =  0  sein  kann,  ein  Integral  von  (29).  Die 
allgemeine  Bewegung  der  Membran  wird  dann  als  Übereinander- 
lagerung  der  Bewegungen  (32)  in  Form  der  Summe  erhalten : 


z  = 


m»0  i=l  \      •*         / 


k    ' 
Afni COS     p*  at  cos rmp  + 

k    • 
^tni  cos     p*  at  sin  m  99  + 

k    • 
C^i  sin     p*  a< cos m 99  + 

D^f  sin  — ^  a^  sin  m  9? 


(33) 


Die  unbestimmten  Konstanten  sind  wieder  aus  den  Anfangs- 
bedingungen zu  bestimmen.    Es  sei  für  f  =  0 


und 


2  =  /  (<p ,  r) 


dz_ 

Tt 


=  g{(p^r). 


(34) 
(35) 


Führen  wir  die  Bedingung  (34)  in  (33)  ein,  so  wird    für 
t  =  0 

fir,(p)  =  ^^^m  (-^)  (^micos  m  9?  +  B^iBmmtp),  (36) 

Multipliziert  man  diese  Gleichung  zunächst  mit  cos  nupdq) 
und  integriert  von  0  bis  2:7r,  so  bleibt  nur  noch  übrig: 


2rr 

—  j  f(r,(p)ooam(pd(p  =  ^  A^^J^  (-^  rj 


(37) 


§  60.     Runde  MembraD.     Besselsche  Funktionen.  315 

und   nach  Multiplikation    mit    sin  m(pd(p    und  Integration    in 
derselben  Weise: 


2t 

^Jf  (r . <p)  sin  m(pd(p  =  X^ni^m  (%-")  (38) 

Zur  weiteren  Berechnung  multiplizieren  wir  Gleichung  (37) 
bzw.  (38)  mit 

und  integrieren  von  0  bis  P.     Benutzen  wir  hierbei  die  beiden 

Satze: 

p 

jjn  (%^)  •  J.  (■%^)  rdr  =  (i  (39) 

0 

wenn  %  von  j  verschieden  ist,  und 
p 
J[^«(-%-'"-)]*'-<i'-  =  i-[j^  +  i  (*«*)]*.  (40) 

0 

die  in  den  Lehrbüchern   der  Besselschen  Funktionen   bewiesen 
werden,  so  erhalten  wir  das  Resultat**): 

P  2r 

^"*=    ^[^»Ifc.)P   jjf(^'<P)'''^{-^)<^osfn<prdrd<p     (41) 

0    0 
P2ff 

0     0 

Für  die  Konstanten  C^^  und  D^^  folgt  in  analoger  Weise: 
P  2 

P  2jr 

J  /l7(^^)^tn(-^^jcosm9?rdrrf9?  (43) 

0    0 
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__P 2 

/   /  gr  (r,  99)  J^  \     "^p)  Qmm(prdrd(p,  (44) 

0  0 

wodurch  die  Gestalt  der  Membran  für  jede  beliebige  Zeit  t  be- 
stimmt ist.  Auf  die  Untersuchung  der  Knotenlinien  gehen  wir 
hier  nicht  näher  ein,  sondern  verweisen  auf  Riemann, 
Partielle  Differential-Gleichungen,  Braunschweig,   1900. 


§  61.    Wärmeleitnng. 

Aus  der  Erfahrung  wissen  wir,  daß  sich  die  Temperatur  T 
einer  Platte  der  Dicke  d,  deren  beide  Seiten  auf  den  konstanten 
Temperaturen  T^  und  Tj,  gehalten  werden,  nach  genügend  langer 
Zeit  längs  der  Plattendicke  linear  abnehmend  einstellt.  Es  gilt 
dann  (siehe  Fig.  164) :  ^  ^         ^  ^ 


T  =  T,--(T,-n)  (1) 


Fig.  164.    Stationäre  Wärme- 
strömung durch  eine  Platte. 


Fig.  165.    Zur  Differentialgleichung  der 
Wärmeleitung  in  einem  Körper. 


Femer  wissen  wir,  daß  in  diesem  Falle  von  dem  Medium, 
welches  die  höhere  Temperatur  T^  aufrecht  erhält,  Wärme 
durch  die  Platte  an  das  Medium  der  niedrigeren  Temperatur  T^ 
übergeht.  Die  Menge  der  Wärme  Q  ist  proportional  der  Zeit  (, 
der  Temperaturdifferenz   T^ — Tj,,  der  Oberfläche  co,   an  der  der 
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Eintritt  bzw.  Austritt  erfolgt,  und  umgekehrt  proportional  der 
Plattendicke  d: 

rp    rp 

Q  =  k     ^  ^  ^^cüt  (2) 

Der  Proportionalitätsfaktor  k  heißt  die  Wärmeleitfähig- 
keit des  Plattenmaterials,  den  wir  im  folgenden  stets  als 
konstant  voraussetzen.  Man  nennt  den  geschilderten  Vorgang: 
stationäre  Wärmeleitung. 

Die  Formel  (2)  wenden  wir  nun  an  auf  ein  kleines  Raum- 
element im  Innern  eines  Körpers.  Das  Raumelement  sei  ein 
kleiner  Zylinder  der  Grundfläche  dco,  der  zwischen  den  Schichten 
1, 2  des  Abstandes  dn  liegt  (Fig.  165).  An  den  Grundflächen  mögen 
die  Temperaturen  T  +  dT  und  T  herrschen.  Dann  wird  für  ein 
!Zeitelement  dt  der  Wärmedurchgang  durch  die  Schicht  1 — 2 
in  Richtung  der  Zylinderachse: 

dT 
dQ  =  —k-^-d(odt  (3) 

on 

wo  das   Minuszeichen  andeutet,   daß  der  Wärmedurchgang  in 
Richtung  der  abnehmenden  T  erfolgt. 

Wir  sehen  jetzt  davon  ab,  die  Temperatur  T  in  einem  Raum- 
punkte als  konstant  zu  betrachten;  sie  sei  eine  Funktion  der 
Zeit. 

Ändert  sich  nun  T  an  einem  Punkte  um  +  dT,  so  muß 
erfahrungsmäßig  das  Raumelement  an  der  betreffenden  Stelle, 
welches  dr  heißen  möge  und  dessen  Masse  gdx  sei  {q  =  Massen- 
dichtigkeit), eine  Wärmeinhaltsvermehrung  dQ  erfahren  haben, 
die  sich  für  die  Zeiteinheit  wie  folgt  berechnet : 
dQ  =  CQdrdT^^),  (4) 

Dieser  Ansatz  gilt  unabhängig  davon,  auf 
welche  Weise  der  Wärmezu wachs  in  dt  ent- 
steht. 

Wir  setzen  nun  voraus,  daß  der  Wärme-  Fig.  166a.    Raum- 
zuwachs dadurch  entsteht,   daß  mehr  Wärme  ©lement  dx  dy  dz. 
in  ein  Raumelement  einströmt  als  ausströmt, 
wie  dies  bei  der  nichtstationären  Wärmeleitung  der  Fall  ist. 

Ist  das  Raumelement  ein  Würfel  (Fig.  165  a) 
dx  =  dxdy  dz 
so  sind  die  3  Wärmeströmungen  in  Richtung  der  x,  y,  2- Achse 
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ZU  unterscheiden: 


dT 
dQ^  =  —k——dydzdi 
ex 

dT 
dQy  =  —k——dxdzdt 
dy 

dT 
dQg  =  — k-——dxdydt 

cz 


(5) 


Die  Differentiale  dieser  3  Größen,  genommen  nach  den 
Achsen,  stellen  die  durch  Leitung  im  Raumelement  sich  an- 
häufenden oder  aus  ihm  verschwindenden  Wärmebeträge  dar, 
falls  der  Vorgang  nicht  stationär  ist.     Diese  Beträge  sind: 


2ßT 
ddQ^  =  k-- — dydzdt 

ex 

d^T 
ddQy  =  k— — dxdzdt 
dy 

d^T 
ddQg  =  k-— — dxdydt 
dz 


(6) 


deren    Summe    mit    der  Vermehrung  des  Wärmeinhalts    nach 
(4)  gleichzusetzen  ist: 

/d^T        d^T        d^T\ 
cedr8T  =  kf^-^  +  -^  +  ^dxdydzet  (7) 

aus  welcher  Formel,  nach  Hebung  mit  dx  =  dx  dy  dz  und  nach 
Division  mit  dt,  hervorgeht: 


CQ 


8T 


\dx^ 


d^T        d^T 


dy^ 


d^T\ 

~d^) 


(8) 


oder  mit  der  Abkürzung  —  =  o* 


8T 

et 


=  o*/- 


d*T        8*T        8*T 


Sx« 


8y» 


8z*  J 


(9) 


Dies  ist  die  allgemeine  Differentialgleichung  für  die  nie ht  - 

dT 
stationäre    Wärmeleitung.      Mit  —;^-  =  0  erhalten  wir 

öt 

für  die  stationäre  Leitung 
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d^T        d^T        d^T 


dz^ 


dy* 


dz^ 


=  0 


(101 


welche  Gleichung  uns  später  sehr  eingehend  beschäftigen  wird; 
vorderhand  befassen  wir  uns  mit  Gleichung  (9). 


§  62.   Wärmeleitimg  in  einem  Stab  mit  Anlangstemperator- 

yerteilnng. 

Für  einen  Stab  der  Länge  l  längs  der  x- Achse,  dessen  Ober- 
fläche wärmeundurchlässig  sei,  kann,  wenn  die  Stabquerschnitts- 
dimension klein  im  Verhältnis 
zur  Länge    ist,    die   Tempe-     *^ 
ratur  als  unabhängig  von  y 
und  z  angesehen  werden,  so 
daß  gUt: 


dT 
dt 


=  a« 


(1) 


Die  Integration  dieser 
Gleichung  verlangt,  die  Tem- 
peratur als  Funktion  von  t 
und  X  so  zu  bestimmen,  daß 
T  {t,x)  der  Gleichung  (1) 
bedingungen  erfüllt  werden: 


-w 


Fig.  166.    Zur  Wänneieitung  in 
einem  Stabe. 

genügt,     und    daß    die    Neben- 


für <=  0,  T(0,x)=f(x) 
„  x  =  0,  T(t,0)  =0 
„  x  =  l,  T(tJ)    =T 


(2a) 
(2b) 
(2c) 


Es  soll  also  zur  Zeit  <  =  0  im  Stab  eine  bestimmte  Temperatur- 
verteilung f(x)  vorhanden  sein,  und  es  sollen  auf  die  Stabenden 
die  Temperaturen  0  und  T  einwirken.  Man  nennt  die  Bedingung 
2a  „Anfangsbedingung",  2b  und  2c  „Oberflächenbedingungen". 

Diese  Aufgabe  zerlegen  wir  in  2  einfachere,  indem  wir  T  als 
Summe  von  2  Funktionen  T^  +  T^  betrachten,  die  sämtlich  der 
Differentialgleichung  (1)  genügen,  aber  verschiedene  Neben- 
bedingungen erfüllen,  welche  lauten: 

L  für  T^:  T^{0,x)  =  f(x),  T^(t,0)  =  0,   T^(U)  =  0  (4) 

n.  für  T,:  T^(0,x)  =  0,      T^(t,0)  =  0,    T^{t,l)  =  T  (5) 
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I.  Der  Differentialgleichung  (1)  genügt  als  partikuläre  Lösung 
ri  =  e-^'»*'8inAa;  (6) 

Diese  Lösung  befriedigt  die  zweite  Bedingung  (4): 

ohne  weiteres,  die  dritte  Bedingung  (4): 

jedoch  mit  X  =  -p,  wo  n  eine  ganze  Zahl  ist.    T^  erhält  also 
die  Gestalt: 

T,  =  e-^"*'8in^x  (7> 

Ebenso  wie  (7)  genügt  auch  die  Summe 

T,  =  2'^„e-=^''"8in-?^x  (8) 

n  =  1 

der  Differentialgleichung  (1),  wo  die  A^  unbestimmte  Konstante 
sind. 

Nunmehr  ist  die  Lösung  (8)  der  Bedingung 

T^{(},x)=f(x)  (9) 

anzupassen.     Aus  (8)  und  (9)  ergibt  sich 

CX) 

^1  (0,  X)  =  2  ^„  sin  -^  =  /  (X)  (10) 

n  -s  1 

Es  handelt  sich  also  wieder  um  die  schon  in  §  54  gelöste 
Aufgabe  der  Entwickelung  einer  Funktion  f{x)  in  eine  Fouriersche 
Beihe.  Wir  entnehmen  diesem  Paragraph  Formel  (20)  (indem 
wir  X  mit  a  vertauschen): 

i 


A  2    r  nna  , 

-4„  =  —  /  /(a)sm— ^ — da 


und  finden: 


2    ^    -^au  .     nnx   C.     ^  .    nna  ^ 
Tj=  — ^e      ^'        sm— ^ //(a)sm-y— da      (11) 

M  =  1  J 

Ü 

Um  hiernach  ein  Beispiel  zu  berechnen,  sei  ein  Kupferstab 
von  l  =  100  cm  Länge  gegeben.  Zurzeit  ^  =  0  sei  die  Temjieratur- 
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Verteilung 

f(x)  =  T^Bin^^  mit  T^  =  50^C 

gegeben  (Fig.  167).  Die  Temperatur  ist  also  längs  der  Stabaohse 
sinusförmig  verteilt .  Für  Kupfer  haben  wir  mm  folgende  Konstanten : 

K  =  0,9  [cal  cm-^  sec+^] 

c    =0,094  [cal  g-^ 

Q   =8,9[gcm-»] 


^^ 


3»- 


- 1'  fOOcm- 


I 
J 


Fig.  167.   Sinusförmige  Temperaturverteilung  längs  eines  Stabes. 
Hiemach  ergibt  sich 


a«  = 


Cß 


^1,1  [cm^sec"^] 


i 

_    C  .     27ta      .     27za   .         ^ 
Tjsm—^ 8m—j-da  =  T^ 


Für  das  Integral  in  Formel  (11)  finden  wir 
i 

l_ 
0  2 
0 

da  n  nur  =  2  genommen  zu  werden  braucht,  weil  für  alle  n  ^  2 
der  Integralwert  verschwindet. 

Die  Temperatur  selbst  wird  damit: 

T  =z  T  e    ^^^^ 


sm 


=  50«.e-0'0<>^*sin 


l 

27tX 


Hiemach  sinkt  die  Maximaltemperatur  der  Stabachse  nach 
ca.  600  Sekunden  auf  0,135  ihres  Anfangswertes  50®  herab,  weil 

g- 0.004. 500  ^  g-2  ,=  0  135    igt 
Hort,    Differentialgleichungen.  ^1 


322      Einlache  partielle  Differentialgleichungen  aus  verschiedenen  Gebieten. 

Die  sinusförmige  Verteilung  längs  des  Stabes  wird  durch 
die  Abkühlung  nicht  gestört. 


AT 


§  63.     Berücksichtigung  der  Oberflächenbedingung. 

Gab  §62  ein  Beispiel  für  das  Verschwinden  der  Anfangs- 
bedingung mit  der  Zeit,  so  wollen  wir  nunmehr  das  Eindringen 
einer  Oberflächenbedingung  in  das  Innere  eines  Stabes  untersuchen. 

WirwollendieÄnderung 
der   Temperatur   eines 
Stabes  (Fig.  168)  unter- 
suchen, der  zurzeit  t  =  0 
überall  die  Temperatur 
T  =  0  hatte.    Plötzlich 
wird   an  seinem  Ende 
X  =  l  die   Temperatur 
T,    d.    h.     die    Ober- 
flächenbedingung T(t,t) 
=  T  hergestellt.     Wie 
verteilt  sich  nun  die  Temperatur  längs  des  Stabes^     Offenbar 
dringt  die  Temperatur  T  allmählich  in  den  Stab  ein  gemäß  den 
Kurven  1,  2,  3,  bis  sich  nach  unendlich  langer  Zeit  die  Verteilung 


Fig.  168.    Eindringen  der  Temperatur  vom 
Ende  des  Stabes  her. 


T    — T-— 


(1) 


einstellt. 

Diese  VerteUung  genügt  in  der  Tat  der  Differentialgleichung 


BT 


=zni 


e^T 


(2) 


dt  dx^ 

und  außerdem  den  Bedingungen: 

a;  =  0,  T{t,0)  =  0  (2a) 

x  =  l   T(t,l)  =T  (2b) 

Sie  genügt  aber  nicht  der  Bedingung 

<  =  0,  r(0,a;)=0  (2c) 

Dieser  Bedingung  muß  aber  nach  der  Aufgabestellung  auch 
genügt  werden.  Wir  erreichen  dies,  indem  wir  zu  (1)  eine  Funktion 
von  < und  x:  T^{tyX)  hinzufügen,  die  die  Differentialgleichung  (2) 
befriedigt  und 
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für  <  =  0  den  Wert  T^iO^x)  =  —  T  -^ 
im  x=l  den  Wert  T^{t,l)  =  0 
annimmt.    Dann  werden  wir  sicher  haben: 

für  «  =  0,  T(0,x)  =  T^(0,x)  +  Ti(0,x)  =  0 
d.  h.  die  fehlende  Bedingung  ist  erfüllt. 

Die  gesuchte  Funktion  Ti  (t,x)  hat  demnach  denselben 
Bedingungen  ssu  genügen  wie  die  Funktion  T^  in  §  62,  wenn 
wir  die  zu  erfüllende  Anfangstemperaturverteüung  längs  des 
Stabes 

/(x)  =  -T-f 
setzen.  Wir  schreiben  ohne  weiteres  nach  Formel  (11)  des  §  62  an 

«-«1  J 

0 

oder  nach  Vorziehung  der  Konstanten  aus  dem  Integral: 

T^(t,x)  = ^^e      '•        sin — —\aQ\n—j—da      (4) 

0 

Die  Ausführung  des  Integrals  geschieht  mittels  der  teilweisen 
Integration  (Hütte  S.  72)  und  liefert  zunächst  mit 

nna    , 
a  =  u,  sm  — - —  da  =  dv 

al         nna  l^       ,     nna 

sm — z — 


/'                         r    .              al         nna    , 
udv  =  UV  —  lvdu  = cos — ; \- 
J                   nn            l 


n*7c* 


und  nach  Einführung  der  Grenzen  0  und  l  endgültig: 

Z«                                         Z« 
udv  = cosnjT  =  ( —  1)"  +  ! (4a) 


/■ 


nn  nn 

ö 
womit  die  Formel  (4)  übergeht  in: 

^  ,      ^        2T    ^  (—1)"   ,-- ^a'«  .     nnx 
Ti{t.x)  =  —-T  \^     l       '•        8in-y-         (6) 
n     ^^.       n  L 

n  a  1 

21* 
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woraus  sich  zusammen  mit 

T     =  T  — 

ergibt : 

T(t,x)  =  T^(t,x)  +  T^{t,x) 

Für  t^oo  verschwindet  die  Summe  in  der  Klammer,  so  daß 

X 

T  (<x?,  a;)  =  T  y  übrig  bleibt.    Für  endliche  Werte  von  «,  z.  B. 

i  =  1000  See  wird,  wenn  nur  das  erste  Glied  (n  =  1)  der  Summe 
beibehalten    wird,    mit    den    Konstanten  des  Beispiels  in   §62 


.M,  =  l(il-ie-..i.i^) 


(7) 


d.  h.  eine  Temperaturverteilung,  die  tatsächlich  ihrem  Charakter 
nach  der  in  Fig.  168  durch  den  Linienzug  3  angedeuteten  Gestalt 
entspricht.  Die  höheren  Glieder  ändern  nichts  an  dem  Charakter 
der  Verteüung. 

JIX 

Für  i  =  0  geht  aber  die  unendliche  Summe  über  in  57-  inid 

damit  wird  die  Temperatur 

r(0,a;)  =  0 
entsprechend  Bedingung  (2c).     Daß  aber 

nx        ^   ( — 1)»      .     nnx 


sin- 


l 


TtX 

ist,  beweist  man,  indem  man r-  nach  §  54  in  eine  Fouriersche 

Reihe  entwickelt.    Es  wird 

nx         ^  ^     .     w^aJ 
f^^^^—  "21"  ""  -S  ^nsm-y— 


wenn 


2    /':7ra    .     nna  .  n    C     ,    nna  . 
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ist.      Der  Integralwert  ist  aber  nach  (4a)  dieses  Paragraphen 

(_l)n  +  l      It 


mithin  wird: 


An  = 


n  n 

(_l)«  +  2 


und  demnach: 


nx         ^^    ( — 1)"     ,     nnx 

^,    =  >  sm — ; — «w.  z.  b.  w. 

21         -^        n  l 


n  =  l 


§  64.    Wärmeleitang  in  einem   Stabe  bei  yer&nderlieher  Stab 

endtemperatur. 

Wir  unterziehen  nunmehr  den  Verlauf  der  Funktion: 

X        2    ^   (—1)»     -^^t        nnx 
— — I >  e       '         Bin  — z — 

n  =  l 


^(X,t)  = 


T'^lt^ 


i 


(1) 


Fig.  169.   Temperatarverteilnng  in  einem  Stabe  bei  oonstanter 
Endtemperatur. 


in  Formel  (6)  des  §  63  einer  genaueren  Betrachtung.  Wir  haben: 

für  X  =  0  wird  ^  (0,  0  =  0  | 

x^l      „     ^\lt)  ^l  wenn  « >  0  [  (la) 

x  =  l      „     ö^  (/,  0  =  0  wenn  t  <  0 


)' 
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Bei  t  =  0  macht  also  die  Funktion  d-  (Z,  t)  einen  Sprung  vom 
Wert  0  auf  den  Wert  1. 

Fig.  169  gibt  ein  ungefähres  Bild  des  Funktions  verlauf  es. 

Wir  benutzen  nun  d-  (x,  t)y  um  zunächst  Wärmeleitungs- 
vorgänge darzustellen,  bei  denen  die  Temperatur  T^  im  Stab- 
punkte X  =  1  nur  während  eines  kurzen  Zeitintervalles  A  t  konstant 


^(a:,t'ti)'^(x,t't^) 


Fig.  170.   Temperaturverteilung  bei  diakontinxiierlioh  veränderlicher 
Endtemperatur. 


ist.  Es  werde  also  zur  Zeit  =  i^  am  Stabende  die  Temperatur  jP^ 
hergestellt,  die  zur  Zeit  i^  wieder  Null  werde  (Fig.  170).   Es  ist  dann 

und  wir  haben  als  Temperatur  an  einer  beliebigen  Stelle  x  des 
Stabes 

Ti  (x,  0  =  Ti  [*  (a:,  t  —  t^)—^{p,,i  — «,)]  (2) 

Nach  (la)  gilt: 
für  i  =  t^  wird  ö^  (Z,  <  —  i^     =  0  und  ö^  (Z,  t  —  t^^  0^ 

mithin  Ty  (Z, «)  =  0 

für  t^>t>t^  wird  -&  (Z, « —  i^     =  1  und  ^  (Z,  <  —  t^  =  0 
mithin  T^  (Z,  t)  =  T^ 

für  t  >  «2  wird  9^{l,t  —  tj)     =  1  und  d^(l,t  —  t^)  =  1 

mithin  T^  (Z,  t)  =  0 


(2a) 
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Also  ist  tatsächlich  T^  (Z,  t)  =  T^  von  t  =  tihht  =  t^,  d.  h. 
während  des  Zeitintervalles  At. 

Lassen  wir  jetzt  auf  die  Periode  tz  —  ti  =  At  eine  gleich- 
lange Periode  At  =  t^  —  ^2  folgen,  während  welcher  die  konstante 
Temperatur  T^  am  Stabende  herrsche,  dann  stellt  sich  im  Stabe 
eine  Temperaturverteilung 

T^  {X,  t)  =  Ta  [*  (X,  t  —  t^)  —  ^  {X,  t—  /a)]  (3) 

ein,  die  sich  über  Tj  («,  t)  tiberlagert. 

In  analoger  Weise  kann  man  n  Zeitintervalle  aufeinander 
folgen  lassen,  und  man  hat  als  Temperatur  (Ubereinanderlagerung 
aller  n  Zustände  T^,  (Xyt)j  v  =  1,  2,  3  . . . .  n)  die  Summe 


T(x,t)=^^T,[^(x,t  —  t,)  —  ^(x,t  —  t,^{)-] 


(4) 


Hier  schreiben  wir  nun  mit  t^  =  t 


v+l 


-  A  t  und  nach  Multi- 

At 
plikation  der  einzelnen  Glieder  der  Summe  mit-ry: 

V=l  ^t 

Der  Bruch  ist  aber  nach  §  51 
nichts  anderes  als  der  partielle 
Differentialquotient 

dt 

wenn  wir  zur  Grenze  für  ab- 
nehmende At  übergehen. 

Gleichzeitig  betrachtet 
man  die  Werte  T^,  nunmehr 
als  stetig  ineinander  über- 
gehend (Fig.  171),  indem  man 
ihnen  eine  zeitliche  stetige  Veränderlichkeit   durch  den  Ansatz 

T,=(p{K)  (6) 

zuteilt. 

Wir  erhalten  dann  die  Formel 


Fig.  171.  Kontinuierlioh  veränderliche 
Temperatur. 


T(x,t)  =  2^<p(t,) 


8»{x,t  —  t,  +  i) 


At 


(7) 


Wegen  des  verBchwindendea  At  kann  man  nunmehr  statt  des 
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Zeigers  v  +  l  den  Zeiger  v  setzen  und  die  Summe  als  Integral 
der  Intergrationsvariabelen  t^  (At  =  dtj)  auffassen,  welches  von 
0  bis  t  zu  nehmen  ist.    Es  wird  also 

I 


T(xJ) 


=/. 


(<v)- 


dt 


-dt. 


(8) 


Dies  ist  also  die  Temperaturverteilung  im  Stab,  wenn  sich  die 
Endtemperatur  nach  der  Zeitfunktion  ^j  {Q  ändert.  Die  Funktion 
d-iXyt)  ist  dabei  durch  Formel  (1)  definiert*'). 


§  65.    Anw(dndang  auf  die  Wärmebewegang  in  den 
Wandungen  des  Dampfmaschinenzylinders. 

Ein  Stab  der  Länge  l  ohne  Wärmeabgabe  in  radialei  Richtung 
ist  nur  denkbar  als  Teil  einer  Wand  der  Dicke  Z,  wenn  die  Tempera- 
turen auf  beiden  Seiten  der  Wand 
in  größeren  Bereichen  konstant 
sind.  Ein  solcher  Fall  liegt  vor 
z.  B.  beim  Deckel  eines  Dampf - 
maschinenzylinders,  der  genau 
genug  als  Platte  der  Dicke  l  be- 
trachtet werden  kann  (Fig.  172). 
T  =  q)  (Q  sei  die  durch  die 
variierende  Dampftemperatur 
gegebene,  mit  der  Maschinenimi- 
lauf  zeit  gleichperiodische  Tempe- 
ratur der  Innenwand;  die  Außen- 
temperatur (Luft  des  Maschinen- 
hauses) sei  dauernd  =  0.  Der 
Einfachheit   halber  nehmen  wir 

2n 
(p  (Q  =  cos  -^  t^  an,  wo  6  die  Maschinenperiode  bedeutet.   Kom- 
pliziertere Ausdrücke  für  tp  (tj)  bieten  nichts    prinzipiell  Neues. 
Für  die  Temperaturverteilung  in  der  Wand  haben  wir  jetzt 
nach  Formel  (8)  und  (1)  des  vorigen  Paragraphen: 


I 


"% 


Fig.  172.   Grenzbedingung  zur 

Temperaturverteiiung  in  der 

Wandung  eines  Dampfmasohinen- 

zylinders. 


T{x,t)  = ^—  2,^(—i)nnsm—j—j  c 


2  7Z 
COS-^^Äv   (1) 
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Gebraucht  man  hier  vorläufig  die  Abkürzungen: 


12  ^'       e 

8o  wird: 

t 

T(x,t)  =  _^"^(_l)«„sin-^e-«' re«''co8/9<„(ö,(2) 

~  0 

Das  hier  vorkommende  Integral  ermittelt  eich  leicht  nach 
Hütte,  S.  78: 

ö 

Setzen  wir  dies  in  Formel  (2)  ein  und  beschränken  wir  uns 
auf  die  Untersuchung  des  nach  sehr  langer  Zeit  eintretenden 
rein  periodischen  Zustandes,  so  wird: 

Setzt  man  hier  den  Wert  für  a  aus  (la)  wieder  ein,  so  hat  man 
mit  einigen  leicht  zu  übersehenden  Umformungen  1 1  =         ^  I  : 


/• 


oo 


2    -^    (—1)"+^     .     nnx 


oo 


-^  "  i'  +  ^j 

Setzen  wir  hier  kurz  für  die  Faktoren  von  cosßt  bzw.  sinjS^, 
welche  Funktionen  von  x  sind,  fx  (x)  bzw.  v  (x),  so  kann  man 
kürzer  schreiben: 

T  {x,  t)  =fJL  {x)  coüßt  +  v  (x)  siaßt 
oder  auch 

T  (X,  t)  =  ifj?  {x)  +  v2  (X)  •  cos  05 « —9?) 

wo  zu  setzen  ist  .  , 

9?  =  arctg — — -. 
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Es  wird  für 

x  =  l:  jll{x)  =  1,  v(x)  =0,  T  (x,  t)  =  cos ßt,  q)  =  0 
x  =  0  :ji  (x)  =  0,  V  (x)  =  0,  !r  (x,  t)  =  0. 

Die  Wandtemperatur 
nimmt  also  von  innen  nach 
außen  nach  dem  Gesetze 
^[jfi  (x)  +  v^  {x)  von  x  —  l 
bis  a;  =  0  ab,  während  die 
Phasennacheilung    q)    der 

Temperaturschwankung 
hinter     der     Schwankung 
cos  ß  t    von     innen    nach 
außen  zunimmt. 

Fig.  173  gibt  ein  un- 
gefähres Bild  der  Tempe- 
raturverteilung •*). 


Fig.  173.   Temperaturverteilung  in  der 
Wandung  eines  Dsunpf masohinenzylinders. 


fiWfMMfiwmimiiifiwimmiiiimmi 


y\ 


Fig.  174.    Gleichgewicht  eines 
Flüssigkeitselementes. 


§66.    Stationäre  ebene  Be- 
wegung einer  in- 
kompressibelen  Flüssigkeit. 

I.  Aufstellung  der  Be- 
wegungsgleichungen. 

Wir  betrachten  eine 
auf  einer  Ebene  sich  be- 
wegendeFliissigkeitsschicht 
der  Dicke  1  (Fig.  174). 

Zunächst  untersuchen 
wir  den  Gleichgewichts- 
zustand    eines    am    Orte 


A  =  {x,y)  befindlichen  Flüssigkeitselementes  Ax  Ay  der  Dichte  g, 
welches  unter  Einfluß  des  Flüssigkeitsdruckes  p  und  der  am 
Element  angreifenden  äußeren  massenproportionalen  Kraft 
PqAxAy  steht.  Letztere  zerlegen  wir  in  ihre  Komponenten 
XqAxAy  und  YqAxAy, 

Folgende  Kräfte  kommen  in  Ansatz,  die  wegen  des  Gleich- 
gewichts für  sich  verschwinden  müssen: 
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Parallel  der  a;- Achse: 

pAy—lp  +  -^Ax\Ay  +  XgAxAy  =  0 
Parallel  der  y- Achse: 

pAz  —  Ip  +  ^^AyjAx  +  TQAxAy  =  0 


oder  kürzer: 


r 


1 

8p 

e 
1 

8x 
dp 

Q   3y 


=  0 
=  0 


(1) 


Ist  die  Flüssigkeit  nicht  im  Gleichgewicht,  sondern  in  Be- 
wegung, so  äußert  sich  dies  durch  Beschleunigungen  der  einzelnen 
Flüssigkeitselemente,    denen   Massenkräfte    entsprechen.       Sind 


dz 


dy 


^  =  -J7  und  v  =  -^  die  am  Orte  (z^y)  vorhandenen  Geschwindig- 

du  dv 

keiten,  so  sind  -^  und  -rr  die  Beschleunigungen,  aus  denen  sich 

die  Massenkräfte: 

gAzAy-j— und  gAzAy-j- 

ergeben.  Diese  müssen  wieder  mit  den  Kräften  ( 1 )  zwei  Gleichungen 
ergeben : 


du 


dt 
dv 
"dt 


=  X- 


1   dp  ] 


=  Y- 


g  dz 
1  dp 
g    dy 


(2) 


Da  u  und  v  im  allgemeinen  Funktionen  von  x,  y,  t  sein 
werden,  so  hat  man: 

du  = dx  -\ dy  -\ dt 

8x         ^   8y     ^^    dt 

dv    ,  8v  8v 

dv  =  —dx  +  —dy+—dt. 
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und  nach  Division  mit  dt,  unter  Einsetzung  von 
dx  _^         dy  ^    ^ 

du  _      öw     ,       ^«*         ^w 


dv             dv            dv 

dt             dx    ^       dy   ^ 

dv 
dt 

Hiermit  schreibt  sich  dann  das  Gleichungssystem  (2): 

du           du         du       ^ 
""dx   +'dy+    dt-^ 

1  dp  ] 

Q    dx 

dv    ^       dv         dv 
"^  dx+'^dy   +    dt-^ 

1  dp 

(3) 


Neben  u  und  t;  ist  hier  auch  p  zu  bestimmen;  es  muß  noch 

eine  Gleichung  hinzukommen.      Diese  fehlende  Gleichung  hat 

dp 
auszusagen,  daß  die  Dichtenänderung  -^-- dt  im  Elemente  AxAy 

entsprechen  muß  der  durch  das  Zu-  bzw.  Abströmen  hervor- 
gerufenen Änderung  der  in  AxAy  befindlichen  Flüssigkeitsmenge. 

dp 
Der  Dichtenänderung  —^  dt  entspricht  die  „Füllungsänderung" 

dp 

-^  dtA  xA  y  des  Elementes  A  xA  y. 

Zuströmung   und   Abströmung   in   Richtung   der   x-   bzw. 
y- Achse  regeln  sich  nach  den  Beträgen: 


bzw. 


Ayqudt  —  Ayiqu-] ^       Ax\dt 

AxQvdt  —  AxIqV'\ ^-^Ay\dt 


so  daß  sich  die  Mengenänderung 


'^^^U-^]AzAydt 


(     dx       '       dy 
ergibt.     Diese  muß  gleich  der  „Füllungsänderung"  sein: 
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woraus  sich  die  Kontinuitätsgleichung 

dg  d{QU)  dJQv)    ^ 

dt    '^     dx      "*"      dy 


(4) 


findet. 

Die  Frage  der  Verschiebung  des  Flüssigkeitselementes  AxAy 
ist  mit  Vorstehendem  erledigt.  Wir  forschen  nunmehr  etwaigen 
Drehungen  nach. 


'^^- 


Die  Eckpunkte  BGD 
des  Elementes  verschieben 
sich  nach  Fig.  175  relativ 
zu  iä  in  die  lÄge  B'C'D' 
während  des  Zeitelementes 
i%^  vermöge  der  Ver- 
schiedenheit der  Geschwin- 
digkeiten, die  in  gegen- 
überliegenden Seiten  des 
Rechtecks  ABCD  statt- 
finden.    Aus  der  Figur  lesen  wir  diese  Verschiebungen  ab: 


— ^f 


CG 


Fig.  175.    Drehung  eines   Flüssigkeits- 
elementes. 


BB*  =^by=^^AxAi 
ox 

DD'  =  dx=^^Aydt 


(6) 


Entsprechend  drehen  sich  die  Seiten  AB  bzw.  AD  um  A 
durch  die  Winkel: 


dy  ,  dx 

V  =  —r-  bzw.  u  =  — i — 
Ax  ^       Ay 


Durch  den  Ansatz  (5)  findet  man: 


dv   ^  du    ,^ 

dx  ^        dy 


(«) 


(7) 


Die  mittlere  positive  Drehung  des  Elementes  wird  dann 


2\dx         dy  j 
geschwindigkeit  der  D 

—  _^  —  _1-  /_^  _  ^^\ 
""  "dT  "'  T  \dx         dy  j 


dx  = 

oder  hieraus  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung: 

dv         du 


(8) 


334     Einfache  partielle  Düferentialgleichungen  aus  verschiedenen  Gebieten. 

II.  Ansatz  für  die  ebene  stationäre  Bewegung  einer  in- 
kompressibelen  wirbelfreien  Flüssigkeit. 

a)  Stationär  heißt  eine  Bewegung,  wenn  an  einem  ge- 
gebenen Orte  der  Bewegungszustand  von  der  Zeit  unabhängig 

du  dv 

ist.  Die  Gleichungen  (3)  schreiben  wir  also  (weil  -^  und  —  ver- 
schwinden) : 


du  du       ^        l    dp 

u— f-  v-r—  =  X 


dx  dy  Q    dx 

dv     ^       dv        ^        l    dp 


(8) 


dx     '       dy  Q    dy 

b)  Inkompressibel    heißt    eine    Flüssigkeit,    wenn    die 
Dichte  Q  konstant  ist.     Dann  reduziert  sich  Gleichung  (4)  auf 

du         dv 

-—  +  — -  =  0  (9) 

dx  ^  dy  ^  ^ 

c)  Wirbelfrei  heißt  die  Bewegung,  wenn  keine  Drehungen 
stattfinden,  d.  h.  wenn  nach  Gleichung  (8)  gilt: 

dv         du 

—-  —  —-  =  0  (10) 

dx        dy  ^     ' 

Die  beiden  simultanen  partiellen  Differentialgleichungen  (9) 
und  (10)  werden  nun  gelöst  durch  den  Ansatz: 

d0{x,y)  d0(x,y) 

U  = ,        V  = (All 

dx  '  dy  ^     ' 

wo  (P(x,y)  der  aus  (9)  resultierenden  Differentialgleichung 
d^O         d^0 

zu  genügen  hat.     Daß  hiermit  auch  (10)  erfüllt  ist,  ergibt  sich 
sofort  aus: 

dv  __     d^0    _^  du  _    a«<P 
'dx'~  dydx   '^  ~dy"~  dxdy 

weil 

d^0  d^0 

dydx         dxdy 

eine  Grundtatsache  der  Differentialrechnung  ist. 

Die     Funktion    0(x,y)     wird     das     Geschwindigkeits- 
potential der  Flüssigkeitsbewegung  genannt. 
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Die  Gleichung 

0{x,y)  =  C  (13) 

stellt  für  jeden  Wert  von  C  eine  Kurve  dar,  längs  deren  das 
Potential  konstant  ist.  Zieht  man  an  die  Kurve  im  Punkte  A 
eine  Tangente  (Fig.  176),  so  wird  deren  Richtungstangens: 


-=^= 


Andererseits  ist  aber  die  Richtung  der  durch   (11)  gegebenen 
Strömungsgeschwindigkeit 


30 

V  dy 

dx 


(16) 


^/'^ryJ 


Aus  (14)  und  (15)  re- 
sultiert aber 

tgT-tgri  +  l=0.  (16) 
Mithin  steht  die  Stromge- 
sohwindigkeit  auf  der  Kurve   Fig.  176.   Stromlinien  und  Potentiallinieii. 

Ö>(x,y)  =  C 
senkrecht.    Demnach  wird  das  System  der  orthogonalen  Trajek- 
torien'*)  zu  der  Schar  der  Niveaulinien 

0(x,y)  =  C  (17) 

die  Stromlinien  liefern.    Stellt  man  die  Schar  der  Stromlinien 
durch 

T(x.y)  =  C  (18) 

dar,  so  liefert  (16)  eine  Differentialgleichung  für  !?: 


30  dW       30  dW  _ 


(19) 


3x    3x         3y    3y 

d.  h.  die  bekannte  Bedingung  des  orthogonalen  Schnittes  zwischen 
0  und  W. 

Statt  der  einen  Gleichung  (19)  kann  man  auch  die  beiden 
anschreiben: 
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80 


8x 
80 


dy 


8x 


(20) 


aus  denen  sich  durch  Differentiation  nach  x  bzw.  y  iind  Addition 
ergibt : 

=  0  (21) 


aay      aay 


Demnach  haben  <Z>  und  W  derselben  partiellen  Differentialgleichung 
zu  genügen. 

III.  Aufsuchung  von  Lösungen  der  Gleichungen  (12)  und  (21). 
Wir  definieren  eine  Funktion 

Z  =  f(z) 
der  komplexen  Variabein 

z  =  X  +  %y. 
Z  —  f(z)  läßt  sich   nun  unter  Trennung  des  reellen  und   des 
imaginären  Bestandteils  in  der  Form  schreiben: 
Z  =  f{z)=^F{x,y)  +  %G{x,y), 
Differentieren  wir  partiell  nach  x: 

dZ  _  df(z)    ,        dF    ,    .80 
dx  ~ 


dz 


1  = 


dx 


und  nach  y: 


dZ 
"ä7 


dz 


%  = 


dF 


dx 


30 


(22) 


dy  dy 


oder  nach  Division  mit  %: 

dfjz) 
dz 


.dF 


80 

8y 


(23) 


3^ 


.  8F        80 
■*'ä7+  8y 


Der  Vergleich  von  (22)  und  (23)  liefert  jetzt: 
80 
8x 

welche  Gleichung  nur  dann  erfüllt  ist,  wenn  die  beiden  Relationen 
gelten : 

dF  _  80 
~8x   ~  dy 

80 8F_ 

~8x'~       ~8y 


(24) 
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oder 


+ 


=  0 


(26) 


Der  Vergleich  von  (26)  mit  (12)— (21)  lehrt,  daß  <P  und  T 
dann  diese  letzteren  Gleichungen  erfüllen,  wenn  sie  reeller  bzw. 
imaginiärer  Beetandteil  einer  beliebigen  Funktion  einer  kom- 
plexen Variabein 

Z  =  f{x  +  %y)  =  <t>  +  iT  (26) 

sind. 

Jede  beliebige  Auswahl  von  /  liefert  also  ein  System  von 
Niveaukurven  0{x,y)  =  C  nebst  den  dazu  gehörigen  Strömungs- 
linien !!P(a;,y)  =  C.  Man 
kann  aber  auch  die  Kur- 
vend? alsStromlinien  und 
die  Kurven  T  alsÄquipo- 
tentiallinien     auffassen. 

Jede  Auswahl  von 
f(z)  liefert  also  zwei 
theoretisch  mögliche 
Strömungsvorgänge. 

IV.  Beispiele. 

a)  Die  Auswahl 


y 

#- 

'X 

'C 

1 

■^r^  ij  «-jC!«  — 

w^y'^t                   oc 

Fig.  177.    Ebene  Parallelströmung. 


/(z)=a:-f»t/ 
liefert  das  Niveaukurvensystem 

(p  =  x  =  Ci 
und  das  Stromliniensystem 

also  nach  Fig.  177  eine  zur  x-Achse  parallele  Strömung, 
b)  Mit 

/(2)  = 


(27) 


erhält  man  die  Niveaukurven 


und  die  Stromlinien 


-»-•-»■(lifpr +  ■)  =  <'.■ 

aien 


(28) 


(29) 


Hort,    Differentialgleichungen. 


22 
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Für  C/j  =  0  erhalten  wir  als  Stromlinie  den  Kreis 

a;a  +  j^«  =  222 
und  die  a;- Achse 

y  =  0. 
Die  Stromgeschwindigkeiten  werden: 


«  =  ^=M'  +  ^-(.. 


2xy 


30 

dy  {x^  +  y^)^ 


\^'^    u^ 


(30) 


Fig.  178.   Ebene  Strömung  um  einen  Zylinder. 


Im  Unendlichen  ergeben  sich  die  Geschwindigkeiten 

tt  =  F,  t?  =  0 

d.  h.  eine  zur  x-Achse  parallele  Strömung  der  Geschwindigkeit  F. 
Der  Vorgang,  der  dem  Ansatz  (28)  entspricht,  wird  realisiert, 
wenn  man  in  einen  breiten  gleichförmigen  Strom  einen  Zylinder 
vom  Radius  R  senkrecht  zur  Stromrichtung  hineinbringt.  Fig.  178 
gibt  den  genauen  Verlauf  der  Niveau-  und  Stromlinien.  •*) 


§  67.  Die  allgemeine  Massenanziehung  usw. 
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in.   Die  Differentialgleichnng  des  Potentials. 

§  67.    Die  allgemeine  Massenanziehung,  das  Coulombsche  Gesetz 

and  die  Laplace-Poissonsehe  Bifferentialgleichnng. 

I.  Das  Grundgesetz  der  Gravitation  oder  der  allgemeinen 
Massenanziehung  lautet :  Zwischen  zwei  Punkten  der  Massen  M 
und  m  wirkt,  wenn  sie  sich  von 
einander  in  der  Entfernung  r 
befinden,  die  Kraft 


Z  = 


Mm 


(1) 


wo  h  die  Gravitationskonstante 
heißt  und  das  —  -Zeichen  an- 
deutet, daß  K  die  Entfernung  r 
zu  verkleinern  sucht  (Fig.  179). 
Denkt  man  sich  nun  M  im 
Anfangspunkt  eines  Koordinaten- 
systems xyz  befindlich,  so  kann 
man  mit 

H  =  a;«  +  y2  _j_  ^^ 


Fig.  179.    Zur  Anziehung  zweier 
Massenpunkte. 


setzen: 


K  = 


Mm 


(2) 


Mit  diesem  Ansatz  wird  K  eine  Funktion  des  Ortes  des 
Massenpunktes  m\  die  Formel  verliert  ihre  Gültigkeit,  wenn  m 
mit  M  zusammenfällt,  weil  dann  K  =  —  oo  wird,  was  keinen 
physikalischen  Sinn  hat. 

Wir  bilden  nun  die  Komponenten  der  Kraft  K  nach  den 
Koordinatenachsen  mit 

hMm  X  KMm^x 


K,= 


a;a  +y«  +  2«     ^xi  +  yi  +  z* 

hMm-y 


(a;«  +  y«  +  2»)2 


Ky== 


K,^ 


(a:*  +  y«  +  2»)2 
hMm'Z 

(a;*  +  y»  +  z«)2 


(3) 


•n* 
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Schon  Lagrange  wußte,  daß  es  eine  Funktion  F  (x,  y,  z) 
gibt,  die  die  Eigensohaft  hat,  daß  gilt : 


(4) 


Jf.= 

dF 

dx 

K,= 

dF 
8y 

Jf.= 

dF 
dz 

Diese  Funktion  lautet 

„_            hMm 

A^  (5) 


(a;2  +  y2  +  22)2 

und  wird  die  Kraftfunktion  genannt.  Von  der  oben  mit  (4) 
angegebenen  Eigenschaft  dieser  Funktion  überzeugt  man  sich 
leicht  durch  Ausführung  der  entsprechenden  partiellen  Differentia- 
tionen an  (5) 

dF  hMm  dr  hMm     11^ 

dx  r»      dz  r«       *  2    ^x^  +  y^  +  z^ 

hMmx 


(a;2  +  y2+2»)2 


=  K^ 


usw. 

Den  negativen  Wert  von  F  bezeichnen  wir  jetzt  mit  F  =  —  J, 
und  wir  nennen  F  das  Potential  des  Punktes  M  auf  den  Punkt it». 

Es  war  nun  Laplace,  der  fand,  daß  diese  Funktion 

hMm 

(a;2  +  y2+22)2 

der  partiellen  Differentialgleichung  genügt: 

d^v      d^v      d^v 


dx^         dy^     '     dz* 

Man  überzeugt  sich  hiervon  ebenfalls  leicht  durch  Auswertung 
der  partiellen  Differentialquotienten. 

n.  Ganz  analoge  Betrachtungen  sind  anzustellen,  wenn  es  sich 
um  zwei  punktuelle  Elektrizitätsmengen  M  und  jj,  handelt.    Be- 
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trägt  deren  Entfemang  r,  so  ist  die  zwischen  beiden  wirkende 
Kraft 


K  =  e 


(7) 


WO  €  eine  Konstante  bedeutet,  die  =  1  wird,  sofern  wir  alle  vor- 
kommenden Größen  in  C.  6.  S.-Einheiten  messen.  Das  durch  diese 
Gleichung  ausgesprochene  physikalische  Gesetz  wurde  von 
Coulomb  entdeckt. 


Fig.  180.   Zum  Potential  mehrerer  Massenponkte. 


Die  Kraft  K  wirkt  abstoßend  (auf  r  vergrößernd),  wenn 
M  und  fji  gleiches  Vorzeichen  haben,  anziehend,  wenn  die  Vor- 
zeichen verschieden  sind. 

Handelt  es  sich  um  mehrere  elektrische  Punkte  in  endlicher 

Zahl,  Jf|....Jfj^,  der  Koordinaten  a^  b^  c^ aj^  bj^  Cj^,  deren 

Wirkung  auf  einen  Punkt  /j,  der  Koordinaten  xyz  zu  bestimmen 
ist,  so  kann  man  natürlich  die  Kraft  K  als  Resultante  der 
Kräfte 


K,= 


Mifx 


;»=  1.2.3..ifc  (8) 


bestimmen.    Es  sind  dann  die  Komponenten  von  K 
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Zum  Potential  mehrerer  geladener  Punkte  M^  (t  =  1  .  .  .  k) 
auf  einen  Punkt  /x 

♦■-*  Mi 


K,  =  /^^(y-h)  (9) 


Andererseits  kann  man  aber  auoh  eine  Kraftfunktion 
aufstellen,  für  welche  der  Ansatz  gilt: 

i-l 

Statt  F  führen  wir  wieder  das  Potential  V  =  —  F  ein  und 
erhalten  die  Kraftkomponenten 

K  -       ^^ 


dv 

8y 
8V 


^»  =  -^:r  (12) 


K,= 


dz 


Wieder  können  wir  uns  überzeugen,  daß  die  Laplaoesche 
Differentialgleichung  gilt : 

a*F       8^V       a«F 
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III.  Handelt  es  sich  jetzt  um  eine  kontinuierlioh  über  ein  ge- 
wisses Ratungebiet  i2  verbreitete  Elektrizitätsmenge,  so  kann  der 
Satz  vom  Potential  einer  endlichen  Zahl  elektrischer  Punkte  M^ 
auch  hier  angewendet  werden,  indem  man  den  einzelnen  Punkt  M^ 
als  Raumelement  dx  =  da»db'dc  betrachtet,  in  welchem  die 
Elektrizität  eine  gewisse  Dichte  q  besitzt,  so  daß  gilt 
Mi  =  Qdadbdc. 


y^         I  P^2^'^a^  O^  de 


Fig.  181.    Zum  Potential  einer  kontinuierlichen  Massenverteilung. 

Hierbei  kann  sich  q  von  Ort  zu  Ort  ändern,  also  eine  Funktion 
von  a,  hy  c  sein.  Eine  derartige  Elektrizitätsverteilung  ist  denk- 
bar in  einem  Raum  R  Fig.  181,  der  von  einem  vollkommenen  Die- 
lektrikum erfüllt  ist,  so  daß  die  dem  einzelnen  Raumelement  dx 
auf  irgendeine  Weise  mitgeteilte  Elektrizitätsmenge  qdx  dauernd 
an  dem  betreffenden  Orte  erhalten  bleibt. 

Das  Potential  des  einzelnen  Raumelementes  dx  auf  den  Punkt 

Ai  wird  nun:      ^qdadbdc 

y(a;_a)2  +  (y  — 6)2  +  (y  — c)2 

Das  Potential  des  ganzen  Raumgebietes  R  Avdfi  ergibt  sich 
durch  Summation  der  Einzel-Potentiale  über  alle  Raumelemente, 
d.h.  durch  Integration  über  R: 

qdadbdc 


'  h 


y(x  —  ay  +  {y  —  b)'+  (2  — c)» 


(15) 
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Nehmen  wir  jetzt  die  Ladung  des  Punktes  jjl  —  der  Einheit 
an,  so  wird: 

V  =  {{{     ,  g^^^^^^  .       (16) 

jjj  y(^  - «)' + (y  -  ^)^ + (^  -  ^)' 

R 

Dies  ist  der  Ausdruck,  den  man  gewöhnlich  unter  dem  Be- 
griff des  Potentials  eines  elektrisch  geladenen  Raumes  versteht. 

Die  Formel  gibt  für  alle  Punkte  xyz  außerhalb  des  Raumes  R 
das  Potential  V^. 

IV.  Wichtig' ist  zunächst  die  Bestimmung  von  V^  für  Kugeln 
mit  homogener  Elektrizitätsverteilung.  Handelt  es  sich  um 
eine  dünne  Hohlkugel  aus  isolierendem  Material  des  Radius  R 
um  den  Anfangspunkt,  der  überall  gleichmäßig  die  elektrische 
Dichte  Q  mitgeteilt  ist,  so  wird  das  PotentisJ  d  V  der  Kugelzone 
AB  auf  den  Punkt  der  Ladung  1 

2  22  sin  9?  •  JT  •  jß  dq)  -  q 


— k -^^^ — j     ^     ^  ^ 

^ «^ *' 


dV  = 


dV  = 


2E^7tQBm(pdq) 


Das   Potential   der    ganzen 
Kugelääche  ergibt  sich  hieraus, 


V  =  2R^nQ 


welcher  Ausdruck  sich  sehr  ver- 


/  Bin  cpdw 


Fig.  182.    Zum  Potential  einer 

dünnen  Kugelsohale.  einfacht,     wenn    man     in    dem 

Dreieck  0-41  ansetzt 


und  differenziert 
dann  wird 


r2  =  R^  -\-x^  —  2RxQ0%(p 
rdr  =  Rx%mq)d(p, 


=  l^jdr 


«— Ä 


WO    die    Integrationsgrenzen    sich    wie    angeschrieben    ergeben, 
weil  für 
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q?  =  0 
9?  =  TT 
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wird. 

Die  Auswertung   des  Inte- 
grals ergibt: 


4B*7CQ 


(17) 


Dies  gilt  für  einen  äußeren 
Punkt  z>B, 

Für  einen  inneren  Punkt 
(Fig.  183)  x<B  wird  aber  bei 
^=0  r  =  R  —  Xf 

(p  =  7t  r  =  E  +  z 

und  demnaoh  das  Potential 


^o? 


Fig.  183.    Potential  einer  dünnen 
Kugelschale  auf  einen  inneren  Punkt. 


X 


Fig.  184.    Potentialyerteilung  bei  einer  dünnen  Hohlkugel. 


Im  Innern  der  Hohlkugel  ist  also  das  Potential  unabhängig 
vom  Orte  des  Auf  punktes.    In  graphischer  Darstellung  ergibt 
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sich  die  Abhängigkeit  des   Potentials   von  der  Aufpunkt-Ent- 
fernung xnach  Fig.  184.   In  dieser  ist  auch  der  Verlauf  der  Kraft 


K,= 


dx 


X* 


eingetragen.    Im  Innern  ist  JT^  =  0,  in  der  Kugelfläche  =  4  jr  ß, 
um  mit  wachsendem  x  stetig  abzunehmen. 

V.  Aus  dem  Potential  der  Hohlkugel  leitet  sich  das  Potential 
der  Vollkugel  wie  folgt  ab.     Wir  zerlegen  die  VoUkugel  in  kon- 
zentrische Hohlkugeln  des  Radius  r  und  der  Dicke  dr.  Jede  dieser 
Hohlkugeln  hat  in  bezug  auf  P  das  Potential 
^r^Ttgdr 


Fig.  185.    Zum  Potential  einer  Voll-     Fig.  186.   Potential  einer  Vollkugel 
kugel  auf  einen  äußeren  Punkt.  auf  einen  inneren  Punkt. 


und  nach  Integration  von  0  bis  R 


=  iZ^L 


dr 


_  47r    B^Q 
""~3        ^' 
Hieraus  leitet  man  die  Kraftwirkung  ab: 


(18) 


K^ 


dV 


dx 


+ 


4jr  B^Q 
~3      x2~ 


VI.  Liegt  der  Punkt  P  im  Innern  der  Vollkugel,  so  zerlegen 
wir  das  Potential  in  zwei  Teile: 

Vj  herrührend  von  der  Vollkugel  des  Radius  x. 
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Vji  herrührend  von  der  Hohlkugel  des  Innenradius  x  und 
Außenradius  R, 


Vi=  Y^^^^ 


Vii  =  ingjrdr  =  2nQ(B  —  x*) 


(19) 


Also  ist  das  Gesamtpotential  der  Vollkugel  für  einen  innen 
liegenden  Punkt 

4  2 

Vi  =  —7tZ^Q  +  2nQ(R^—Z^)  =27tQlfi  —  —  7tQXi.     (20) 

3  o 

Die  auf  den  Punkt  ausgeübte  Kraftwirkung  ist 
dVi  Sn 


K,i 


dz 


-ZQ  +  ^TtQZ 


Die  graphische  Auf- 
tragung für  F^  und  F< 
sowie  Kz^  und  Kz^  ergibt 
das  nebenstehende  Bild  Fig. 
187.  Für  den  Anfangs- 
punkt 0  (x  =  0)  als  Auf- 
punkt hat  das  Potential 
sein  Maximum,  die  Kraft- 
wirkung ist  gleich  Null. 
Für  a;  =  J?    ist  F<  =  F^, 

4 
=  -^  TT  e  Ä*.    Die  Kraft- 
o 

Wirkung        nimmt        von 

a;  =  0  bis  a;  =  jB  linear  zu 

und    hat     ihr    Maximum 

4 
—  jigBin  der  Kugeloberfläche;  von  da  nehmen  Potential  und 

Kraft   asymptotisch  ab;    die  Kraft  ist  immer  abstoßend. 

VII.  Liegt  der  Punkt  z  y  z  innerhalb  des  Raumes  R,  dann 
wird  das  Potential 


Fig.  187.    Potentialverteilung  bei  einer 
Vollkugel. 
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Qdadbdc 


IJJ  n 


:x~a)*  +  {y  —  b)*  +  {z—e)y 


(21) 


soheinbar  unendlich,  da  man  die  Integrationsvariabein  a,  6,  c 

über  die  Stelle  xyz  hinweg- 
sohieben  muß. 

Diese  Schwierigkeit  wird 
hebbar,  wenn  wir  eine  kleine 
Kugel  zeichnen,  die  den 
Punkt  P  einschließt.  Dann 
kann  man  V^  in  zwei  Teile 
zerlegen, 
H?  V,=  V^+V,       (22) 

von  denen  V^  sich  auf   den 
von    der    äußeren    Raumbe- 
grenzung und  der  Kugelfläohe 
«.     ,««    r,     ^.«        .  ,  ,  .  ,         ,     umschlossenen  Raum,   V  auf 

^pi^;.^'".^**^''*'^''"''^'^'**  die  Kugel  bezieht.     Für   V, 
Potentials  in  einem  Punkte  einer     .        ^^ia^^jm.   ^/«*u«*xw.      j.  i*x     r  j 

kontinuierlichen  Massenverteilung.     ^^  aber  P  em  äußerer  Punkt, 

also  ist 


Q  da  db  de 


]/(a;  — a)2  +  (y  — 6)2  +  (2_c)« 


jedenfalls   endlich,    und  von  V  haben  wir  dies  eben  bewiesen; 
also  ist  auch 

endlich. 

VIII.  Aus  der  letzten  Gleichung  ergibt  sich  sofort  eine  wichtige 
Folgerung,  wenn  wir  sie  auf  die  Beziehung  des  Potentials 

zur    Laplaceschen   Differentialgleichung   untersuchen 
bilden: 

d^  Vi       d^       d^  Vi 


(23) 
Wir 


dx^ 


8y* 


dz* 


d*Vi     d*v^     e»Vi 


8z» 


+ 


dy* 


+ 


dz» 


+ 


+ 


8*V 


+ 


8z*  ' 


(24) 
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Hier  ergeben  die  ersten  drei  Glieder  auf  der  rechten  Seite 
Null,   da  V^  Potential  „äußerer'^  Massen  ist.    Dagegen  ergibt 


V 

=  271 

■.B- 

-|„e^ 

JÜ 

kugel 

auf 

einen  inn 

dx* 

=  - 

4 

8^7 

=  — 

4 
-y^e 

dz* 

=  - 

4 

-y^e. 

(25) 


wie  sich  durch  Ausführung   der  Differentiationen  an  V  ergibt. 
Demnach  ist 

d^V        d^V        d^V 

+  ^-r  +  -^  =  -^^Q  (26) 


und  mithin 


dx^     '     dy^     '     dz^ 


d^Vi     d^Vi      a»  V, 


C7"  r  -•  Cr  «• 


Wir  haben  also  den  Satz:  Für  das  Potential  auf 
einem  innerhalb  des  masse-  oder  elektrizitäts- 
belegten Gebietes  gilt  nicht  die  Laplacesche  Diffe- 
rentialgleichung (6),  sondern  die  Poissonsche  Diffe- 
rentialgleichung (27).    Bezeichnet  man  die  Größe 

d^V        d»V        d^V 

als  den  zweiten  Differentialparameter  der  Funktion  F, 
so  kann  man  die  Laplacesche  und  die  Poissonsche  Gleichung 
zusammenfassen.  Erstere  gilt  an  Orten  der  Massebelegung  Null, 
letztere  an  Orten  der  Massebelegung  q.  Man  kann  dann  sagen: 
Der  zweite  Differentialparameter  des  Potentials 
einer  beliebigen  räumlichen  Masse-  oder  Elektri- 
zitätsverteilung ist  gleich  dem  —4:^  fachen  der 
Verteilungsdichte.  ••) 
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§  68.    Allgemeine  Eigenschaften  des  Potentials 

für    unendlich    ferne    Aufpunkte    und     beim    Durchgang    des 
Aufpunktes  durch  Flächenbelegungen. 

I.  Der  Ausdruck  für  das  Potential  auf  einen  äußeren  Punkt 

gdadbdc 


=111 


^(x  —  a)^  +  (y  —  b)^  +  (z  —  c)^ 


Fig.  189.    Zur  Untersuchung  des  Verhaltens  des  Potentials  im 
Unendlichen. 


formt  sich  mit  den  Substitutionen  (vgl.  Fig.  189). 

xa  4-  vb  4-  zc 

a;2  +  yj  +  a2  =  i?*,  ^"       =  COS  / 

T  M 


um  m: 


a«  +  6«  +  c2  =  f  2 
V^  =JJJq  dadbdc{B^  —  2rR  cos  y  +  r«)"  2" 
gdadbdc  — Ul— 2  ^QO&y  +  ^j 


■///' 


Setzt  man  nun 
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SO  wird 

F.=///^^^(l+<5)-i 

Da  aber  d  mit  waohsendem  R,  d.  h.  wenn  der  Aufpunkt 
immer  mehr  ins  Unendliche  rückt,  immer  kleiner  wird,  so  kann 
man  die  Reihenentwicklung 

(1  +  d)~^  =  1  +  r  i-j  d + r^jö»  +  .... 

anwenden  und  angenähert  schreiben 

(1  + 
worauf  angenähert  wird: 


(l  +  «5)    «=l-y«J. 


Hier  kann  man  die  Integration  ausführen: 
Va=-^f  f  iQdadbdc 


+  "pt/    I   j  Q{^(^  +  yb  +  zc)dadbdc+ 


=  -p/   /   j  Qdadbdc+  -^\x  I   I   I  agdadbdc 

+  jl   I   jbQdadbdc+zj   /   j  CQdadbdc\  +  , . 

Setzt  man  hier: 

jfjQdadbdc  =  M, 

d.  h.  gleioh  der  Gesamtmenge  der  im  Integrationsraume  ent- 
haltenen Menge  (Masse  oder  Elektrizität),  so  wird: 


WO 


4+^f^+ä"?+-^)+ 


ff  Jag  da  db  de  fffbgdadbdc  fffcQdadbdc 

^"^  M  '^^  M  '^^  M  • 

die  Schwerpunktskoordinaten  der  raumerfüllenden  Menge  siiri. 
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Bezeichnet  man  jetzt  die  Kosinus  der  Richtung,  auf  welcher 
P  ins  Unendliche  rückt  mit 

008A  =  -^ 

y 

cos/x  =  — 


008  r  =  -^, 


so  wird 


F«.y  =  ifcos/x  +  ^(a:f  +  2/^  +  2f)  + 

Mz 
Va'Z  =  M  cosv  +  -^(x^  +  yTi  +  zC)  + 

Da  nun  mit  lim  jß  =  oo  die  zweiten  und  höheren  Glieder 
auf  den  rechten  Seiten  verschwinden»  so  ist  bewiesen,  daß  V  *  x 
V  '  y,  F  •  z  für  lim  R  =  oo  endlich  bleiben. 

Mittels  der  Formel 

dz  ~  dB  '  dx  "       B^'  R"        R^  °^® 


findet  man,  daß 


«2^  =  — i»fcos»A, 
dx 


ist,  und  daß  demzufolge  auch 

lima;2-— ^ 

R^oo      ox 

endlich  bleibt 

Natürlich  gilt  das  auch  für 

hmy«— -^ 
R-oo     dy 

und 


♦  ^      ^      dz 


lim  22 
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n.  Wir  haben  bereits  im  vorigen  §  den  Fall  gehabt,  daß  beim 

Durchgang  des  Aufpunktes  durch  die  belegte  Fläche  einer  Hohl- 

dV 
kugel  der  Differentialquotient  -^ —  einen  endlichen  Spning  erlitt. 

dV 
Im  Innern  der  Hohlkugel  war  -^ —  =^  0 ;  hart  an  der  äußerenFläche 


war 


dV 
dx 


=  —  4^  (T.  Bezeichnet  man  die  eratere  Größe  mit  einem 


-  -Zeichen,  die  letztere  mit  einem  -\-  -Zeichen,  so  gilt : 


dV 

dx 


dV 


dx 


=  —  4  jr  (T. 


Diesen  Satz  wollen  wir  für 
eine  beliebige  Flächenbelegung 
beweisen. 

Zunächst  sei  das  Potential 
einer  Kreisscheibe  der  Belegung  o 
vom  Radius  i^,  dieinder  y  z-£bene 
liegt,  auf  den  Punkt  P,  auf  der 
X-Achse  liegend,  zu  bestimmen. 

Jeder  Ring  vom  Radius  r 
und  der  Breite  d  r  liefert  das 
Potential  (Fig.  190): 

2nardr 


Fig.  190.    Potential  einer 
Kreissoheibe. 


Nach  Integration  über  die  Kreisscheibe  wird  dann 

R 

*27tardr 


-P 


und  mit  q  =  ^r^  +  x^ 


Cc           rdr 
=     2jta   . ■- 


=  2710  (y^a  +  «2 — X\ . 
Durch  Differentiation  nach  x  erhält  man  hieraus  für  positive  x : 

dx  \^Ki  _|.  a;2         j 

Hort,   DifFerentialgleicbungen.  -^ 
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und  für  X  =  0 


dV^ 


dx 


=  — 27t  0. 


Ä=0 


Dies  wäre  also  die  erste  Ableitung  des  Potentials  genommen 
nach  positivem  z  in  unmittelbarer  Nähe  der  belegten  Fläche. 
Nimmt  man  den  Differentialquotienten  nach  negativem  x  (also 
auf  der  anderen  Seite  der  Fläche),  so  wird 


dz 


=  +27ca. 


Durch  Subtraktion  wird 


dz 


dz 


=  —  4  TT  a. 


III.  Hat  man  eine  beliebig  belegte  auch  gekrümmte  Fläche  J^ 

der  Flächendichtigkeit  a,  so  fragen  wir  nach  der  Änderung,  die 

dV 
der  Differentialquotient  -^ —  des  Potentials 


-//i 


adf 


Fig.  191.    Verhalten  des  Potentials 
beim  Durchgang  diirch  eine  Fläche. 

des  restlichen  Flächenstückes: 


^(x  —  a)^  +  (y  —  b)^  +(z—  c)2 

beim  Durchgang  durch  die  Fläche 
erleidet,  wobei  wir  mit  n  die 
Normale  auf  der  Fläche  im 
Durchgangspunkte  bezeichnen. 
Dieser  Differentialquotient  ist  die 
in  die  Richtung  der  Normalen 
fallende  Kraftkomponente.  Wir 
beschreiben  nun  um  den  Durch- 
gangspunkt  einen  kleinen  Kreis 
K  (Fig.  191)  und  setzen  das 
Potential  V  der  Fläche  zusammen 
aus     dem    Potential      Vir    des 


Kreises    und  dem  Potential   F, 


/ 


Hiernach   ist 


V=V^+  Vf. 


1I± 

dn 


1I± 

8n 


8V 


K  + 


dn 


8n 


+ 


dn 


8Vf- 
8n 
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dV, 


Da  aber^r — ak  Potential  entfernter  Massen  stetür  ist,  so 

ön  ^' 

bleibt  nur  übrig: 


aF. 


aF_ 


dn 


dn 


=  — 4710 


TV,  Des  weiteren  be- 
stimmen wir  noch  das  Potential 
einer  Doppelf  läohe.  Zwei 
Flachen  F  und  F^  seien  in 
der  kleinen  Normalentfernung 
dn  einander  parallel  und 
tragen  in  einander  gegen- 
überliegenden Punkten  die 
Belegungen  —  e  und  +  ei. 
Das  Potential  eines  Punktes 
P  {xyz)  wird  dann 


Fig.  192.     Verhalten  des  Potentials 

beim  Burohgang  durch  eine  Boppel- 

fläohe. 


Hier  ist 


Fl  F 


r  =  i(x  —  a)8  +  (y  —  by+{z  —  c)^ 
r,  =  iix-a^)^  +  (y  —  b,)^  +  (z  —  c,)^  ' 

Wenn  aber  r  und  der  kleine  Abstand  d  n  gegeben  sind,  dann 
ist  fi  bestimmbar  nach  dem  Satze  von  Taylor:*^) 


=  — + 

r 


r 
dn 


dn. 


Mithin  wird,  wenn  wir  noch  voraussetzen,  daß  auf  einander 
gegenüberliegenden  Plächenelementen  d  F  und  d  F^  diesen  umge- 
kehrt proportionale  Belegungen  liegen,  daß  also 

edF=  SidFi 


ist, 


'■//• 


3  — 

r 

dn 


dndF. 


23* 
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Hier   kann  man  edn  die  Dichtigkeit  der  Doppel- 
belegung nennen  und  mit  tj  bezeichnen;  es  ist  dann: 

J  J  '  Sn  ay(x-a)»  +  (y-6)«+(z-c)2 

F 

das  Potential  der  Dop{)elfläohe  auf  den  Punkt  xyz. 

V.  Wir  berechnen  nunmehr  das  Potential  einer  kreisförmigen 
Doppelfläche  Fig.  193. 

Das  Potential  der  Flache  /  bezw.  //  auf  P  ist 


Also  wird  das  Gesamtpotential 


=  2  7t  edn 


]/^+h^)'-^+(-^)' 


=  2  7t  edn 


dn 

X 


[y^Hh^     J' 


Setzt  man  hier  wie  oben 
edn  =  ri,Bo  wird 

Dies  Potential  gilt  für 
einen  auf  dem  positiven  Ast 
der  :t;- Achse  liegenden  Punkt, 
weshalb  das  +  -Zeichen  an- 
geschrieben ist.  Liegt  P  auf 
dem  negativen  Ast,  so  wird 
analog 

V^  =  27tr]\  ,  ~^      — 11. 

Nähert  man  sich  nun  von  beiden  Seiten  der  Doppelflaohe, 
so  wird,  während  man  jB  kleiner  und  kleiner  werden  läßt,  V^  — 


Fig.  193.      Potential  einer  kreis- 
förmigen Doppelflaohe. 
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F_  =  4  jr  »y,  d.  h.  das  Potential  V  erleidet  beim  Durchgang  des 
Aufpunktes  durch  eine  Doppelfläche  einen  endlichen  Sprung  = 
4^  97,  wo  77  die  Belegungßdichte  an  der  Durchgangsstelle  ist. 


§  69.    Znsammentassimg  und  Übersieht  über  die  Aufgaben  der 
Potentialtheorie. 

Wir  haben  nunmehr  folgende  Arten  von  Newtonsohen 
Potentialen  kennen  gelernt: 

1.  Raumpotentiale  V^y 

2.  Flächenpotentiale  Vp, 

3.  Dopi)elflächenpotentiale  Vj^. 

I.  Setzt  sich  aus  diesen  ein  Potential  zusammen  V  =  Vj^ 
H-  F^+  F2)|8ogenügtdiesderLaplacesGhenDifferentialgleichung 
A  V  =  0  in  allen  Raumpunkten,  die  weder  dem  masseerfüllten 
Raum  JR  noch  den  Flächen  F  und  D  angehören.  Fällt  der  Auf- 
punkt in  den  Raum  R,  so  lautet  die  Differentialgleichung 

AV=—47CQ, 

wo  Q  die  Massendichte  am  Orte  des  Aufpunktes  bedeutet. 

II.  Die  Differentialgleichung  für  Aufpunkte,  die  auf  den 
Flächen  D  oder  F  selbst  liegen,  ist  von  der  Krümmung  der 
Flächen  abhängig  und  soll  hier  nicht  angegeben  werden. 

Dagegen  ist  V  an  der  Fläche  F  in  der  Weise  unstetig,  daß 

—^ 5 =  —  4jr(r 

cn  dn 

wird,  während  an  der  Doppelfläche  D  für  die  Unstetigkeit  gilt: 

Vj)^  —  Fj)—  =  4^117 

0  und  Tj  sind  wie  früher  die  Belegungen  der  Flächen  F  und  D, 
Abgesehen  von  den  Flächen  F  und  D  ist  V  und  seine  ersten  Ab- 
leitungen 

dV    dV    dV 
dx'  dy'   dz 

überall  stetig. 

III.  Rückt  der  Aufpunkt  x,yyZ  ins  Unendliche,  so  wird 

F-O. 
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aber 

TT  17  TT  ^      ^^       ,         ^^        •         ^^       • 

.Vx,  Fy,  Vz  und  -^— a;«,  -^— y«,  -^-z« 
öa;  öy  öz 

bleiben  endlich. 

IV.  Die  Potentialtheorie  beschäftigt  sich  nun  einerseits  mit 
der  Berechnung  der  Potentiale  gegebener  Massenanordnungen,  d.  h. 
mit  der  Berechnung  bestimmter  Baum-  oder  Flächen-Integrale 
(Kugel,  Hohlkugel,  Kreisscheibe,  Doppelfläche),  die  wir  in  ein- 
fachen Fällen  in  den  vorigen  Paragraphen  durchgeführt  haben. 
Zu  der  Bestimmung  dieser  Integrale  für  allgemeinere  Massen- 
anordnungen zieht  man  mit  Vorteil  die  Differentialgleichung 
J  F  ==  0  heran,  der  ja  jene  genügen  müssen,  um  Reihenent- 
wicklungen für  die  Integrale  zu  gewinnen.  Hiermit  beschäftigen 
sich  die  §§  72  und  73. 

Die  hier  gegebenen  Entwicklungen  gelten  als  Vorbereitung 
für  die  andere  Aufgabe  der  Potentialtheorie,  nämlich  die  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichung 
^V        d^V        d^V 

bezw.  der  Anwendung  dieser  Integration  zur  Lösung  Ton  tech- 
nischen Aufgaben. 

V.  Eine  wichtige  Rolle  spielt  zunächst  die  Integration  der 
Differentialgleichung 

AV  =  -^TlQ 

inderElektrostatik.  Wieschondies  Wort  sagt,  handelt  es  sieb 
hier  um  die  Bestimmung  des  Gleichgewichtes  elektrischer  La- 
dungen. Bekanntlich  unterscheidet  man  zwischen  Isolatoren 
und  Leitern.  Auf  den  ersteren  bleibt  eine  anfänglich  vorhandene 
Elektrizitätsverteilung  unverändert,  bei  den  letzteren  ist  die 
Elektrizität  beweglich  imd  sie  verteilt  sich  stets  so,  daß  sie  ge- 
wissen Gleichgewichtsbedingungen  Genüge  leistet. 

Wir  wissen  schon,  daß  auf  einer  leitenden  Kugel  von  Radius 
R  die  mitgeteilte  Elektrizitätsmenge  M  sich  gleichmäßig  über 
die  Kugeloberfläche  verbreitet,  so  daß  überall  die  Dichte 

_     M 

herrscht  (wenn  außer  der  Kugel  andere  Leiter  oder  geladene 
Isolatoren  nicht  vorhanden  sind). 
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Ist  jedoch  außer  der  Kugel  (7,  der  die  Elektruatätemenge  M 
mitgeteilt  wird,  noch  ein  Isolator  J  mit  fester  gegebener  Elektrizi- 
täte  Verteilung  vorhanden,  so  verteilt  sich  M  nicht  mehr  gleich- 
mäßig auf  der  Kugel  C, 

Die  Elektrizitätsverteilung  ist  unbekannt  und  soll  bestimmt 
werden.    Ihr  Potential 

c 
genügt  der  Differentialgleichung 

zl  F  =  0. 
Da  diese  Differentialgleichung  zur  eindeutigen  Bestimmung 
von  V  nicht  genügt,  ist  eine  weitere  Tatsache  heranzuziehen.  Hierzu 
benutzen  wir  den  Satz,  daß  im  Innern  eines  leitenden  Körpers  und 
auf  seiner  Oberfläche  das  Potential  aller  vorliegenden  Elektrizitäts- 
mengen überall  einen  und  denselben  Wert  haben  muß.  Das 
Potential  V  aller  Elektrizitätsmengen  besteht  hier  aber  aus  V^ 
und  aus  dem  Potential  des  Isolators  Vj: 

y  =  Vc+Vj  =  a=^^. 

Da  Vj  als  bekannt  anzusehen  ist,  gilt  für  die  Kugel: 

Vc  =  a-Vj  =  ~-Vj. 

Auf  Grund  dieser  Gleichung  werden  die  Werte  von  Vq  auf  der 
Kugeloberfläche  vorgeschrieben,  und  es  zeigt  sich,  daß  Vq  damit 
eindeutig  bestimmt  ist. 

Man  nennt  eine  derartige  Aufgabestellung,  lt.  welcher  eine 
Funktion  V  innerhalb  eines  Grebietes  einer  gegebenen  partiellen 
DifiFerentialgleichung  genügen  muß,  während  an  der  Begrenzung 
die  Werte  der  Funktion  vorgeschrieben  sind,  eine  Randwert- 
aufgabe. 

VI.  Wir  wollen  gleich  hier  anmerken,  daß  die  Randbe« 
dingnng:  V  ist  auf  der  Begrenzung  gegeben,  auch 
anders  lauten  kann. 

Bei  den  Aufgaben  der  stationären  Bewegung  eines  Körpers 
in  einer  inkompressibelen  Flüssigkeit  handelt  es  sich  ebenfalls 
um  die  Integration  der  Differentialgleichung 

zl  F  =  0, 
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die  Randbedingung  lautet  hier  aber: 

dv 

dn' 

d.  h.  der  Differentialquotient  nach  der  Normale  der  Oberfläche 
des  eingetauchten  Körpers  (hierdurch  eine  Strömungsgeschwindig- 
keit) ist  gegeben. 

Bei  den  Aufgaben  der  stationären  Wärmeleitung  hat  man 
an  der  Grenze  des  betrachteten  Körpers  die  Bandbedingung: 

dV 
V  +  h  —z —   ist  vorgeschrieben. 

Man  bezeichnet  die  Bandwertaufgabe  in  den  drei  angeführten 
Fällen  als  erste,  zweite  und  dritte  Bandwertaufgabe.  *^) 

VII.  Zur  Lösung  der  Bandwertaufgaben  gibt  es  im  allge- 
meinen zwei  Wege. 

Auf  dem  einen  Wege  hat  man  zunächst  die  Differential- 
gleichung 

J  F  =  0  bezw.    —  ^Ttq 

auf  ein  solches  orthogonales  Koordinatensystem  zu  transformieren, 
daß  die  Fläche,  längs  deren  F  vorgeschrieben  ist,  die  Gleichung 

u  =  Const 
erhält. 

Dann  sucht  man  die  transformierte  Differentialgleichung 
A  V  (tt,  v,w)  =  0  resp.  —  ^n  q 
durch  einen  Ansatz 


V  =  2^A^.ün'Vn'Wn 


ZU  befriedigen,  wo  A^  unbestimmte  Konstante,  ?7„,  F^,  W^  Funk- 
tionen nur  von  u  resp.  v  oder  w  sind. 

Durch  geeignete  spezielle  Wahl  von  einer  oder  zwei  der 
Funktionen  gelingt  es  sehr  häufig,  für  die  übrig  bleibenden  eine 
einfachere  Differentialgleichung  zu  finden. 

Im  allgemeinen  existiert  für  jeden  Index  n  eine  solche  Differen- 
tialgleichung, so  daß  schließlich  sich  das  Potential  F  aus  einer 
unendlichen  Beihe  von  Funktionen  aufbaut,  die  man  oft  Funk- 
tionen der  betreffenden  Fläche  u  =  Const  nennt. 

Der  Anschluß  von  F  an  die  Bandwerte  F  (v,  w)  auf  der  Fläche 
tL  =  Const    wird    im    allgemeinen    erreicht    durch    gliedweise 
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Integration  und  Vergleiohung  der  Reihen 

fV  (r,  t.;) .  V^  W^dvdw  =  fZ^nÜn  F„  TT«  F«  W^dvdw 

u  u 

wo  die  Integrale  sieh  über  die  Fläche  u  =  Const  zu  erstrecken 
haben,  und  ü  den  Wert  der  Funktion  Z7  auf  dieser  Fläche  bedeutet. 
Bei  den  praktisch  vorkommenden  Fällen  ergeben  sich  flir 
die  Auswertung  der  rechten  Seite  die  Sätze: 

fyn  ^n  Vfn  ^m dv diD  =  0 Wenn n^m 

und 

jVn^Wn^dvdw  =  /(n). 

n 

In  diesen  Fällen  finden  sich  dann  die  Konstanten 

u 

womit  die  Randwertaufgabe  formell  gelöst  ist.^*) 

Außer  dieser  Reihenmethode  hat  man  noch  die  Methode 
der  Greenschen  Funktion.'®) 

Zur  Au&tellung  dieser  Funktion 
sind  einige  Bemerkungen  über  die 
Darstellung  von  Raum-Integralen 
durch  Oberflächen-Integrale  erforder- 
lich. 


ii' 


e 


Fig.  194.    Zur  räumlichen 
Integration. 


§  70.    Der  Integralsatz  von  Qaufi. 

I.  Unter  einem  Raumintegral 
versteht  man  allgemein  ein  dreifaches 
Integral 

J=fffF{x,y,z)dxdydz       (1) 

bei  dem  die  Integration  sich  über  alle  Raumelemente  dt  =  dx 
dy  dz  eines  Bereiches  r  Fig.  194  zu  erstrecken  hat. 

Wir  betrachten  nun  F  {x,  y,  z)  als  ersten  partiellen  Differen- 
tialquotienten einer  Funktion  X  {x,  y,  z) 
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ex 


F{z,y,z)  = 


8x 


(2) 


und  versuchen  das  Baumintegral  (1)  in  ein  Oberflaohenintegrai 
umzuformen.  Zur  Durchführung  dieser  Operation  stellen  wir  eine 
genauere  Betrachtung  über  das  Wesen  der  räumlichen  Integration 
an. 

Zunächst  führen  wir  die  Integration  für  die  x-Koordinate 
aus,  d.  h.  wir  ermitteln  den  Wert  des  Integrals  bei  konstant 
gedachtem  y  und  z  für  allein  veränderliches  x.  Das  Integral 
schreibt  sich  dann: 


^  jj^^^'j^^"" 


Fig.  195.      Zum  Integralsatz  von  Gauß. 
Die  Grenzen  des  Integrals 


/ 


dx 


dx 


sind  die  Werte  x^  und  x^,  die  nach  Auswahl  von  y  und  z  auf  der 
Umgrenzungsfläche  bestimmt  sind  Fig.  195.    Es  wird  also: 

J  =   r  fdydzf^dx  =  r  fdydz {X, - Z,)  (3) 

«1 

WO  Xi  und  X2  die  in  den  zu  x^  und  X2  gehörenden  Oberflächen- 
punkten stattfindenden  Punktionswerte  sind. 
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Beachtet  man  nun,  daß  dy  dz  die  Projektion  der  beiden  zu 
Xi  resp.  X2  gehörenden  Oberflächenelemente  d^i  resp.  da2  ist,  so 
kann  man  nach  Einführung  der  nach  innen  gerichteten  Ober- 
flächennormalen n^  und  »2  schreiben: 

dy  dz  =  doi  •  cos  {n^  x)  =  —  dts^  cos  {n^  x). 
Hiermit   wird   aber 

(Jf  2  —  -^1)  dydz=  —  Xj  cos  {n^  x)  d<ji  —  X2  cos  (n2  x)  rfag 
und  das  Integral  wird 

J  =  —  JJ  i^i  ^^^  (^1  x)daj^  +  X2  cos  (n^ x)  da^. 

Führt  man  jetzt  noch  die  Integrationen  nach  y  und  z  aus,  so 
heißt  dies  nichts  anderes  als  die  eben  erläuterte  Operation  für  alle 
mit  der  Umrandung  des  Baumes  verträglichen  Parallelepipede 
nach  Figur  195  durchzuführen.  Hierbei  werden  aber  alle  End- 
flächen d(5  dieser  Parallelepipede  in  dem  Integral  vorkommen, 
d.  h.  man  kann  schreiben: 

J^  =-,    l   l   l  ——dxdydz=  —  /   lXcos{nx)da         (4a) 

Hiermit  ist  aber  tatsächlich  das  Raumintegral  in  ein  Ober- 
fläohenintegral  übergeführt. 

Diese  Formel  (4)  schreiben  wir  noch  für  zwei  andere  Funk- 
tionen, Y  {Xy  y,  z)  und  Z  (x,  y,  z),  und  die  Koordinatenrichtungen 
y  und  z  an: 

Jy  =   /   I    l—-dxdydz  =  —  1    l  Y  cos  {ny)  da         (4  b) 

T  ff 

Jg=   l   l   l  —-dxdydz  =  —  /    1  Z  cos  {nz)  da  (4c) 

r  ff 

nach  deren  Addition  der  Integralsatz  von  Gauß  folgt: 

T 

=  — ff[^  c^  (^x)  +  Y  cos  {ny)  +  Z  cos  (n  z)  da]      (5) 
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Dieser  Satz  gewinnt  eine  sehr  einfache  Gestalt,  wenn  wir, 
was  immer  möglich  ist,  X  F  Z  als  Komjionenten  eines  Vektors  91 
auffassen,  dessen  Divergenz  dann 


8x 


dY     dZ 


ist: 


Div?t  = 


dX    .    87 


8x 


+ 


dy 


+ 


8Z 

dz 


(6) 


Auch  für  X  cos  (nx)+T  cos  (ny)  +  Z  cos  (n  z)  kann  ein  ein- 
facher Ausdruck  eingeführt  werden,  nämlich  die  Komponente 
An  von  91  in  Richtung  der  Normalen  n.  Dann  lautet  der 
Integralsatz  von  Gauß: 


j'Div9l  dr  =  —JA^da 


(7) 


Das  Minuszeichen  wird  übrigens  zum  Pluszeichen,   wenn  die 
Normale  n  nach  außen  gerichtet  ist. 

II.  Sind  jetzt  innerhalb  eines  räumlichen  Bereiches  x  zwei 
Funktionen  U  (x,  y,  z)  und  V  (x,  y,  z)  gegeben,  so  kann  man  die  aus 
diesen  gebildeten  Funktionen 


X  =  U 


Y  =U 


Z=U 


8V 


8x 
dV 


8y 

8V 


dz 


8U\ 
8x 

8U 

Sy 

8U_ 
8z) 


(8) 


als  Vektorkomponenten  ansehen  und  die  Divergenz 

dX     dT  ^  dZ 

8x        dy    '     dz 
berechnen.    Es  findet  sich  hierfür  der  Ausdruck: 
ÜAV-V  AU. 
Ferner  ergibt  sich  als  w-Komponente  des  durch  X  F  Z  be- 
stimmten Vektors  der  Ausdruck: 

ev         du 

dn  dn 


N  =U 


§  71.  Einführung  der  Greenschen  Funktion. 
SO  daß  der  Integralsatz  nunmehr  lautet: 
l(üAV-VAü)dr  =  -j(u^ 
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V^)ä,    ,1«, 


§  71.    Einführung  der  Green'schen  Funktion. 

Von  dieser  Formel  geht  die  Greensohe  Betrachtung  aus, 
die  den  Zweok  hat,  eine  Funktion  V  zu  bestimmen,  die  im  Innern 
eines  räumlichen  Bereiches  t  der  Gleichung 


AV 


+  -^ZT-  +  -^ir  =  —  4 :7r  e  (x,  y,  2) 


dx^ 


ay2 


dz^ 


Ve  gegeben 


genügt  und  an  der  Oberfläche  a  von  x  gegebene  Werte  Y„   an 

nimmt,  d.  h.  die  erste  Bandwertaufgabe  zu 

lösen. 

Der  Gedankengang  ist  folgender: 
Innerhalb  von  r  wird  ein  fester  Punkt  P, 
(^>  y^  ^)  ^^d  in  der  Entfernung  r  davon 
ein  variabler  Punkt  P^  (a,  b,  c)  ange- 
nommen. Wir  Bchreiben  nun  die  Formel 
(10)  §  70,  indem  wir  die  Funktion  ü 
spezialisieren  wie  folgt: 
1 


f7  = 


Fig.  196.     Zur  Methode 
von  Green. 


und  die  Integration  über  r  uns  in  der  Weise  ausgeführt  denken, 
daß  wir  P^  alle  innerhalb  r  möglichen  Lagen  annehmen  lassen, 
wobei  wir  aber  eine  kleine  Kugel  x  mit  dem  Radius  d  um  P^  aus- 
schließen, weil,  wenn  P,  ^^*  -^i  zusammenfiele,  —  =  oo  werden 

würde,  was  nicht  zulässig  ist.  Da  nun  A  —  =  0  ist,  so  schreibt 
sich  Formel  (10): 

/i-— /(^i^-4) 

wo  die  Zeichen  —  x  und  —  ö^oj  andeuten,  daß  die  kleine  Kugel 


da 


(1) 
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(sowohl  ihr  Baum  x  wie  ihre  Oberfläohe  S^co)  vom  Integrations- 
prozeß ausgeschlossen  ist  und  wo  sowohl  F,  A  V,Va,  wie  dt 
da  hl  den  Variabein  a,  b^  c  auszudrücken  sind. 

Diese  ausgeschlossenen  Bestandteile  notieren  wir  besonders, 
indem  wir  für  das  Oberfiiächenelement  der  kleinen  Kugel  d*  cico,  für 
ihr  Baumelement  d^dddoi  setzen: 


wo  CO  und  d<xi  sich  auf  eine  Kugel  vom  Badius  1  beziehen. 
Addieren  wir  jetzt  (1)  und  (2) 


f^A  Vdx+  [a  Vödddco 

X  X 

)--/(ii^-''S) 


da 
\r    ön  cn  I 

und  lassen  d  unendlich  klein  werden,  so  wird»  während  das  aus- 
geschlossene  Kugelgebiet    verschwindet: 


JA  Vddddco=:^0 


/ 


.-.„ 


wegen  lim  3  =  0 


JV dco  =  ^7t  Vi  wegen  fdoj  =  ^n. 

tu  <a 

In   der   letzten  Formel   bedeutet  Fj    den  Wert  von  F  im 
Punkte  Pj. 

In  anderer  Anordnung  schreiben  wir  jetzt: 


.„K.  =  -/-L.r.,-/(l|L_4) 


da      (3) 
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Diese  Formel  löst  schon  die  erste  Randwertaufgabe,  setzt 

dV 
aber  voraus,  daß  am  Bande  die  Werte  — —  gegeben  sind,  was 

on 

nicht  der  Fall  ist. 

Subtrahieren  wir  jetzt  Formel  (10)  §70  von  (3),  so  ergibt  eich: 

4jrFi=  nU——\A  Vdx—  fvA  üdx 

c 

Hier  ist  der  Wert  von  V  im  Punkte  P^  demnach  gegeben, 

wenn  man  kennt:  1)  A  V  im  ganzen  Gebiete  x;  2)  V  selbst  im 

dV 
ganzen    Gebiete  x  und    an  seiner  Begrenzungsfläche  a;  3)  -— 

on 

an  der  Begrenzung  d,  und  4)  eine  willkürliche,  jedoch  nebst 
ihren  ersten  Ableitungen  überall  stetige  Funktion  U.  Über  letztere 
dürfen  wir  Festsetzungen  machen.  Dies  tun  wir  so,  daß  wir  zur  Be- 
rechnung von  Vi  die  Werte  von  V  innerhalb  x  nicht  zu  kennen 
brauchen    (wir   wollen  sie  ja  eben  bestimmen)  und  daß  auch 

dV 
die   Kenntniß  von  — —  nicht  nötig  ist.     Die  beiden  mittleren 
on 

Integrale  sollen  also  fortfallen,   was  wir  erreichen,   indem  wir 

von  ü  die  Eigenschaften  verlangen:  a)  Zl  Z7  =  0  im  Gebieter; 

b)  ü =  0  an  der  Grenze  d. 

r 

Führen  wir  hier  für  ü die  Abkürzung  &  ein  so  wird  die 

Eigenschaft  a)  für  U  erreicht,  wenn  im  ganzen  Bereiche  A  0  =  0 

gilt,  da  ja  J  —  =  0  ist.  Die  Eigenschaft  b)  für  ü  wird  dagegen 

erreicht,  wenn  an  der  Grenze  a  überall  Q  =  0  ist.  Mithin 
erhalten  wir: 


47rFi=  foAVdx—  (y^^<^ 


(ö) 


r 

Hier  ist  0  die  „Greensohe  Funktion",  nach  deren  Bestim« 
mung  für  einen  gegebenen  Bereich  r  und  einen  gegebenen  Punkt 
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Pi  die  erste  Randwertaufgabe  gelöst  ist.  Die  Funktion  O  enthalt 
dabei  die  Variabein  z,  y,  z  ebenso  wie  die  Variabein  a^  b^  c; 
letztere  sind  nach  dem  voraufgehenden  die  Coordinaten  des 
beweglichen  Punktes  P^,  dessen  Hinwegsohiebung  über  alle 
Punkte  von  t  und  a  die  Integrationen  der  Formel  (5)  liefert. 
Vi  bleibt  dann  als  Funktion  von  x^  y,  z  übrig,  wie  es  sein 
muß.  Als  Beispiel  werden  wir  später  0  für  die  Kugel  bestimmen. 


z 

rh 

BJ ^ 


§  72.     Das  Potential  einfachster  Massenanordnungen  and  die 
Legendre' sehen  Kugeltonktionen. 

I.  Für  die  weiteren  Betrachtungen  ist  es  zunächst  erforderUch« 
statt  der  rechtwinkligen  Koordinaten  a;,y,zPolarkoordinaten 

r,  ö^,  q>  einzuführen. 

Ein  Punkt  P  der 
Koordinaten  x,  y,  z, 
(Fig.  197)  hat  vom  An- 
fangspunkt die  Ent- 
fernung 

r«  =  a:«  +  y«  +  2"    (1) 

Der  Radiusvektor  r 
schließt  mit  der  posi- 
tiven a;- Achse  den  Winkel 
^  ein;  es  gilt: 

**  a;  =  r  cos  a-.       (2) 

Fig.  197.    Einführung  der  Polarkoordinaten. 

Ist    ferner    q    die 

Projektion  von  r  auf  die    7  Z-Ebene,  so  gilt: 

^  =  r  sin  ö^.  (3) 

Bezeichnet  man  den  Winkel  von  ß  mit  der  positiven  F- Achse 
mit  9?,  so  hat  man 

y  =  Q  cos  9?  = 
z  =  ßsin 

Durch  die  Gleichungen  (2)  und  (4)  wird  der  Übergang  von 
rechtwinkligen  Koordinaten  zu  Polarköordinaten  vermittelt. 
Will  man  umgekehrt  von  diesen  zu  jenen  übergehen,  so  hat  man 


i  y  =  r  sin  ^  cos  q>\ 
9?  =  r  sin  S-  sin  9?  1 


(4) 
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neben  dem  aus  (1)  folgenden  Ansatz 


noch 


und 


r  =  yx2  +  y2  +  22 
*  =  arctg  t^— L — 


9?  =  arotg 


y 


(1) 
(5) 

(6) 


Die  Koordinaten  r,  d^,  (p  sind  nicht  nnbesohränkt  veränder- 
lich. Um  alle  Punkte  des  Raumes  zu  erhalten  genügt  es,  r  >  0, 
^>S->0,  27r>^<0  zu  nehmen. 

U.  Denkt  man  sich  mit  dem  Badius  r  eine  Kugel  um  den  An- 
fangspunkt 0  beschrieben  und  bezeichnet  man  den  Schnittpunkt 
der  positiven  x- Achse  mit  dieser  Kugel  als  „Nordpol"  ^  so  kann 
man,  in  Anlehnung  an  die  Verhältnisse  auf  der  Erde,  den  Winkeln 
^  und  9?  folgende  Bezeichnungen  beilegen: 

S- =  Poldistanz       [0>*>7r    ] 
(p  =  Länge  [0  >  93  >  2  tt] 

wobei  die  positive  7- Achse  als  Anfangsachse  für  die  Zählung  der 
Länge  gilt. 

Des  weiteren  schneidet 
die  Kugel  die  Y  Z-Ebene  im 
,Jtquator*',  während  der  ge- 
rade Kreiskegel,  dessen  Achse 
die  X-Achse  ist  und  der  den 
Ofifnungswinkel  2  ^  hat,  die 
Kugel  in  einem  „Pckrallelkreis"' 
schneidet.  Schließlich  schnei- 
det die  durch  die  X-Achse 
und  den  Punkt  P  bestimmte 
Ebene  die  Kugel 
,JiIeridian". 

in.  Kugel,  Kreiskegel  und  Meridianebene  schneiden  sich  in  P 
rechtwinklig.  In  Polarkoordinaten  sind  die  Gleichungen  dieser 
drei  Flächen: 

r  =  C„  *  =  C2,  9>  =  Oj. 

Hort,    Differentialgleichungen.  "^'^ 


m    emen    pig.  igg.   Geographische  Bezugnahme. 
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Nimmt  man  3  weitere  nahe  benachbarte  Flächen: 
r  +  dr  =  C/,  S^  +  d»  =  C/,  cp  +  cUp  =  C^ 

hinzu»  so  begrenzen  die  6  Flächen  ein  Baumelement  dz,  welches 
sich  in  Polarkoordinaten  findet 

dT^r^smd-drd^cUp  (7) 

während  das  Flächenelement  auf  der  Kugel  r  =  d  sich  schreibt 

da^r^sind-d^dq)  (8) 

Liegen  im  Polarkoordinatensystem   zwei  Punkte  P  und  P^ 
(Fig.  199) 

z  =  r  cos  ö^,     y  =  r  sin  ö"  cos  tp,     z  =  r  sin  S-  sin  9? 
und 

x,  =  r^  cos  S-j,     y^  =  fj  sin  S^j  cos  q)^,     z^  =  r^  sin  ^^  sin  9^ 

vor,  so  kann  man  nach  dem  von  den  Badienvektoren  gebildeten 
Winkel  cd  fragen. 

Zunächst   findet   man   das    Quadrat   der   Verbindungslinie 
der  Punkte 

Fp^^ix^  x,)^  +  (y  -  t/i)»  +  (2  -  «i)» 

=  r*  +  Tj*  —  2  r  r,  oosö). 

Nach    Entwicklung     der 
Quadrate  links  folgt  mit 


Fig.  199.     Polarkoordinaten  zweier 
Punkte. 


X»  +y» 

+  *« 

=  r» 

^*  +  Vi* 

+  ^1» 

=  V 

der  Ansatz: 

xx^+yyi  + 

zz,= 

rrioosco 

mithin  wird: 

X    X, 
COSO)  = *- 

+  J!.yi  +  ^fi. 

r   r. 


r  r. 


r  r. 


d.  h.  nach  (2)  und  (4)  wird:  cos  co  = 

=  cosö^cosS-j  +  sin-fr  C08  9?sinS-iC08  9?i  —  sin  ö- sin  9?  sin  ö^^  sin  9?^ 

=  cos  9-  cos  S«!  +  sin  9-  sin  S-i  (cos  9?  cos  9?^  —  sin  9?  sin  <pi) 

und  schließlich: 

cos  CO  =  cos  S-  cos  ö"!  +  sin  ö^  sin  d^i  cos  (9?  —  q>i)  (9) 
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IV.  Auf  die  so  definierten  Polarkoordinaten  wollen  wir 
jetzt  die  J>ifferentialgleichung  des  Potentials 

d^V        d^V        d^V 

umformen. 

Zunächst  benutzen  wir  die  Beziehungen 


y  =  e  008  9? 

z  =  QBinq> 

(11) 

e»  =  y»  +  2« 

z 
_  =  tg9> 

(IIa) 

und  denken  uns  V  auf  die  Variabein  q  und  q>  umgeformt. 

Wollten  wir  jetzt  V  (q,  <p)  nach  y  und  z  differenzieren,  so 
würden  wir  anzuschreiben  haben: 


(12) 
(13) 


dV 
dy 

dV    de 

de     dy 

dV 
^  dq> 

d(p 

und 

dV 
dz 

dV     dg 

de      dz 

^dV 
d(p 

d(p 
dz 

Um  in< 

dg 
diesen  Formeln  zunächst  -^ 

-  und 

-r— zubestmim 
dy 

renzieren  wir  die  Gleichung  (Ha) 

resp. 

9?  =  a 

z 

e  =  ]^ 

-\-  z*  und 

■rctgy 

partiell 

nach  y 

• 
• 

dg         1 
dy        2 

2y 

iy^+z* 

Q 

=  cos  9? 

d(p 
dy 

y* 

z 
i^'y*~~ 

^sin 

(p             &inq> 

y*  +  ' 

Q 

Sind  jetzt 

4!-- 

d(p 
dz  ' 

zu  bestimmen,  so  differenziert  man  (11  a)  partiell  nach  z: 

24* 
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dQ 

z 

z 

~  Q 

=  Bin  q> 

dz 

y^ 

i  +  2« 

8q> 
8z 

^V' 

y* 

1  _ 

y  ~ 

0OB9> 

Jetzt  werden  die  Formeln  (12)  und  (13): 

dV        dV  dV   Bin©  ,,^  , 

-—— =  — — 008  0? —  (12a) 

dy         dQ  ^        dcp      Q  '        ' 

dV        dV      ,         ,    aF     cos©  ,,^   , 

_  =  _.8my  +  — .-^  (13a) 

Wird  jetzt  die  zweite  Differentiation  ausgeführt,  so  entsteht : 
diV  _     d^V        dg  d^V       d(p 

dy^   ~   dy-dq  '  dy  "^  dydcp  '  dy  ^^^^^ 

dV^  ^  _d^    dQ_      _d^    d^ 

dz^       dzdQ    dz  "^  dzdq)    dz  ^      ' 

Führt  man  die  so  angedeuteten  Rechnungen  aus,  so  erhalt 
man: 

e^V        d^       3^  _  d^V        d^      JL^IZ.  _i.  JL^  (lA^ 
dx^   "*"   at/2   "*"    dz^   ""   dx^         dg^   '^  q^  dq>^   '^  q    dg   ^     ^ 

Somit  ist  J  F  zunächst  von  x,  y,  z  auf  x^g^cp  transformiert. 
Soll  jetzt  weiter  auf  r,  d*,  q>  transformiert  werden,  so  sind  statt 
X  und  g  einzuführen  r  und  9-  nach  den  Beziehungen : 

a;  =  roosd';     ß  =  rsinS- 
resp.  umgekehrt: 


r  =  ya;2  +  ^2^  ^  =  arct^  — 


Hiermit  erhält  man  sofort: 

.^4.ÜZ.~    g^F         1    ^27    ^    1    ay 
dx^   "^   dg^   ■"    ar2   '^  r^    8»^    '     r    dr  ^     ^ 

und  ferner  wird: 

ev      dV   ,  ^^  dV  cos*  ._.^ 

—  =  — sm*  +  -^^^  (16) 

Nach  einigen  Zwischenrechnungen  haben  wir  dann  endgültig: 
a2(Fr)  1        d    /  dV\  1      a2F 
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oder  nach  Einführung  der  Abkürzung 

008  ö-  =  )U 


8r^ 

V.  Wir  werden  zunächst 
die  Differentialgleichung 
(18)  auf  ein  sehr  einfaches 
Potential  anwenden.  Es 
handele  sich  um  das  Po- 
tential T  des  Nordpols  N 
der  Kugel  mit  dem  Radius 
1  auf  einen  Punkt  P  (Fig. 
200).  Beide  Punkte  haben 
die  Belegung  1.     Ist  das 

2 

Entfernungsquadrat  N  P 
=  E,  so  hat  man  das 
Potential  zu  formulieren: 


a  r  dV]         1      d^v 


s 

^ 

^^^ 

-^ 

A-A 

-k^^ 

f 

^^  J^ 

/ 

^<y 

yt 

1  y 
/,, — 

/ 

Fig.  200.    Zum  Potential  eines  Punktes 
auf  der  Einheitskugel. 


!r  = 


+  1^ 


Die  Polarkoordinaten  von  P  sind  r,  -&,  9?,  die  von  -N^ :  rj  =  1,  -fr^  =0, 
q?i  =  0.      Dann  wird 

+  yÄ'=  +  yi  +r2  — 2rcosö>. 

cos  (o  =  cos  ^  cos  S"!  +  sin  ^  sin  ^^  cos  (9?  — 9>i)  =  cos  * 


also 


und 


7  = 


i?=  +yi— 2roos^  +  r2 
1 


=  /(r)  =  Ä 


(19) 


+  yi— 2rcos^  +  ra 

Das  Potential  T  des  Punktes  1,  0,  0  auf  den  Punkt  r,  ö-,  9?  ist 
also  nur  von  r  und  der  Poldistanz  ^  abhängig. 

Ist  zunächst  r  <  1,  so  kann  man  (19)  in  eine  nach  Potenzen 
von  T  fortschreitende  Maclaurinsche  Reihe  entwickeln: 


/"(O)  /'"(O) 

r  =  /(r)  =  /(O)  +  /'(0)r  +  VV-  ^'  +  ^-iTT^  '^  + 


1-2 


123. 


(20) 
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Wir  führen  hier  an  f(r)  =     .  =^  die  vorgesohrie- 

yi— 2rco8*  +  r« 

benen   Differentiationen   der  Reihe   nach    aus.      Zunächst   ist 

/  (0)  =  1. 
Femer  wird: 

/'(r)  =  jB     2  (cos*— r)  und 

/'(O)  =  008  9^ 

/"(r)  =  _Ä    2+3Ä    2(co8*  — r)2und 

/"(O)  =  3cos2*— 1 

—  A  _!. 

/'"(r)  =  —  9 Ä    2  (ooB *  —  r)  +  löÄ    2  (cos *  — r)»  und 

/'"(O)  =  löcos»*  — 9cos» 
Somit  entspringt  der  Anfang  der  Entwicklung: 

/n         1     .  n     ,       .ScOSa«-— 1  60OS3*  — SCOSS-     , 

r=  1  +  rco8»  +  r2 h  r« ^- (21) 

Denkt  man  sich  die  Entwicklung  weiter  geführt,  so  be- 
zeichnet man  den  Koeffizienten  der  n-ten  Potenz  von  r,  da  er 
nur  von  cos  9-  abhängt,  mit  P^  (cos  ^)  und  man  hat 

T  =  P^  (cos*)  +  '•^i  (cos*)  +  r^P^  (cos*)  +  . . . . 

oo 

=2'^P«(cos*)  (22) 

0 

oder,  wenn  man  cos  *  =  //  setzt : 

CX) 

T=2^f^P^{fi)  (23) 

0 

Das  allgemeine  Bildungsgesetz  für  P^  (fx)  lautet : 

p  u)    -  ^^"^^  L«       "(~-^)  .-»  I  n(n-l)(n-2)(n-3) 
^»^'      2''»/7t/L'^        2(2n  — 1)'^        ^2-4.(2n  — l)(2n  — 3)'^ 

+ 1    (24) 


n(n  — l)(n  — 2)(n  — 3)(n  — 4)(n  — 5)     .     , 


2  . 4 . 6 .  (2  n  —  1)  (2  n  —  3)  (2  n  —  5)      '^ 

Man  nennt  die  so  definiertenFunktionenP„(/i)  einfache  (Legen- 
dresche) Kugelfunktionen  n-ter  Ordnung,  welche  ganz  und 
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rational   sind.    Die  Funktionen  der  4  niedrigsten  Ordnungen 
lauten. 

P^i/j)  =  cos  d  =  /i 
P, (/*)  =  y  (3 cos«* - 1)  =  i-  (3^«  - 1) 

1  1  }  (25) 

P,(^)  =— (5co8»*— 3ooB*)  =  — (6/i»  — 3/i) 

P^(jji)  =  ^(36co8*»— 30cos«*+3)=  ^(36/i*— 30^»  +  3) 

VI.  Ist  im  Potential  (19)  aber  r  >  1,  so  bilde  man: 

rr  = ^  (26) 

+/.-.(±)«»»-.(±)' 

und  entwickle  dies  nach  Potenzen  von  1  —  1 .  Es  entspricht  dann : 

V„(cos») 
oder 

T  =  J;(-^)"'^'p„(oos*);  r>l 

=  i-P^ (oos*)  +  -lp^(cos*)  +  -i-P,(0O8*)  +  . . .  (27) 

womit  dieser  Fall  auf  dieselben  Kugelfunktionen  zurückgeführt 
worden  ist. 

VII.  Nunmehr  erinnern  wir  uns  wieder  daran,  daß  T  ein 
Potential  ist  und  als  solches  die  Differentialgleichung  (18)  erfüllen 
muß.   Diese  vereinfacht  sich,  da  T  von  q>  unabhängig  ist,  zu: 

d^irV)         d    (  dV] 

Versucht  man  hier  den  Ausdruck   (23)  für  T  einzusetzen,  so 
entspringt: 


■^=m 


J;r«[(»+l)nP„(^)  +  ^(l-^a)^^]=0 


(29) 
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Diese  Gleichung  kann  aber  nur  dann  erfüllt  sein,  wenn  die  Koeffi- 
zienten von  r**  Null  sind,  d.  h.  wenn  gilt: 

(n  +  1)  n  P„  (/*)  +  A  j(i  _^2)  ^^^j  =  0  (30) 

Dies  ist  aber  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung in  /x,  wie  wir  durch  Übergang  vom  Zeichen  d  znd  bereits 
angedeutet  haben,   und  P„  (//)  ist  ein  partikuläres  Integral  von 

d 
ihr.   Man  kann  (30)  nach  Ausführung  der  Operation  -^ —     noch 

schreiben: 

a-f^^)^^-^f^^  +  Mn+l)PnW  =  0    (31) 

Wie  wir  aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  zweiter  Ord- 
nung wissen,  baut  sich  das  allgemeine  Integral  aus  zwei  von- 
einander unabhängigen  partikulären  Integralen  y^  und  ^2  mittels 
zweier  willkürlicher  Konstanten  auf: 

y^^^iVi  +  O^Vv 

Wir  wollen  nun  Differentialgleichung  (30)  direkt  inte- 
grieren, um  die  beiden  voneinander  unabhängigen  partikulären 
Integrale  zu  finden. 

Es  werde  ein  Integral  y^  als  Potenzreihe  mit  unbestimmten 
Koeffizienten  und  Exponenten  angeschrieben  wie  folgt: 

oo 

Dann  wird 


oo 


=  ^^tOTt/i"»t-l 


und 

oo  oo 

=  2^A^m^  (m^  +  1)  fjLf^k  —2  ^t  ^t  (rn^-l)  A*"**-^       (34) 

Führen  wir  nun  (33)  und  (34)  in  die  Differentialgleichung  (30) 
ein,  so  muß  gelten: 
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00  00 

n(n  +  l)^Atfi^k  =^Aj,mjt  (ntj^  +  1)  ^'»* 

k  =  l  it«l 

00 

—^  ^k  ^k  (»^*  —  1)  z^***-* 


k^l 

oder 

2'^*{[^(^+l)-ni*(m*+l)]/x«t  +  mt(tnt  — l)/x«*-2}  =  0(35) 
A— 1 

Diese  Reihe  ist  identisch  mit  folgender  : 


^{^tm^Cm^  — l)//«*-2 


k^O 

+  ^t+i[n(n+l)—m;b+i(m;b+ 1+1) //«*+!]}  (36) 

wenn  A^,  =  0  gesetzt  wird,  wie  man  sich  leicht  überzeugt.  Diese 
Reie  muß  nun  identisch  Null  ergeben,  was  zunächst  nur  möglich  ist, 
wenn  mj^  —  2  =  m^^i  ist,  d.  h.  wenn  die  Exponenten  zweier 
aufeinanderfolgender  Glieder  die  Differenz  2  in  absteigendem 
Sinne    haben  : 

tWi  —  2  =  mj 

WI2  —  2  =  WI3  =  iHi  —  4 

m^—2  =  mj^^^  =  mi  —  2k 
m^=  t»!  —  2  A  +  2.  j 

Dann  geht  die  Summe  über  in: 

^[A,{m,-2k+2)(m,-2k+l)  +  A,^^[n(n+l) 

—  (fn^—2k)(m^—2k+  l)]^»»i-2t.  (33) 

Diese  Potenzreihe  hat  als  erstes  Glied: 

Ai  [n  (n  +  1)  —  mi  (m^  +  l)]/x  »"s  (38  a) 

welches  nur  verschwinden  kann,  wenn 

m^  entweder 

=  n  oder  (38  b) 

=  —  (»  +  1)  ist 
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Ferner   gilt  für   die   folgenden  Glieder   als   Versohwindungsbe- 
dingong: 

(m^  — 2Jk  +  2)(mi  — 2ifc  +  l) 


*t+i 


==-A, 


=  -A, 


n(n  +  l)  — (f»!— 2Jfc)(fni— 2i+l) 
{m^—2k  +  2){m^  —  2k+  1) 


(39) 


(n  —  m^  +  2  k)  {n  +  m^  —  2  k  +  1)     ' 

Dies  ist  eine  Bekursionsf ormel  zur  Bereohnung  des  Koeffizienten 

Ai,  sobald  wir  uns  für  einen  der  Werte  von  m,  =  <f  ent- 

\—  (n  +  1) 
sohieden  haben. 

Wählen  wir  zunächst  m^  =  n,  so  entsteht  folgende  Wertreihe : 

n{n  —  1) 


A,  =  -A,. 


^3  = 


■^t 


(n  — 2)(n  — 3) 


=  A, 


2(2n  — 1 

(n  — 3){n  — 2)(n  — l)n 


A 


*+i 


2-2-(2n  — 3)  ^   2-4-(2»  — 3)(2n  — 1) 

{n  —  2k  +  2)(n  —  2k+l) 


At  =  {-1)*A, 


-A„ 


2i(2n  — 2ifc  +  l) 
2jfc+l)(n  — 2i  +  2).. 


(n  — l)n 


2*i/(2n  — 2*+  l)....(2n  — 1) 
womit  das  gesuchte  partikuläre  Integral  gefunden  ist: 


(40) 


\        t-1 


(n  — 2Jb+  l)(n  — 2ib4-2)(n  — 2ife  +  3)....(n  — l)n     ^_^j^ ' 
24....4/(2n  — 24+l)..,.2n— 1  '^  " 


(41) 


Diese  Reihe  hört,  wenn  n  eine  positive  ganze  gerade  Zahl  ist, 

bei  ifc  =  -^  oder,  wenn  n  ungerade  ist  bei  k  =  — jr —   von  selbst 

auf.  Die  Formel  (41)  liefert  ein  erstes  partikuläres  Integral  der 
Differentialgleichung  (30),  und  wir  erkennen,  daß,  abgesehen  von 
dessen  Faktor  A,  der  unbestimmt  bleibt,  nach  Multiplikation  mit 

/O  f%\  f 

-^ — jr^  y^  übergeht  in  unsere  Legendresohe Kugelfunktion  P„(/z), 
die  wir  „erster  Art"  nennen  wollen. 
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Wählen  wir  nun  für  die  Gleichung  (38  a)  die  Lösung 

mi  =  -  (n  +  1) 
so  erhalten  wir  statt  (39)  für  die  Koeffizienten  A   die  Rekursions- 
formel 

(n  +  2t-l)(»  +  2t) 
^*+^-^*     2i(2n  +  2ifc+l)  ^^^ 

und  mit 

tw3^=-(n  +  l)— 2ifc  +  2 
die  unendliche  Beihenentwiokelung : 


(00 
^-(«+i)+2' 


(n  +  1)  (t.  +  2) . . . ,  (n  +  2 1-  1)  (^  +  2^).^-(n4-i)-2.W42a) 


2*A/(2n  +  3)(2n  +  5)....(2n  +  2ifc+ 1)^  /^ 

Dies  ist  das  zweite  von  uns  gesuchte  partikuläre  Integral.     Wir 
multiplizieren  noch  mit 

2«n/n.' 


und  nennen:  (2n+l)/ 

^-<^>==   (2^nTli^^'^l-3.5..'!iW+l)'^'^     ^^^^ 
die  Legendresohe  Kugelfunktion  zweiter  Art. 

Für  die  niedrigsten  Grade  n  erhält  man  aus  (43)  und  (42  a) 
die  Entwicklungen: 

Allgemein  gilt: 
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Mittels  dieser  Ponnel  können  die  Funktionen  0«  aus  den  P^  und 
der  iogarithmisohen  Funktion  berechnet  werden.  Für  ^  = 
±  1  werden  sämtliche  Q  logarithmisch  unendlich.  Graphisch 
werden  Oo  ^^^  Qi  ©twa  nach  Fig.  201  dargestellt. 


Fig.  201.     Niedrigste  Legendiesohe  Kugelfunktionen  zweiter  Art. 


Die  beiden  Funktionen  P„  (fj)  und  Q^  (/x)  zeigen  nun  folgendes 
verschiedenartige   Verhalten: 

P„  (//)  =  (-  1)"  P,  (fi);  Q„  (-  n)  =  (-  l)"+i  Q„  (fi)   (44) 

P„  (^)  ist  endlich  für  alle^  und  wird  unendlich  für/z  =  oo  (45) 

Q^  {jbL)  ist  endlich  für  alle/i  >  1  und//  <  —  1  und  verschwindet 
für  fi  =  oo.    Für  /w  =  ±  1  wird  On  (A*)  ebenfalls  oo. 

Setzt  man  fi  =  cos  ö^,  so  wird  die  Variable  /i  auf  das  Inter- 
vall —  l  <fji<  +  l  eingeschränkt  und  man  kann  sagen: 

P^  {jbi)  =  P^  (cos  ^)  ist  als  Funktion  von  ^  endlich 

Qn  (m)  =  Qn  (oos  ö^)  ist  als  Funktion  von  9^  unendlich 

Wir  beschäftigen  uns  fortan  nur  noch  mit  der  Funktion 


(46) 


§  12.    Potential  einfachster  Massenanordnungen. 
Tabelle  14. 
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ß 

Px(ß) 

Pt(tA 

Pz(ß) 

P^(ß) 

PAß) 

P.{ß) 

P7W 

0 

0 

—  0,50 

0,00 

+  0,38 

+  0,00 

—  0,31 

0,00 

0,05 

0,05 

—  0,49 

—  0,07 

+  0,37 

+  0,09 

—  0,30 

-0,11 

0,10 

0,10 

—  0,48 

—  0,15 

+  0,34 

+  0,18 

—  0,25 

—  0,20 

0,16 

0,15 

-0,47 

—  0,22 

+  0,29 

+  0,26 

—  0,17 

—  0,26 

0,20 

0,20 

-0,44 

—  0,28 

+  0,23 

+  0,31 

—  0,08 

—  0,29 

0,26 

0,26 

-0,41 

—  0,34 

+  0,16 

+  0,34 

+  0,02 

—  0,28 

0,30 

0,30 

—  0,36 

—  0,38 

+  0,07 

+  0,34 

+  0,13 

—  0,22 

0,35 

0,36 

—  0,32 

—  0,42 

—  0,02 

+  0,32 

+  0,22 

—  0,13 

0,40 

0,40 

—  0,26 

-0,44 

—  0,11 

+  0,27 

+  0,29 

—  0,01 

0,46 

0,45 

—  0,20 

—  0,45 

—  0,21 

+  0,19 

+  0,33 

+  0,11 

0,50 

0,50 

—  0,12 

—  0,44 

—  0,29 

+  0,09 

+  0,32 

+  0,22 

0,65 

0,56 

—  0,06 

—  0,41 

—  0,36 

—  0,03 

+  0,27 

+  0,30 

0,60 

0,60 

+  0,06 

—  0,36 

—  0,41 

—  0,15 

+  0,17 

+  0,32 

0,65 

0,65 

+  0,13 

—  0,29 

—  0,43 

—  0,27 

+  0,03 

+  0,27 

0,70 

0,70 

+  0,23 

—  0,19 

—  0,41 

—  0,36 

—  0,12 

+  0,15 

0,76 

0,75 

+  0,34 

—  0,07 

—  0,35 

—  0,42 

—  0,28 

—  0,03 

0,80 

0,80 

+  0,46 

+  0,08 

—  0,23 

—  0,40 

—  0,39 

—  0,24 

0,85 

0,85 

+  0,58 

+  0,26 

—  0,05 

—  0,29 

—  0,40 

—  0,39 

0,90 

0,90 

+  0,71 

+  0,47 

+  0,20 

—  0,08 

—  0,74 

-0,38 

0,95 

0,95 

+  0,85 

+  0,72 

+  0,56 

+  0,37 

+  0,19 

+  0,01 

1,00 

1,00 

+  1.00 

+  1,00 

+  1,00 

+  1.00 

+  1,00 

+  1,00 

Tabelle.  15. 


f9 


Pi{co8tf)P,  (cos 


00 
5 
10 
16 
20 
25 
30 
35 
40 
46 
50 
55 
60 
65 
70 
75 
80 
85 
90 


1,000 
0,996 
0,985 
0,966 
0,940 
0,906 
0,866 
0,819 
0,766 
0,707 
0,643 
0,574 
0,500 
0,423 
0,342 
0,259 
0,174 
0,087 
0,000 


Pjjoos^) £4(008*) Pj  (co8d)  P, (costf)  P,  (oostf) 


1,000 

0,989 

0,956 

0,900 

0,825 

0,732 

0,625 

0,507 

0,380 

0,250 

0,120 

-0,007 

-0,125 

-0,232 

-0,325 

-0,400 

-  0,453 

-0,489 

-0,500 


1,000 

0,977 

0,911 

0,804 

0,615 

0,502 

0,326 

0,145 

-0,025 

-0,177 

-0,300 

-0,389 

-  0,438 
-0,445 

-  0,413 
-0,345 
-0,247 
-0,129 
-0,000 


1,000 
0,962 
0,863 
0,685 
0,476 
0,247 
0,023 

—  0,171 
0,319 
0,406 

—  0,428 
0,385 
0,289 
0,156 

—  0,004 
+  0,143 
+  0,266 
+  0,347 
+  0,375 


1,000 
0,944 
0,784 
0,547 
0,272 
0,001 

—  0,223 

—  0,369 

—  0,420 

—  0,376 

—  0,255 

—  0,087 
+  0,090 
+  0,238 
+  0,328 
+  0,343 
+  0,281 
+  0,158 
+  0,000 


1,000 
0,922 
0,705 
0,398 
0,072 
0,205 
0,374 

—  0,412 

—  0,313 

—  0,149 
+  0,056 
+  0,230 
+  0,323 
+  0,314 
+  0,209 
+  0,043 

—  0,132 
0,264 

—  0,313 


1,000 
0,896 
0,616 
0,245 

—  0,107 

—  0,346 

—  0,410 

—  0,310 

—  0,100 
+  0,127 
+  0,285 
+  0,319 
+  0,223 
+  0.042 

—  0,49 

—  0,273 

—  0,284 

—  0,178 
+  0,000 
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VIII. 


T  = 


Zunäohst  ergibt  sich,  da  fOr  oos  &  =  1 
1 


T=  + 


yi— 2roo8^  +  r« 
1 


=  l+r  +  r»  +  r»+. 

1  den  Wert  annimmt 
=  1. 


yi— 2r  +  r«        1— »• 
wird,  daß  P,  (cos  S-)  für  oos  6-  = 

Ferner  ergibt  sich  aus 

p,(~i)  =  (-irp„(i)  =  (-i)« 

daß  P„  (—  1)  =  +  1  ist  wenn  n  gerade 

=  —  1    „       „      n  ungerade. 
Weiter  ist  P„  (0)  =  0,  wenn  n  ungerade,  aber 


Pn(0)  =  {-\) 


f  1-3.6.. ..(n-1) 


2.4.6 n 


,  wenn  n  gerade  ist. 


Für  die  Werte  P„  (//)  für  beliebiges  [i  resp.  von  P„  (cos  b) 
für  beliebige  ö^  gibt  es  Tafeln  ^i),  deren  Eingang  entweder  nach 
Bruchteilen  von  1  (//)  oder  nach  Winkelgraden  fortschreitet. 
Eine  auf  zwei  Dezimalen  abgekürzte  Tafel  von  P„  {jj)(n=\  bis  7) 

ist  vorstehend  als  Tabelle  14  ab- 
gedruckt, während  Tabellel5  die 
Funktion  P„  (cos  *)  von  6®  zu  6» 
auf  drei  Dezimalen  gibt. 

Mit  Hilfe  dieser  Tafeln  sind 
die  graphischen  Darstellungen 
einiger  Legendre  scher  K.  F. 
Fig.  202 — ^206  gewonnen. 

Die  Funktionen  der  nie- 
dersten Ordnung  erweisen  sich 
als  identisch  mit  bekannten 
elementaren  Fimktionen: 


Fig.  202.      Legendresche    Kugel- 
funktionen erster  Art  der 
Ordnung  1  und  2. 


Pj  {jx)  =  gerade  Linie, 
Pj  (^)  =  Parabel 


§  72.  Potential  einfachster  Massenanordnungen. 
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^n9^ 


Kg.  203.     Die  Funktionen  Pj  (cos  b)  und  P,  (cos  i 

Pi  (cos  -&)  =  Cosinuflfunktion  der  Periode  2  tt» 
Pj  (oos  Ö-)  =  Cosinnsfunktion  der  Periode  n. 
Die  Funktionen 
P„  (/^)  höherer  Ordnung 
sind,  wie  schon  oben 
bemerkt,  ganz  und 
rational  von  n-tem  Gra- 
de und  ihre  n  Null- 
punkte liegen  sämtlich 
im  Intervall  —  1  <  // 

<  +  l. 

Betrachtet  man  zwei 
aufeinanderfolgende 
Funktionen  P«-_i  (/i) 
und  P„  (ju),  z.B.  P4  und 
P5,  so  schließen  zwei  be- 
nachb€urte  Nullpunkte 
der  einen  einen  Null- 
punkt der  andern  ein. 

Diesen  Satz  wollen 
wir  nicht  beweisen. 


Pig.  204.   Legendresohe  Kugelfunktionen 
erster  Art  der  Ordnung  4  und  5. 


Fig.  205.    Die  Funktionen  P«  (cos  ^)  und  P.  (oos  d). 
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Ebenso  wollen  wir  ohne  Beweis  die  folgenden  Sätze  an- 
schreiben, die  oft  gebraucht  werden: 

d.  h.  die  Funktion  Pn(//)  findet  sieh  durch  n-malige  Differentiation 

"der  Funktion  -^^ — f—  . 

Femer  gelten  für  3  Kugelfunktionen  aufeinander  folgender 
Ordnungen  die  Becursionsformeln: 

(n  +  l)P„  +  i  (/i)  —  (2n  +  l)/*Pn(/z)  +  nP„_iO^)  =  0 
und: 

IX.  Nach  diesen  Legendre  sehen  Kugelfunktionen  läßt  sich 
eine  im  Intervall  —  1  ^A*  ;$  +  1  gegebene  willkürliche  eindeutige 
Funktion  /  (//)  in  eine  Reihe  entwickeln  wie  folgt: 

/(/x)  =  OoPoOu)  + Ol  Pi  (//)  +  .... 

oo 

WO  die  Koeffizienten  Cj^  sich  bestimmen  aus 

+1 

—1 

Hiemach  lassen  sich  z.  B.  die  niedrigsten  Potenzen  von  (i 
durch  Reihen  der  Legendre  sehen  Funktionen  wie  folgt  dar- 
stellen: 

/^.  =  |-^i(A*)+Y^oO") 

/"4  =  ^  ^«  (A*)  +  Y  ^.  (A*)  +  4  ^0  (M) 
USW.  usw. 


§  73.  Die  allgemeinen  Kugelfunktionen. 
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§  73*     Die  allgemeinen  KugeUunktionen. 

I.  Handelt  es  sich  jetzt  um  das  Potential  T^  eines  beliebigen 
Punktes  Pi  Fig.  206  der  Polarkoordinaten  1,  ^i,  9?^,  auf  der  Ein- 
heitskugel, auf  einen  Punkt  P  (r,  -8-,  9?),  so  wird,  wenn  beide 
Punkte  mit  der  Masse  1  belegt  sind, 

T.- 


|1  — 2rcoscü  +  r2 

wenn  (o  der  Winkel  P^O  P 
ist.  Dies  Potential  ent- 
wickelt man  falls  r  >  1, 
analog  (22)  §  72  in  eine 
Reihe: 

oc 

ri=2r"P„(cosa)).    (2) 


(1)      [ 

^ 

X      f  M 

5f\^ 

^ 

i^ 

^ 

<^  j^ 

s^ 

V 

V/ T  |t^/    / 

X 

v/'^xJnjjI^/ 

X 

JC.X 

/^ 

Fig.  206.    Zur  Einfühnmg  der 
allgemeinen  Kugelfunktionen. 


(3) 
(4) 


Nach  Formel  (9)  §  72 
war  aber 

cos  ö)  =  cos  ö-  cos  -Ol  +  sin  -O  sin  0"i  cos  9?  cos  9?^ 
—  sin  ^  sin  O^j  sin  9?  sin  9^1, 
womit  die  Funktion  P„    (cosco)  eine  Funktion  von 

f  =  cosO^,    r\  —  sin  0"  cos  9?,    C  =  sin  0^  sin  9? 
wird,  die  in  1,^,1^  ganz  und  rational  vom  n-ten  Grade  ist,  wobei 
man  ^^,^\  als  konstant  betrachtet. 

Die  Funktionen  P„  (f,  77,  0  niedrigster  Ordnung  lauten: 
Px  =  öif +  ajjiy -fagC 
^2  =  »11  f'  +  2a,,f77  +  2ai3f  C  +  a^^iy^  +  20,377? 

Hier  sind  die  Koeffizienten  a  von  cos  O^i,  sin  O^i  cos  9^1,  sin  O^j 
sin97i  abhängig. 

Will  man  die  Abhängigkeit  dieser  Funktionen  von  -0  und  97 
ausdrücken,  so  bezeichnet  man  sie  mit  Xn  (0-,  97)  und  man  hat 
für  die  Entwiokelung  des  Potentials: 

00 
T^  =  ^{r-X^{^,ip),  (5) 

n=-0 

Läßt  man  in  den  Gleichungen  (4)  0^  in  jr  —  -0,  9?  in  9?  +  tt 
übergehen,  so  gehen  f ,  ry,  ^  über  in  —  |^,  —  77,  —  t^  und  gleich- 

Hort,   Diflerenti&lgleichuDgen.  -^ 
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zeitig  geht  X„  (^,(p)  über  in: 

X,{n-».(p+7t)  =  (-  1)«  Z„  (^,9^) 
die  geraden  Punktionen  X   behalten  also  ihr  Vorzeichen,  die  un- 
geraden wechseln  das  Vorzeichen. 

Als  Potential  muß  femer  Ti{r,9'y(p)  der  Laplaceschen 
DifiFerentialgleichung  genügen: 

8HrT,)  1        a     /  STA  1       S»T,  _ 

Führt  man  an  dem  Ausdrucke  (5)  für  T^  die  angegebenen 
Operationen  aus,  so  entspringt: 

^  sin2^    d(p^   J  ^^ 

Diese  Summe  kann  aber  nur  verschwinden,  wenn  jeder 
Koeffizient  von  r"  verschwindet,  d.  h.  die  Punktion  X^  (ö^,  97) 
muß  der  partiellen  Differentialgleichung 

genügen. 

Jede  diese  Differentialgleichung  befriedigende  Punktion, 
die  in 

f  =  cos  3^,17  =  sin  ^  cos  9?,    ?^  =  sin  ^  sin  9? 

ganz  und  rational  ist,  heißt  eine  Kugelfunktion. 

Wir  schreiben  die  Kugelfunktionen  X^  niedrigster  Ord- 
nungen an: 

Zo  =  Po(cosa))  =  1 

Jf  1  =  Pi  (cos co)  =  cos  ü)  =  cos  ö^i  cos  0^  +  sii^i  cos  9?i  sin 9-  CO89? 

—  sin^i  sin9!?i  sinö^  sing? 

=  cos  ö^i  f  +  sin  ^x  ®^s  9^1  ^  ""  ^^^  ^1  ^^  9i  ^ 

Xj  =  Pg  (cos  O))  =  —  (3  COS2ö>  —  1) 
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X3  =  Pj(co8co)  =  —  (5  COS»  CO  —  3coscü)  =  -5-[5(a«|3 

+  3a«6f  2^  +  3a62f  ?y2  +  6«iy8  +  3a2cf  «C  +  6a6cf  lyC  +  3ft2c?;2C 
+  3ac2fC2  +  36c277C2  +  c«C^)— 3af  —  36?y— 3cf] 

usw.  usw. 
II.  Die  Funktionen  X^  sind  in  f  ?y  l^  nicht  homogen ;  die  Grade 
der  einzehien  Glieder  stufen  sich  nach  ganzen  Vielfachen  von  2 
ab.  Man  kann  Homogenität  herbeiführen,  indem  man  jedes 
Glied  vom  Grade  n  —  lk  mit  dem  Faktor  (f *  +  ry^  +  2^^)* 
multipliziert.  Da  f *  +  ry*  +  2^^  =  1  ist,  wird  der  Wert  der 
Funktion  Jr„  {J^^  n,  ^)  durch  diese  Multiplikation  nicht  geändert. 
Fragen  wir  nun  nach  der  Differentialgleichung,  der  die  Funk- 
tion X„  (f  77  0>  ^^  ^^  dieser  Weise  homogen  gemacht  ist,  genügt, 
so  stellen  wir  zimächst  fest,  daß 

ic  =  rf,    y  =  rrj,    z  =  rZ, 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  des  Punktes  r,  ö^,  <p  sind.    Dem- 
nach ist 

^«  =  r»X„ 

eine  ganze  rationale  homogene  Funktion  der  Baumkoor- 
dinaten X,  y,  z  des  Punktes  P. 

Wir  schließen  nun  so:   Da  die  Funktion  F„  (x y  z)  durch  die 
Substitution: 

a;==rf,    y  =  rrj,    z  =^  rX, 
übergeht  in  r"  X„  (^,  7),  0  ^^id  dieses  durch 

f  =  cos  d",  77  =  sin  -&  cos  9?,  ^  =  sin  ^  sin  9?  in  r"  X^  (ö^,  9?), 
so  ist 

und  da  andererseits  der  Ausdruck: 
identisch  ist  der  Operation: 


r- 


+  i^w('^»w-)  +  s^^   "»' 


und  da  dies  das  Resultat  der  Operation 


25* 
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ist,  wenn  man  hier 

z  =  rcosö^,    y  =  r  sin  S^  cos  9?,    z  =  r  sin  sin  97 

substitutiert,  so  muß  (11)  verschwinden,  wenn  (9)  verschwindet. 
Das  letztere  aber  haben  wir  unter  (8)  bewiesen.  Mithin  genfigt 
^n  (^>  Vy  ^)  der  Differentialgleichung 

a^F«        a^F«        ^«F« 

— -^  H —  A —  =  0  (12> 

und  X„  (f ,  7\y  X>j  genügt  der  Differentialgleichung 

«=^-+£!i  +  i!|._o  ,i3> 


af2      '      ^rf'  dC^ 

Die  Bezeichnung  Kugelfunktion  rühit  nun  daher,  dai^ 
wegen  P  +  rj^  +  'C,^  =  l  die  Werte  f  ly  ^  als  Koordinaten  der 
Punkte  eine  Kugelfläche  von  Radius  1  aufgefaßt  werden  können. 
Noch  deutlicher  wird  der  innere  Grund  der  Benennung  Kugel- 
funktion, wenn  man  bemerkt,  daß  die  Winkel  ^,  9?  zur  Bestimmung 
eines  Punktes  auf  dieser  Kugelfläche  hinreichen.  Demnach  wird 
^n  (^>9)  ©iJ^ö  Funktion  der  Punkte  der  Kugelf  lache,  analog» 
wie  etwa  /  (x,  y)  eine  Funktion  der  Punkte  der  Koordinaten- 
ebene ist. 

III.  Für  die  Funktionen  X^  (ö^,  9?)  existieren  eine  Reihe  von 
Sätzen,  die  bei  den  Anwendungen  gebraucht  werden. 

Zunächst  ist  X„  (^,  9?)  ein  partikuläres  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung (8).  Dieser  Differentialgleichung  genügen  aber 
noch  andere  partikuläre  Integrale  Zjf^  die  ebenfalls  Kugel- 
funktionen sind.  Man  überzeugt  sich  nun  leicht,  daß  jede  Summe 
von  Kugelfunktionen  Z^*^  wieder  eine  Kugelf unktion  ist: 

K  =1 

Ferner  findet  man,  daß  die  allgemeinste  Kugelfunktion 
Xn  (^,  (p)  sich  aus  2  n  -f  1  partikulären  von  einander  unabhängigen 
Kugelfunktionen  JK^*^  (0^,  9?)  zusammensetzt.    Jede  Funktion 

^n^^^  {^y  9?)  =  Sin  ifc  9? .  P„(*)  (cos  ^  (15> 

oder 

Zn*  (^,  9?)  =  COS  ifc  9? .  P„(*)  (cos  ^)  (16) 

ist  solch  ein  partikuläres  Integral. 
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Durch  Einsetzen  von  (15)  oder  (16)  in  (8)  findet  man,  daß  die 
xieue  Funktion  P|f  ^  (cos  &•)  der  Differentialgleichung  genügen  muß : 
d2p(*)  (u)  dPJ^Uu) 

+  (n  (n  +  1)  -  j^^)  P„<*)  {fi)=0  (17) 

Setzt  man  in  dieser  Differentialgleichung 

"     l^       l-3....(2»  — 1)"^  '        d/i* 


(18) 


•wo 


■*'"M=.i>.<..M 


cler  Ä:te  Differentialquotient  der  Legend  re  sehen  Kugelfunktion 
n-ter  Ordnung  ist,  so  haben  wir  für  Z)J,*^  {fj)  die  Differential- 
gleichung 

+  [n(n  +  l)— *(*  +  l)]i>„<*V=0  (19) 

Für  ü;  =  0  geht  diese  Differentialgleichung  in  die  bekannte 

Differentialgleichung  der  Legendre  sehen  Kugelfunktionen  über: 

il-f^')^^^-^f^^  +  Mn  +  l)P„(^)=0    (20) 

Hiermit  sind  die  allgemeinen  Kugelfunktionen  X„  {^,  q))  auf 
eine  Summe  von  Produkten  der  Kreisfunktionen  in  abgeleitete 
der  Legendreschen  Kugelfunktionen  zurückgeführt: 

n 

Xn  (*,  (p)  =  ^(At  coa  k(p  +  Bi  sin  k  (p)  P«^*)  cos  *      (21) 

Die  Koeffizienten  Aig  und  Bj^  bleiben  unbestimmt  und  sind 
im  gegebenen  Fall  aus  den  Bedingungen  des  speziellen  Problems 
zu  berechnen. 

rV.  Liegen  jetzt  zwei  Kugelfunktionen  verschiedener  Ordnun- 
gen vor, 

Z„(^,9?)  und  X^(*,95), 

80  fragen  wir  nach  dem  Wert  des  über  die  ganze  Kugelfläche 
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integrierten  Produktes  der  beiden  Funktionen 

ttZtt 

II=ffXn  (*,  (p)  X^  (ö^,  (p)  sin  *  (f  *  d<p  {22} 

0  0 

Ohne  Beweis  schreiben  wir  an: 

/7 EiH 0,  wenn  m^n 
d.  h.  das  über  die  ganze  Kugelfläche  integrierte  Produkt  zweier 
Kugelfunktionen  verschiedener  Ordnungen  ist  identisch  =  Null. 
Im   Fälle  m  =  n  setzen  wir  für  die  eine  Kugelfunktion 
speziell: 

X^(^,(p)  =  P„(coscü)  (14) 

im  Sinne  des  Ansatzes  (1)  dieses  §,  für  den  galt 

cos  CO  =  cos  9-  cos  ^  +  sin  ^  sin  -^i  cos  (p  cos  q>i 
—  sin  9-  sin  9-^  cos  q>  cos  q>i 
Integrieren  wir  jetzt: 

7C  =fJXn  (*,  (p)  Pn  (ö",  <p)  sin  *  d»  d<p  (25) 

00 

so  resultiert: 

^=2^'^«(*i'9'i)'  (26) 

d.  h.  durch  die  Integration  reproduziert  sich  der  Wert  der  Funktion 
X^  (^,  (p)  für  denjenigen  Kugelflächenpunkt  S^^,  ^j,  auf  den  sich 
P„  (cos  oj)  bezog. 

V.  Nach  Kugelfunktionen  X,i  {^y<p)  läßt  sich  eine  auf  der  Kugel- 
fläche willkürlich  gewählte  Funktion  /  {^,(p)  entwickeln: 

i(^.<p)=X^k{^><p)  (27) 

Multiplizieren  wir  die  Reihe  mit  P„  (cos  co),  mit  S-^  (pi  als 
festem  Bezugspunkt,  so  ergibt  sich  nach  beiderseitiger  Integration 
über  die  ganze  Kugelfläche 

v2tt  rrZr 

///  (^»  ^)  Pn  (coscü)  sin  »  dd^  d(p  =jJXn  (*, 9?)  P«  (cos  a>)  sinö-d^d^? 

00  00 
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^woraus  folgt: 

^nKK  9?i)  =      ^^      /    /  /  (^,9?)  Pn (cos CO)  sin Ö^dö^(f9?  = 
0  0 
-womit  die  Bestimmung  der  Punktionen  X^  {^^qi)  der  Entwick- 
lung  (27),   geleistet  ist,   da   wir   die  Zeiger  1   jetzt  fortlassen 
können. 


§  74.   Anwendung  der  Kugelfunktionen  auf  Elektrostatik. 

Das  allgemeine  Problem  der  Elektrostatik  besteht  in  fol- 
gender Aufgabe:    Gegeben  sind  Isolatoren  J  und  Leiter 
(Konduktoren)  C  (Fig.  207).     Auf  den  Isolatoren  liege 
eine       bestimmte       unver- 
änderliche      Elektrizitäts- 
verteilung q  =  f{r,^f(p)  vor; 
den       Leitern      seien      be- 
stimmte   Elektrizitätsmen- 
gen M  mitgeteilt.     Es  soll 
bestimmt  werden,  inweicher 
Weise  sich  die  Elektrizität 
auf   den   einzelnen   Leitern 
infolge  der  Influenzwirkung 
verteilt. 

Zunächst     gelten     folgende 
allgemeine  Bemerkungen: 

I.  Das  Potential  V  auf  einen  beliebigen  Baumpunkt,  der 
weder  auf  einem  J  noch  auf  einem  C  liegt,  setzt  sich  aus  zwei 
Teilen  zusammen,  nämlich  aus  dem  Potential  Fj,  welches  herrührt 
von  den  auf  den  Isolatoren  lagernden  Elektrisierungen,  und  V^, 
dem  Potential  der  auf  den  Konduktoren  influenzierten  Elek- 
trisierungen: 


Kg.  207.    Zum  Potential  von 
Isolatoren  und  Leitern. 


F=  Vj+Vc 


(1) 


II. 


Im  Innern  der  Konduktoren  gilt: 

ar  _      dv 

8y   ~     '    dz 
d.  h.  Potential  ist  hier  Oberall  konstant. 


ex 


=  0, 
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m.  Im  Innern  eines  Isolators  gilt 


dx^         dy^  dz^ 

IV.  Influenzierte  Elektrizität  findet  sich  nur  an  der  Ober- 
fläche der  Konduktoren  vor. 

V.  An  der  Oberfläche  der  Konduktoren  ist  der  erste 
Differentialquotient  des  Potentials  nach  der  Normalen  unstetig; 
es  gilt 


dn 


dn 


=    4:710, 


WO  o  die  influenzierte 
Elektrisierungsdichte  an 
der  betrachteten  Kon- 
duktorstelle  bedeutet. 

Einfaches    Beispiel. 

Gegeben  ein  Isolator 
J  der  Belegung  g  = 
/  (^2»  *2»  ^2)  ^^d  ein 
kugelförmiger  Konduk- 

Fig.  208.    Influenzwirkuug  eines  geladenen       ^^  ^    ^^^    Radius    R 
Leiters  auf  eine  Kugel.  (Fig.  208).    Das  Poten- 

tial auf   einen    inneren 
Punkt  P  von  C  (r  <  R)  wird  nach  dem  oben  gesagten 

Zunächst  wird  Vj  ermittelt. 


Vj  =  f  ^^^ 

J  ^r^ — 2  rr^  cos 


cos  (o  +  r^^ 


(2) 


Da  fg  >  r  ist  entwickeln  wir 


j  '■)'■ 


gdr 


—  2 — cos  CO  + 


(0 


nach  Potenzen  von  — 
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n  =0     Y       2 


n=»0'2 

dr 

(3) 

Das  Integral 


/ 


/  (^2  »a  9^2)  ^'  S"^  ^2  ^^2  ^^2  ^y 2  p^  (^j^g  ^) 


r,n+i 


ist  über  den  ganzen  Isolator  zu  erstrecken,  indem  den  Inte- 
grationsvariabeln  r^,  ^2^  ^2  ^^^  ^^  ^^^  Begrenzung  des  Isolators 
verträglichen  Werte  erteilt  werden.  Hiermit  wird  aber  das  Inte- 
gral eine  Kugelfunktion  n-ter  Ordnung  in  •&  und  9?,  da  ja  auch 
Pf^  (cos  (o)  vermöge 

cos  CD  =  cos  9-  cos  ^2  +  s^  ^  ^^s  q)  sin  0^2  sin  952 

—  sin  d-  sin  (p  cos  ö^g  si^i  9^2 

eine  Kugelfunktion  erster  Ordnung  in  ö-  und  <p  ist.  Wir  schreiben 
also  das  Potential  (3) 

00 

Vj=2!r''X^{»,<p),  (4) 

n=0 

worin  die  X„  {9-,  9?)  gegebene  bzw.  durch  eine  Integration 
gewinnbare  Funktionen  darstellen. 

Die  auf  der  Kugel  durch  Influenz  hergestellte  vorläufig  unbe- 
kannte Elektrisierung  nennen  wir  in  Funktion  der  Punkte  P^ 
der  Kugelflache  Q^i(pi 

a  =  /(^i9?i). 

Das  Potential  dieser  Elektrisierung  auf  den  Punkt  P  wird: 

^      J      yi?2_2rÄcosft>i  +  r2 
c 

cos  o)  1  =  cos  9-  cos  ^1  +  sin  Q-  sin  ^^  cos  cp  cos  9?! 

—  sin  d-  sin  ^^  sin  95  sin  9?, . 

r 
Wiederum  entwickeln  wir,  da  r  <  jR,  nach  Potenzen  von  -p- 

und  erhalten: 
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F,  =//(*i.9'x)Ä«8m»,d^d9.,2'(-^)"?!Li^  (6) 

n=0  0    0 

Das  Intgeral  ist  über  die  ganze  Kugelfläohe  zu  erstrecken. 
Jetzt  denken  wir  uns  /  (^^  q)i)  in  eine  Reihe  von  Kugelfunk- 
tionen entwickelt 

oo 

f{Kn)=2^Ym(^l(Pl)>  (8) 

0 

welche  Reihe  wir  in  (7)  eintragen.    Nach  den  beiden  Integral- 
satzen  über  die  Kugelfunktionen  wird  das  Integral 

TT  23r 


//: 


47tR^ 


und  mithin: 

Fc  =  4^2j?n  +  i    2n+l  (^^> 


+ 
Demnach  'wird  das  Gesamtpotential 


Das  Potential  V  muß  aber  für  alle  Punkte  im  Inneren  des 
Leiters  C  konstant,  also  von  r  unabhängig  sein  (vgl.  oben  II), 
so  daß  die  einzelnen  Faktoren  der  Potenzen  r*  der  Summe  ver- 
schwinden müssen,  wodurch  zur  Bestimmung  von  Y^  (S-,  (p) 
gewonnen  sind: 

y^(^,9?)  =  _:?!lZii^iL±llz„(*,^)füraUen>l      (12) 

4  TT  ~ 

Es  erübrigt  jetzt  noch  die  Bestimmung  der  Konstante 
4  jr  Fq  (0-,  (p)  der  Reihe  (11).  Greifen  wir  zurück  auf  die  Kombina- 
tion der  Gleichungen  (8)  und  (9) 

n-    2r 

""Z  i^v  <Pi)  Pn  (cos  Cüi)  Ä2 sin^i  d^^  d(p^  =  ^^^7^(^^,fp^){l3) 
ö  ö 


n-    2.-: 
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SO  wird  speziell  f ür  n  =  0 

///  (*P  (Pi)  Ä*  sin  *i  ^^1  t?9?i  =  4  JT  Ä«  Yq  (ö-i,  9?i).        (14) 
00 
Der  Ausdruck  links  ist  nun  nichts  anderes  als  die  der  Kugel  O 
mitgeteilte  Elektrizitätsmenge  My  so  daß  gilt 

Hiermit  ist  aber  die  Elektrizitätsverteilung  auf  der  Kugel- 
fläche ermittelt  wie  folgt: 


§  75«    Bestimmung  der  Greenschen  Funktion  für  die  Kugel 

und  Lösung  der  ersten  Bandwertaufgabe  für  den 

Kugelinnenraum« 

I.  Die  Greensche  Funktion  G  zweier  Punkte  P^  (x,  y,  z)  und 
P^(a,byC)  soll  nach  §71  folgende  Bedingungen  erfüllen: 

1.  Innerhalb  der  Kugel  vom  Radius  R  soll  die  Differential- 
gleichung 

d^G  d^G  d^G         ^ 

erfüllt  sein. 

2.  An  der  Oberfläche  der  Kugel,  d.  h.  für  ^a^  +b^  +  c^=  jR, 
soU 

G{x,y,z;  a,  6,  c)  =  0  (2) 

sein. 

3.  Die  Funktion 


y(x  — a)2  +  (y  — 6)2  +  {z  —  cf 
soll  nebst  ihren  ersten  Derivierten  überall  innerhalb  der  Kugel 
und  auf  deren  Oberfläche  stetig  sein. 

Bei  den  beiden  Punkten  P^  und  Pg  führen  wir  jetzt  Polar- 
koordinaten ein.     Es  werde  - 

rc  =  r  cos  ^,    y  =^  r  sin  9-  cos  9?,     z  =  r  sin  ^  sin  q? 

a  =  Q  cos  9\  b  =  Q  sin  ^'  cos  99',  c  =  q  sin  ^'  sin  9?'         ^  ' 
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Auf  dem  Fahrstrahl  von  Pi  bestimmen  wir  jetzt  einen  Punkt  P^' 

Fig.  209  durch  die  Beziehung 

r  r'  =  jR2  (4) 

Hiermit  erhält  Pj'  die  Koordinaten 
X'  = cos  ^\      y'  = sin  0-  cos  99 ;     2'  = sin  ^  sin  <p  (5) 

TT  T 

Wir  wollen  nun  beweisen,  daß  die  Funktion 
R  1 


0  = 


ix^  +  y2  +  2,2    y(a;'  _  a)2  +  (y'  _  6)2  +  (2'  _  c)« 

1 


(6) 


y(a:  — a)2  +  (y  — 6)2  +  (2_c)2 

die  Greensche  Funktion  für  das  Innere  der  Kugel  ist. 

Ad.  1.     Jede  der  beiden  reziproken  Wurzeln  erfüllt  für  sich 
die  Differentialgleichung  (1)  nach  §  67. 

Ad.  2.    Durch  Einführung  der  Polarkoordinaten  für  x,  y,  z; 
x\  xfy  2';  a,  6,  c  erhält  man 

R  1  1 


(7  = 


wo 


^   JR'^       ^R^  o        Vr^— 2rpcosö>  +  p2 

y-^ 2  — ßcosö>  +  ß2        ^  ^  ^^ 

cos  o)  =  cos  ^  cos  ^'  +  sin  ^  sin  ^'  cos  (99  — 99') 


(7) 


(8) 

ist.     Läßt  man  hier  ^  =  ^ a^  -^^  h'^  -\-  c^  =^  R  werden,  so  wird 

tatsächUch 

ö  =  0  (9) 

Ad.  3.  Diese  Bedingung 
ergibt  sich  ohne  weiteres, 
weil  niemals  der  Punkt  a,  6, 
c  mit  x',  y\  z'  zusammen- 
fallen kann,  weil  letzterer 
außerhalb  der  Kugel  liegt. 

n.  Um  nun  die  Rand- 
wertaufgabe für  die  Kugel  zu 
lösen,  d.  h.  eine  Funktion 
F  (r,  ^,  99)  zu  finden,  die  im 
Innern  der  Kugel  die  Diffe- 
rentialgleichung 


Fig.  209.    Zur  Greenschen  Funktion 
für  eine  Kugel. 
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JF=  T(ß,  »,<p)  (10) 

befriedigt  und  auf  der  Kugel  (r  =  B)  die  Werte  einer  auf  der 
Kugelfläehe  gegebenen  Pimktion 

annimmt,  haben   wir    auf    Formel    (16)    §  71    zurückzugreifen, 
nach  welcher 

r(r,^,(p)=fGr{Q,^\(p')dr—fa(^\(p')-^da      (12) 

-  <r 

war.    Hier  beziehen  sich  die  Integrationen  auf  q,  ö^',  9?',  in  denen 
natürlich  auch  dr  und  da  auszudrücken  sind. 

Zur  Vereinfachung  der  Rechnung  (da  wir  nur  das  Prin- 
zipielle des  Verfahrens  zeigen  wollen)  nehmen  wir  nun  t{q,  •&',  9?') 
überall  gleich  Null  an,  d.  h.  V  soll  der  Laplaceschen  Differential- 
gleichung 

AV  =  0  (13) 

genügen.  Damit  bleibt  von  (12)  nur  übrig,  wenn  man  das  nach 
innen  gerichtete  Normalendifferential  dn  durch  — Bq  ersetzt: 

F(r,*,(^)=  fa{^\(p')^'R^sm9''d^'d(p'  (14) 

d 

Führt  man  die  Operation  -^  an  dem  Ausdruck  (7)  für  G  aus, 
so  erhält  man 

\m  ^— '  (15> 

und  für  die  Funktion  V  selbst 

J  [yB^  —  2Ärcosa>  +  r*J 

a 

Hiermit  ist  die  Berechnung  von  V  formal  durchgeführt,  und 
wir  brauchen  nur  darauf  hinzuweisen,  daß  V  (r,  ^,  9?)  nach 
Formel  (16)  nichts  zu  tun  hat  mit  dem  Potential  F^  einer  kugel- 
förmigen Flächenbelegung,  Formel  (5)  in  §  74.  Für  F^  gilt  an 
der  Fläche: 

^Vc+        ev,—  _ 

— =  — 4L7ia 

dn  dn 
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während  für  V  (r,  ö-,  cp)  an  der  Flache 

gilt. 

Im    übrigen    gelingt     die    Bestimmung     der    Greenschen 
Funktion  nur  in  besonderen  Fällen. 


§  76.   Die  Zylinderlonktionen. 

Handelt  es  sich  um  das  Potential  kreiszylinderförmig  ange- 
ordneter Massen,  so  formt  man  zweckmäßig  die  Laplace-Poisson- 

sche  Differentialgleichung 


dx^ 


dy^ 


dzi 


=  0 


(1) 


auf  Zylinderkoordinaten  x,  r,  q?  um 
durch  deren  Beziehungen  zu  den 
rechtwinkligen  Koordinaten  x,  y,  z 
(Fig.  210): 

^  a;  =  x,    y  =  rcos  9?,    2  =  r  sin9?  (2) 

Fig.  210.   Zur  Einführung  Der  Umrechnungsprozeß  gestaltet 

der  Zylinderkoordinaten.      sich  ganz  ähnlich  wie  in  §  60,  und  wir 

schreiben  als  Resultat  an: 

S^V         e^V         l    dV         1    c^V 


dx^ 


dr^ 


r    dr 


Suchen   wir   ein   partikuläres   Integral   dieser   Differential- 
gleichung in  der  Form 

V  =  XR0  (4) 

zu  bestimmen,  wo  X,  R,  0  je  die  Variabein  x,  r,  cp  allein  enthalten, 
so  liefert  die  Substitution  dieses  Ansatzes  in  (3) : 


X^,^        1    jR^        10" 
X'^R'^rE'^r^0~~ 


(5) 


Diese  Gleichung  kann  man   nach  Einführung   einer  Kon- 
stanten k*  (siehe  §  60)  in  folgende  beide  Gleichungen  zerl^en : 

X"  +  k^X  =  0  (6) 


T^S"    .    rR' 


R 


+ 


R 


+ 


0" 


■Pr*  =  0 


(7) 
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Gleichung  (7)  zerfällt  aber  mit  einer  Konstanten  m^  in  die 
beiden  Ansätze 

Ä"+i-Ä'+(-P-^)Ä  =  0  (8) 

und 

<P"  +  w2<P  =  0.  (9) 

Die  Differentialgleichungen  (6)  und  (9)  liefern  sehr  bekannte 
Lösungen: 
für  (6): 

X  =  cos  k  X  oder  =  %inkx  (10) 

für  (9): 

<p  r=  cosm99  oder  =  sinm99  (11) 

Gleichung   (8)  nimmt  mit 

-ifc«  =  (ikf 
wo  i  die  imaginäre  Einheit  bedeutet,  die  Gestalt  an: 


ä"  +  ^ä'  +  [(,*)«-:^]ä  =  o 


(12) 


Dies  ist  aber  die  Differentialgleichung  der  Besselschen 
Funktionen,  die  wir  bereits  §  60  kennen  gelernt  haben,  nur  mit 
dem  Unterschied,  daß  dort  statt  (t  *)*  die  Größe  k^  in  der  eckigen 
Klammer  stand.  Zum  Aufbau  der  Lösung  von  (3)  dienen  die 
beiden  partikulären  Integrale  von  (12).  Ein  partikuläres  Integral 
dieser  Differentialgleichung  haben  wir  schon  im  §  60  als  Bessel- 
sche  Funkti  on  erster  Art  kennen  gelernt,  weim  auchzunächst 
nurfür  reelles  Argument.  Als  zweites  partikuläres  Integral  kommt 
hier  die  Besselsclie  Funktion  zweiter  Art  hinzu.  Wir 
schreiben,  indem  wir  sogleich  das  imaginäre  Argument  benutzen,  als 
Lösungen  von  (12)  an: 

.  R^J^{ikr)  und  K^(ikr)  (13) 

Wollten  wir  hier  Funktionen  reellen  Argxmientes  haben: 

R^J^(kr)  und  K^  (kr)  (14) 

so  würde  Gl.  (6)  lauten  müssen: 

X"-ifc«X  (15) 

Hierzu    würden    aber    die    partikulären    Lösungen 
X  =  c-*^  und  X  =  6+*' 
gehören. 
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Entschließen  wir  uns  nunmehr  für  die  weitere  Benutzung  der 
Funktionen  imaginären  Argumentes,  so  haben  wir  erstlich  die 
Reihenentwicklung  für  J„  {%  k  r)  aus  derjenigen  für  J„  {k  r)  abzu- 
leiten. Wir  erhalten  aus  Formel  (16)  §  60  durch  Einsetzen  von  %  k 
statt  k: 

+  ....1  m 


3!2«(w+  l)(7i  +  2)(n  +  3) 

Hier  ergibt  sich  zunächst,  daß  J„  (i  k  r)  für  r  =  oo  unendlich 
wird,  und  zweitens,  daß  Jq  (i  k  r)  und  die  Funktionen  gerader 
Ordnung  reell,  diejenigen  ungerader  Ordnung  imaginär  sind. 

Zur  Ermittlung  von  K^  {%  k  r)  bzw.  K^  (k  r)  ziehen  wir  nach 
Heine,  Handbuch  der  Kugelfunktionen,  I.  Teil  S.  245,  ztmächst 
für  die  Funktion  nuUter  Ordnung  reellen  Argumentes  die  Defi- 
nition heran: 

K,{kr)  =  J,{kr)lg^-2lj^{kr)-^J^(kr) 

+  Y^e(*r)-....j  (16) 

wo  die  J-Funktionen  aus  Formel  16  §  60  zu  entnehmen  sind. 

Für  imaginäres  Argument  gilt  ebenfalls  nach  Heine  (a.  a.  O.) 

K,(ikr)  =  J,{ikr)\g-~^-2lj,{ikr)—^J,{ikr) 

+  y^.(»'*'-)-....j  (17) 

mit  den  J-Funktionen  nach  Formel  15  dieses  Paragraphen. 

Aus  Heine,  I.  Teil  S.  237  entnehmen  wir  noch  die  Definition 

ii:„(,-Jfer)  =  (— 2ar)"-^^^^5iiM  (18) 

[diikrfr 
Es  ist  nun  wichtig,  das  Verhalten  von  Kn   (i  k  r)  für  sehr 
kleine  und  sehr  große  Werte  von  r  zu  kennen. 

Für  kleine  r  erkennt  man  unmittelbar,  daß  sämtliche  K^  (ikr), 

2 

weil  sie  lg  — = —  enthalten,  unendlich  werden. 
®    ykr 
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Für  sehr  große  r  gilt  nach  Heine  die  Formel: 

limi:„(iifcr)  =  üm(-tre-*'/^  (19) 

r=^oo  f  =  oo  f     ^   Kr 

d.  h.  im  Unendlichen  verschwinden  sämtliche  K^  (i  k  r). 

Nunmehr  sind  wir  genügend  gerüstet,  um  die  Lösung  für  V 
aufzubauen. 

Fassen  wir  zunächst  die  beiden  partikulären  Integrale  (10) 
£ür  X  mit  einer  unbestimmten  Konstanten  a  in  eins  zusammen: 

X  =  cos  ifc  (a;  ~  a)  (20) 

so  lautet  die  allgemeine  Form  von  V 

V  =  ZcoAk{x  —  a)  {j^(ikr)(A,n^08mq?  +  5,„sinm9?) 

+  Kfn  {i  k  r)  Cfn  cos  m  9?  +  Z)^  sin  m  95}     (21) 

Dieser  Ausdruck  würde  die  Differentialgleichung  (3)  befriedigen. 

Außerdem  muß  V  aber  noch  die  Randbedingung  erfüllen, 
die  darin  besteht,  daß  V  auf  der  Zylinderfläche,  d.  h.  für  r  =  R, 
in  eine  gegebene  Funktion  F  (x,  q?)  übergehen  soll. 

Wir  entwickeln  F  (x,q>)  in  eine  Fouriersche  Reihe: 

F  {x,  (p)  =  Z  (g^  {x)  cos  w  9?  +  A„  (x)  sin  m  9?)  (22) 

welche  Entwicklung  wir  mit  dem  Ansatz  (21)  vergleichen,  nachdem 
wir  in  diesem  r  =  B  gesetzt  haben.  Dabei  machen  wir  einen 
Unterschied  zwischen  dem  Außen-  und  Innenraum  des  Zylinders. 
Hierzu  sehen  wir  uns  veranlaßt  durch  das  Verhalten  der  Funktionen 
J^  und  Kjn  beim  Nullpunkt  und  im  Unendlichen.  Da  V  nirgends 
unendlich  werden  darf  (weil  dies  physikalisch  keinen  Sinn  hat), 
so  können  wir  die  Funktionen  K,^  in  der  Nähe  des  Nullpunktes 
und  die  Funktionen  J„  im  Unendlichen  nicht  gebrauchen.  Wir 
entschließen  uns,  den  Veiwendbarkeitsbereich  der  J^  auf  den 
ganzen  Innenraum  des  Zylinders,  den  Bereich  der  -ff^  auf  den 
ganzen  Außenraum  auszudehnen.  Die  Entwicklung  von  V  zerfällt 
also  in  zwei  Ansätze: 

Vi  =  Zco8k(x  —  a)  Jfn{i  kr)  {A^  cos  m(p  +  Bfn^inrnq))  (23a) 
Va=  Z COS  k(x  —  a) K^  {%  k r) (0^ cos m 9?  +  D^ sin m 95)       (23b) 

in  denen  wir  die  Konstanten  A,  B,  C,  D  so  zu  bestimmen  haben, 
daß  für  r  =  B  sowohl  V^  wie  V^  =  F  (x,q))  werden.  Dadurch 
ist  die  Randwertaufgabe  gelöst,  die  beiden  Ansätze  (23)  gehen 

Hort,   Differentialsleicbungen.  -^ 
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auf  der  Zylinderfläche  ineinander  über,  wobei  aie  auch  die  richtigen 
Werte  annehmen.  Die  Vergleichung  von  (22)  mit  (23  a)  liefert 
in  einer  Ebene  parallel  zur  Y  Z-Ebene  (x — a)  mit: 

womit  entspringt: 

Vi  =  Scosk(x  —  a)\  ^^  *    ^--y^(a)co8my 

Analog  ergibt  sich: 


Va==  Zcosk(x-a)^^^^^gJa)ooBm<p 


Um  die  Tatsache  zu  beweisen,  daß  fiirr  =  R  sowohl  Vi  wie 
Va  in  F  {x,  9?)  übergehen,  benutzen  wir  den  Fourierschen  Satz 
über  die  Darstellung  einer  beliebigen  Funktion  als  bestimmtes 
Doppelintegral.    Der  Satz  lautet: 7*) 


+  oo    +  c» 

f{x)  =  - — I  dk  //(a)cosi(a  —  x)da 
2^j       J 

Wenden  wir  dies  auf  (25a)  an,  so  wird; 

+  oc  +  oo 


*"*  =  2l^^'°''"^/7f^W'^*/^«("^"°'*^"-'^^'^'' 


—  oo  —  oo 

+  oo  +  oo 


+  -l-Zsinm<pj-j-^^^dkjh^(a)cmk{a-x)da: 


Setzt  man  hier  r  =  Ä,  so  hat  man  ohne  weiteres 
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1 


cosmc 


(p  jdk  I  gjd 

—  00  - 

(p  jdk  I  h^{a 


)cosi(a  —  x)da 


—  00    —  c» 
+  00     4-00 


+  aiamq)  I  dk  /  hn{a)coBk(a — x)da 

—  00  —  00 
d.  h.  nach  (22): 

Vi^^j^  =  2[co&m(pg^{x)  +  siam(ph„,{x)]  =F{x,  9?). 

Für  Va  läßt  sich  der  Beweis  analog  führen. 


IV.  Die  Differentialgleichungen  der  Bewegungen 
elastischer  Körper. 

§  77.    Aulstellimg  der  Gnindgleiehungen. 

Die  Untersuchung  des  Gleichgewichts  oder  der  Bewegung 
eines  elastischen  Körpers  knüpft  an  an  die  Ejräfte,  die  an  einem 
aus  dem  elastisch  deformierten  Körper  herausgeschnittenen 
kleinen  Parallelflächner  dx  dy  dz  auftreten. 

Ist  dieser  mit  seinen  Kanten  nach  den  Achsen  X  Y  Z  eines 
rechtwinkligen  Koordinatensystems  orientiert,  und  liegt  einer 
seiner  Eckpunkte  im  Anfangspunkt  des  Systems,  so  treten 
an  jeder  in  einer  Koordinatenebene  liegenden  Begrenzungsfläche 
drei  Spannungskräfte  auf:  eine  Xormalkraft  a  und  zwei  Schub- 
kräfte T,  die  wie  in  der  Figur  211  bezeichnet  werden.  An  den  Flächen, 
die  nicht  in  den  Koordinatenebenen  liegen,  greifen  dieselben  Kräfte 
an,  jedoch  um  Beträge  geändert,  die  den  Fortschreitungen 
dx  dy  dz  entsprechen.  Es  sind  dies  die  Xormalspannungen: 

dx 


a.  +  -^-dz 


(1) 


'2G* 
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und  die  Schubspannungspaare: 


ryx  + 

'^zx  + 


dx 

dz 


dy,        Tyz  + 


dx 

^y 


dx 


dy 


dz. 


tzy  +  -7^  dz 


dz 


(2) 


Wir  haben  18  Kräfte,  die,  da 
Gleichgewicht  herrschen  soll,  den 
Gleichgewichtsbedingungen  der  an 
einem  starren  Körper  angreifenden 
Kräfte  unterworfen  sind,  d.  h.  die 
Fig.  211.  Spannungen  an  Komponenten  nach  den  drei  Achsen 
einem  Körperelement.  und  die  Drehmomente  nach  den  drei 

Achsen  müssen  verschwinden. 
Fügen  wir  noch  die  Komponenten  [X,  F,  Z]  dx  dy  dz  einer 
Massenkraft   P   (Gewicht    oder   Beschleunigung    des   Elements 
dx  dy  dz  hinzu)  so  haben  wir: 

Komponenten  in  der  X-Richtung 

Xdxdydz  +  lox  +  -^  dx  —  Ox]  dy  dz 
+  i^zx  +  -j^  dz  —  Tzxjdx  dy 


+  \ryx+  -j^dy—Zyxj  dxdz=^0 


oder 


'^   dx  '^    dy    '^    dz 


=  0 


Analog  folgt  für  die  F-  und  Z-Richtung : 


Y  + 


döy 

dy 


+ 


dXxy    j^    dXzy 


dx 


+ 


doi    .    dxxz 


^  dz   ^    dx 


+ 


dz 


=  0 
=  0 


(3a) 

(3b) 
(3c) 


Zu  dem  Drehmoment  um  die  X-Achse  tragen  bei  die  Elräfte 
Xyfdxdz  und  Xtpdxdy 
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mit  den  Hebelarmen 

dy    bzw.     dz. 

Die  entsprechenden  Momente. 

tytdxdydz  und  Xzydxdydz 
sollen  einander  aufheben,  d.  h.  es  muß  sein 

Analog  gelten  für  die  7-  und  Z- Achse 

txt  =  T«x   und  Xxy  =  Tyx  (4rb,  4c) 

Durch  die  Beziehungen  4a,  b,  c  werden  die  den  Spannungs- 
zustand  bestimmenden  Größen  auf  6  zurückgeführt: 

Cx,  Oy,  Oz 

Xyz  =  T^y  =  Tx>       "^xz  ^^  "^zx  ^  ^v>       "^xy  ^  tyx  ^  "^z 

für  die  wir  die  Gleichungen  3a,  b,  c  nochmals  anschreiben; 


^(Tx  ^Xz  dty 

~dx"^  ~d^ '^  ~dz~ 

döy 

~dy 
dOz 


+  J  =  0 


(5a) 
{5b) 
{5c) 


dz    '     dz    '     dy 

Zwischen  den  6  Spannungskomponenten 

^xj  ^iff  ^^f  ^*  >  ^y »  ^ 
bestehen  also  die  drei  Gleichungen 
öa,  b,  c.  Zur  vollständigen  ein- 
deutigen Bestimmung  der  Kom- 
ponenten ist  erforderlich,  daß  wir 
sie  auf  drei  Größen  zurückführen. 
Xach  Einsetzen  in  die  drei  DifiFe- 
rentialgleichungen5a,  b,  c  treten  in 
diesen  dann  nur  noch  drei  abhängige 
Variabele  auf,  deren  Bestimmung 
dann  eindeutig  möglich  ist. 

n.  Die   drei   Größen,   auf  die 
wir     die     Spannungskomponenten 
zurückführen,  sind  die  elastischen  yerschiebungenf,?;,^ 
eines  Körperpunktes  xyz. 


Fig.  212.    Definition   der  ela- 
stischen Verschiebungen  f ,  jy,  C« 
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Es  soll  also  der  Punkt  xyz  durch  die  elastische  Deformation 
übergehen  in 

«  +  I,   y  +  TQ»   2  +  f . 

Daneben  betrachten  wir  noch  einen  Punkt 
X  +  dx,    y,    z 
der  durch  die  elastische  Verschiebung  übergeht  in 


x  +  dx  +  ^  +  —dx. 


y  +  V  +  ^d.,    z  +  C  +  ^dx 


Wir  haben  hier  also  die  kleinen  Änderungen  der  Verschie- 
bungen f ,  rj,  C  berücksichtigt,  die  der  Verschiedenheit  der  Punkt« 
X,  y,  z  und  x  +  dx,  y,  z  entsprechen. 

Wir  erkennen:  durch  die  Deformation  ist  die  Strecke  dz 

übergegangen  in  dx  +  —  dx;  d.  h.  die  spezifische  Dehnung  in 

der  «-Richtung  findet  sich  zu 
d^  Dehnung 


Fig.  213.    Zusammenhang 

zwischen  Schiebung  und 

Schubspannung 


^'-  8x- 

ursprüngliche  Länge  ^^' 

Analog  ergeben  sich: 

'"-  8y 

(6b) 

^'-  8z 

(6c) 

Hier 

fügen  -wir  noch  den  Aus- 

druck  für 

die  spezifische 

kubische 

Dehnung 

e  =  .,  +  .,  +  ..  =  |i  +  |^  +  f 
dx       dy        dz 


em. 


Neben  den  spezifischen  Dehnungen  e,  die  von  den  Normal- 
spannungen a  herrühren,  haben  wir  noch  die  Änderungen  y  der 
Kantenwinkel  des  Parallelepipeds  dx  dy  dz  zu  ermitteln, 
die  von  den  Schubspannungen  r  herrühren. 

Um  z.  B.  die  Änderung  des  rechten  Winkels  BOA  (siehe 
Fig.  213)  zwischen  dx  und  dz  zu  finden,  bemerken  wir,  daß  sich 
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die  Punkte  A  bzw.  B  in  der  Richtung  dz  bzw.  dx  verschieben  um : 


d^ 


dx  bezw. 


Öf 


dz 


dx  dz 

Die  gesamte  Winkeiänderung  (Schiebung)  ist  demnach 


_  01    ,    SC 


Analog  findet  man 


(7  a) 

(7  b) 
(7  c) 


m.  Die  bisherigen  Betrachtungen  sind  rein  geometrischerNatiir 
und  von  irgendwelchen  Festsetzungen  über  die  physikalische 
Beschaffenheit  des  Körpers  unabhängig.  Setzen  wir  nun  voraus, 
daß  der  Körper  demHookeschenElastizitätsgesetzgehorcht, 
so  haben  wir  zunächst,  wenn  der  Schubelastizitätsmodul  des  Kör- 
perstoffes 0  ist,  als  Zusammenhang  zwischen  den  Schubspannungen 
T  und  den  Winkeländerungen  y  die  Proportionalität  dieser  Größen 
auszusprechen : 


_  T,  __J^/af        dr)\ 

^^''^  Q^  G  \dz  "^  dy] 
^'*       O        G\dx'^  dz) 


(8a,b,c) 


78^ 


') 


Für  die  Normalspannungen   a  und  die  spezifischen  Deh- 
nungen £  liefert  das  Hookesche  Gesetz  die  Zusammenhänge: 

mE 


Ot  = 


Cy  = 


Oz  = 


m  + 
mE 

m  + 

mE 

m  + 


r(^'  +  -;;^) 


ri^-'  +  ij^) 


r(^'  +  ^^) 


(9a,  b.c) 


7S\ 
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WO  E  den  Elastizitätsmodul  und  —  die  Poissonsche 

m 

Konstante 

Querdehnung 


Längsdehnung 
bedeuten.     Beachtet  man  noch  die  Beziehung  zwischen  Schub- 
und  Elastizitätsmodul: 

G  = — '»)  (10) 

2(m+l)      ^  ^    ^ 

80  resultieren  mit  (6  a,  b,  c) 

Führen  wir  jetzt,  wie  angekündigt,  die  Gleichungen  (7)  und  (11) 
in  die  Gleichungen  (5)  ein,  so  entspringt  nach  einigen  Umformungen 
und  nach  Einführung  des  Laplaceschen  Operators 

der  Ansatz: 

^f  +  ^r^w  +  f-»  "^••''■''' 

A      .        m       de         Y        ^ 

^^  +  m-2    az  +  ö  -  ^'    '  -  ax  +  ai/  +  az 
Dies  sind  die  partiellen  DifiFerentialgleichungen  der  Elastizi- 
tätslehre.   Sie  sind  linear  mit  konstanten  Koeffizienten  und  von 
der  zweiten  Ordnung. 

§  78.    Ermittlung  des  räumliehen  Spannungszustandes   und  der 
Oberfläehenbedingungen  elastischer  Probleme. 
In  §  77  war  das  Raumelement  dx  =  dxdy  dz  aus  einem 
Körper  herausgegrenzt,  dessen  elastisches  Verhalten  zu  unter- 
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suchen  war.  Über  diesen  Körper  haben  wir  bisher  nur  die  eine 
Voraussetzung  gemacht,  daß  der  Stoff,  aus  dem  er  bestand,  dem 
Hook  eschen  Gesetze  gehorcht,  und  wir  haben,  im  Zusammen- 
hang hiermit,  die  drei  elastischen  Konstanten  E,  O,  m  eingeführt, 
die      untereinander       durch      die  ^ 

Gleichung 

2  (m  +  1)  ^  ^ 


verknüpft  waren. 

Über  die  Gestalt  des  Körpers 
haben    wir    bisher    nichts    voraus-    ^ 
gesetzt.      Auch   haben    wir    bisher  \  ^, 

die    Kräfte    außer     Betracht     ge-     pig.  214.    Oberflächenkr&fte  an 
lassen,  die  an  seiner  äußeren  Be-  einem  Körper, 

grenzung  auftreten,  imd  die  offen- 
bar ebenso  als  Ursachen  der  elastischen  Deformation  auftreten 
wie  die  Größen  X,  Y,  Z  der  Gleichung  (12)  §  77.  Wir  wollen 
nunmehr  Ansätze  finden,  die  einen  Zusammenhang  zwischen 
den  äußeren  Kräften  und  den  6  inneren  Spannungen  a^, 
Oyy  Ogy  Tx,  Ty,  Tg  liefcm.  Zunächst  seien  die  äußeren  Kräfte  für 
jedes  Oberflächenelement  da)  durch  das  Zeichen  P  in  kg/qcm 
gegeben  (Fig.  214).  Unter  diese  äußeren  Kräfte  rechnen  wir  auch 
die  sogenannten  Auflagerreaktionen  P',  die  durch  die  P  her- 
vorgerufen werden.  Alle  Kräfte  P  und  P'  müssen  miteinander 
im  Gleichgewicht  sein,  d.  h.  es  muß  gelten : 

J  (X  dco  +  X' d(o')  =  0 
J(Tdü)  +  Y'dw')  =  0 
J  (Z  dco  +  Z' dco')  =  0 


und 


f[(y,Z  —  zJ)dw  +  (2/,'Z'  — Vn^cü'}  =  0 
f[(z^X—x^Z)dco  +  (z^'X'—x^'Z')doy}  =  0 
f{{^oY  —  yo^)doj  +  {x,'Y'  —  y,'X^)dco'}  =  0  j 

vro  XY  Z   bzw.  X'  Y'  Z'  die  Komponenten  von  P  bzw.  P'  be- 
deuten, während  Xq  y^  Zq  und  Xq  y^  Zq    die  Koordinaten  der  zuge- 


(3) 
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hörigen  auf  der  Oberfläche  gelegenen  Angriffspunkte  sind.     Die 
Integrationen  beziehen  sieh  auf  die  ganze  Oberfläche. 

Genügen  diese  Gleichungen,  um  alle  X'  F'  Z'  zu  ermitteln, 
so  nennt  man  das  Problem  äußerlich  statisch  bestimmt. 

Jedenfalls  setzen  wir  nunmehr  vor- 
aus, daß  wir  die  P  und  P'  bzw.  deren 
Komponenten  für  die  ganze  Oberfläche 
kennen ;  wir  benutzen  im  folgenden  dann 
nur  noch  die  Buchstaben  P  und  X,  F,  Z, 
indem  wir  keinen  Unterschied  zwischen 
P  und  P'  mehr  machen. 

Nunmehr  kehren  wir  zu  unserem 
räumlichen  Spannungszustand  zurück, 
indem  wir  von  dem  Baumelement  =  dr 
dx  dy  dz  nur  das  in  Fig.  215  gezeichnete 
Tetraeder  O  A  B  C  betrachten.  Die  an 
O  B  C,  O  C  A,  O  A  B  wirkenden 
Spannungen  sind  uns  bekannt,  so  daß  wir  die  am  Tetraeder 
in  den  Achsenrichtungen  wirkenden  Kräfte  ermitteln  können: 


Fig.  215.    Spannungen 
am   Elementartetraeder. 

den     Seitendreiecken 


Z-Richtung:  —  {dydzöx  +  dzdxxz  +  dxdyxy)  =  i, 
F-Richtung:  —  (dzdxoy  +  dxdyxx  +  dydztz)  =  ky 
Z-Richtung:  —  (dxdyOz  +  dydzxy  +  dzdxx^  =  i. 


(4) 


Diesen  drei  ELräften  hält  an  der  Tetraederseite  ABC  eine 
Kraft  K  das  Gleichgewicht,  die  wir  uns  von  einer  gleichge- 
richteten über  ABC  gleichmäßig  verteilten  Spannung  p  hervor- 
gerufen denken.    Wir  haben  nach  dieser  Vorstellung: 

K  =  p'AABC,  (5) 

Die  Komponenten  dieser  Kraft  nach  den  Koordinatenachsen 
müssen,  da  Gleichgewicht  herrschen  soll,  die  Werte  haben : 
K  •  cos  (k  x)  =  kx 

K'COB(ky)=:ky  (6) 

K '  cos  {k  z)  =  kz 
Ferner  gilt  aber,  wenn  n  die  nach  außen  gerichtete  Normale 
des  Dreiecks  ABC  bedeutet: 
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—  dy  dz  ==  cos  (nx)A  ABC 

—  dzdx=z  cos  (ny)  A  ABC  (7) 

—  dxdy  =  cos  {nz)A  ABC 

Setzt  man  jetzt  (5)  in  (6)  und  (6)  und  (7)  in  (4)  ein,  so  ent- 
springt, wenn  man  noch  die  Richtung  von  K  mit  der  Richtung 
von  'p  gleichsetzt: 


p cos  (px)  =  Ox  •  cos  {nx)  +  t«  •  cos  {ny)  +  Xy  •  cos  (nz) 
pcos  (py)  =  Gy  •  cos  (ny)  +  xi'  cos  (nz)  +  r^  •  cos  (nx) 
p  cos  (pz)  =  <y«  •  cos  (nz)  +  Xy  •  cos  (nx)  +  Xx  •  cos  (ny) 


(8> 


Dieses  Gleichungssystem  dient  als  Ausgangspunkt  für  die 
im  Innern  des  Körpers  zu  definierenden  Hauptspannungen, 
des  Spannungsellipsoides  usw.,  worauf  wir  hier  nicht 
weiter  eingehen. 

Greht  man  aber  mit  dem  Tetraeder  an  die  Oberfläche  des 
Körpers,  so  daß  das  A  ABC  va  diese  hineinfällt,  so  müssen, 
damit  auch  hier  Gleichgewicht  herrscht,  die  Komponenten 
'p  cos  (p  x),  p  cos  (p  y\  p  cos  (p  z)  mit  den  an  der  betreffenden 
Stelle  vorgegebenen  Komponenten  der  äußeren  Kraft  XYZ 
übereinstimmen : 


X  =  (Txcos  (nx)  +  T^cos  (ny)  +  Tycos  {nz) 
T  =  Oy  cos  {ny)  +  t^cos  {nz)  +  t^cos  (nx) 
Z  =  OgCOß  {nz)  +  TyCos  (nx)  +  t^ccos  {ny) 


(9) 


WO  die  Kosinus  durch  die  Richtung  der  örtlichen  Oberflähcen- 
normale  gegen  die  Koordinatenachsen  gegeben  sind. 

Es  sind  also  bei  der  Betrachtung  elastischer  Probleme  stets 
die  Gleichungen  (12  a,  b,  c)  §  77  mit  den  Gleichungen  (9)  §  78 
im  Verein  zu  behandeln. 

Die  Oberflächenbedingungen  kommen  sowohl  bei 
elastischen  Bewegungsaufgaben  wie  auch  bei  Gleichgewichts- 
aufgaben vor.  Den  Bewegungsaufgaben  allein  sind  die  An- 
fangsbedingungen eigentümlich,  die  im  allgemeinen  die  Ver- 
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Schiebungen  f ,  rj,  C  ^iid  die  Verschiebungsgeschwindigkeiten 

dj_     dri     dC_ 
dt  '    et  '    dt 

zur  Zeit  i  =  0  als  Ortsfunktionen  (nur  x,  y,  z  enthaltend)  gegeben 
voraussetzen. 


§  79.     Sehallbewegimgen    in    einem    unbegrenzt    ausgedehnten 
elastischen  Medium.    Longitudinale  und  transversale  Wellen. 

Sehen  wir  vom  Einfluß  der  Schwere  oder  anderer  an  der 
Masse  haftender  ELräfte,  mit  Ausnahme  der  Massenbeschleunigungs- 
kraft,  ab,  so  haben  wir  in  den  Gleichimgen  (12)  §  77  in  X,  Y,  Z 
nur  die  Komponenten  der  letzteren: 

_     ^         _    ^         _    Ü^ 
^  dt^  '  ^  dt^  '  ^  dt^ 

zu    berücksichtigen,    wodurch   die   Differentialgleichungen   ent- 
springen : 


Ar]  + 


m 

— 

2  ai 

m 

de 

m 

— 

2  dt] 

m 

de 

/" 

8*f 

G 

dt* 

i" 

d^t) 

0 

8t* 

i" 

BK 

(1) 


m  —  2dC        O  dt^ 

Da  der  Körper  unbegrenzt  ist,  brauchen  wir  auf  die  Ober- 
flächenbedingungen keine  Rücksicht  zu  nehmen. 

I.  Zunächst  prüfen  wir,  ob  eine  ebene  Bewegung  in  der  x- 
Richtung  möglich  ist,  die  gekennzeichnet  ist  durch  den  Ansatz: 
i  =  F(x,t\     r}  =  0,    C  =  0  (2) 

Die  Gleichungen  (1)  reduzieren  sich  dann  auf: 

da^  +  m—2  dy?"  G   di^ 
bzw. 

2(m— 1)  a^f        fi  a2t 


(3) 


m—2      d2?        G   dt^ 
Versucht  man  hier  f  als  Produkt  einer  Funktion  von  x  in  einer 
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Funktion  t  darzustellen: 

so  ergeben  sich  mit  einer  unbestimmt  bleibenden  Konstanten  k^ 
folgende  gewöhnliche  Differentialgleichungen  für  X  und  T: 
2{m—l) 


m  —  2 


-X"+PX  =  0 


G 


T"+1i?T  =  0 


w 


deren  partikuläre  Lösungen  sind: 

lex 
X  =  cos  —     oder     sin  - 

f     m  —  2 

kt  ^  ,      kt 

T  =  cos  —.=z     oder    sm  — = 


kz 


2  (m  —  1) 


/^ 


n 

Mithin  hat  man  in  dem  Ansatz : 
foi2'  =  loC08Ä: 


n 


(5) 


z 

< 

,/2(m-l) 
r     m  —  2 

(6) 


eine  Lösung,  die  zwei  Paare  möglicher  partikulärer  Ausdrücke 
von  (5)  umfaßt,  womit  wir  ims  hier  begnügen.  Führen  wir  jetzt 
im  Ansatz  (6)  die  Abkürzungen  ein: 

k  27Z         k  2,71 


-,/2(m-l) 
r      m  —  2 


n 


so  wird: 


f  =  loC08  2 


^Vo        ^0/ 


(8) 


Die  beiden  neuen  Konstanten   X^  und   Tq  unterliegen  der  Be- 

To        F   (m-2)/x  ^^^ 

wie  sich  durch  Division  der  beiden  Gleichungen  (7)  ergibt.    Setzt 
man  (9)  in  (8)  ein,  so  handelt  es  sich  um  den  Verlauf  der  Funktion 

2: 


cos 


^(t-) 


414     -^^^  Düferentialgleichungen  der  Bewegungen  elastischer  Körper. 
Die  Werte  dieser  Funktion  reproduzieren  sich  offenbar  dann, 

X 

wenn  t^  —  ^  ©in  ganzzahliges  Vielfaches  von  t©  wird : 

y  — «  =  wTo  (10) 

woraus  sieh  ergibt: 

a;  =  7t  To  F  +   tV  =  n)^  +  tV  (11) 

d.  h.  zu  einer  gegebenen  Zeit  t  befinden  sich  alle  Punkte,  die  von- 
einander um  die  Strecke  Aq  abstehen,  in  demselben  Schwingungs- 
zustand.   Man  nennt  A^  die  Wellenlänge. 
Man  kann  aber  (10)  auch  nach  t  auflösen: 

t  =  ^-nx,  (12) 

d.  h.  in  einem  gegebenen  Punkte  x  treten  nach  Verlauf  ganzer 
Zeiträume  Tq  dieselben  Schwingungszustände  ein.    Man  nennt  Tq 

die  Schwingungsdauer.     Das  Verhältnis    V  =  — ^  heißt  die 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Welle,  weil  gewisser- 
maßen ein  zur  Zeit  t  an  der  Stelle  x  eingetretener  Zustand 
während  der  Zeit  Tq  bis  zur  Stelle  x  +  Iq  weiter  läuft. 

Der  bisher  von  uns  untersuchte  Ansatz  ^  =  F  (x^  t),  der 
sich  als  mögliche  Lösung  herausgestellt  hat,  wird  als  longitudi- 
n  a  1  eW ellenbewegung  bezeichnet,  weil  die  Schwingungsrichtung 
f  mit  der  Fortpflanzimgsrichtung  x  zusammenfällt. 

n.    Wir  erörtern  jetzt  noch  den  Ansatz 

f  =  0;     rj=^F(x,t);    C  =  0  (13) 

Dieser  unterscheidet  sich  von  dem  vorigen  Ansatz  (2)  dadurch, 
daß  wir  nur  Schwingungen  rj  senkrecht  zur  Fortpflanzungs- 
richtung voraussetzen.  Setzt  man  (13)  in  die  Differential- 
gleichungen (1)  ein,  so  ergibt  sich  erstlich 

e='/  +  p.  +  ^  =  0  (14) 

dx^  dy  ^  dz  ^     ' 

und  mithin  als  Differentialgleichung  für  rj 


dx^        G   ct^ 


(16) 
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Dieser  Gleichung  genügt  der  zu  (6)  analoge  partikuläre  Ansatz 

^    ^  (16) 


ri  =  %T  =  r)ocosk 


der  wiederum  zur  Definition  einer  Schwingungsdauer  Tq  und  einer 
Wellenlänge  Iq  führt.    Das  Verhältnis  dieser 


(17) 


wird  aber  kleiner  als  im  Falle  der  longitudinalen  Bewegung - 
Man  nennt  den  Ansatz  (16)  eine  transversale  Wellenbe- 
wegung. Wir  merken  noch  an,  daß  die  Longitudinalwellen  mit 
Verdichtimgen  und  Verdünnungen  des  schwingenden  Mediums 
verbunden  sind,  entsprechend  dem  Ausdruck  für  die  Volumen - 
änderung 


ax       0y       8z  A 


^Uo       ^0/ 


(18) 


(19) 


während  die  transversalen  Bewegungen  entsprechend 

dx^  dy^  dz 

kompressionslos  vor  sich  gehen. 

m.  Will  man  einen  der  behandelten  Bewegungsvorgänge 
(z.  B.  eine  Trans  Versalbewegung)  einem  gegebenen  Anfangszu- 
stand anpassen,  so  hat  man  rj  als  Reihe  wie  folgt  anzusetzen: 


T]  =  ZAkCOsk 


t 

Hl 
G 


t 


(20) 


und  hat  die  Größen  Aj^  cos  tp^.  und  Aj^  sin  cpi^  analog  §  54  durch  die 
Gleichimgen : 


\.n\ 


als  Fouriersche  Koeffizienten  zu  bestimmen. 

Eine  andere  Form  der  Lösung  für  die  DifiFerentialgleichung 
einer  ebenen  Welle  wird  später  bei  Gelegenheit  der  elektromagneti- 
schen Wellenbewegungen  im  §  93  gegeben  werden. 
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§  80.     Badiale  Fonuändeningcn  nnd  Sehwingungen  einer  KugeK 

Setzen  wir  bei  einer  Kugel  nur  solche  Kräfte  an  den  einzelnen 
Masseelementen  angreifend  voraus,  deren  Richtung  durch  den 
Kugelmittelpunkt  geht  und  deren  Größe  nur  abhängig  ist  von  dem 
Abstand  des  von  ihr  erfaßten  Elementes  vom  Kugelmittelpunkt, 
so  können  die  Kugelpunkte  sichnur  auf  ihrenRadien 
verschieben,  und  die  Verschiebungen  könnennur 
von  r  abhängen.  Unter  diesen  Umständen  bleibt  ein  Raum- 
element der  Kugel  dx  dy  dz  bei  der  Formänderung  sich  selbst 
ähnlich  und  ähnlich  liegend,  und  die  Verschiebungen  (tj^  sind 
den  Koordinaten  zyz  proportional : 

S  =^  ex,    Tj  =  ey,    C  =  ez  (1) 

Bezeichnet    man   die   Verschiebung   eines   Punktes   auf   seinem 
Radius  mit  q,  so  ist 


Q  =  yf'  +  ^'  +  C'  =  eyx2  +  t/2  +  ^  ^  g.^  (2) 

Man  erkennt  also 

«  =  7-  (3> 

als  die  spezifische  radiale  Dehnung.'*) 

Wir  suchen  jetzt  die  Ansätze  (1),  (2),  (3)  in  die  Gleichungen 
(12)   §  77  einzuführen. 

Erstlich  bilden  wir  die  Größen: 


dx 

"  '  "  drdx-'^^ 

r    dr 

H 
ßy 

^  de  dr        xy  de 
^  dr  dy         r     dr 

dz 

de  dr        xz  de 

~  ^  dr  dz~    r    dr 

md  analog: 

dt]         yx 

dx          r 

de 
dr' 

dt]               y^  de 

dy        ^   ^     r    dr' 

dt, 

dz 

yz  de 

r    dr 

8C         zx 
dx          r 

de 
dr' 

dt.         zy  de 
dy   ~    r    dr' 

dz 

,    2?  de 
=-'+  rdr 

§  80.  Radiale  Formänderungen  und  Schwingungen  einer  Kugel.        41 7 


aus  denen  sich  die  spezifische  Volumänderung 


dx  ^  dy 


^C         «    _L   x^  +  f  +  z'    de 

—  =36+ — 


=  3e  +  r 


de 
dr 


ergibt. 

Femer  ergibt  die  Bildung  der  zweiten  DifPerentialquotienten 
die  Ansätze: 


.  ^        4a;    ae     .       dh         de 
.  4«    36     ,       8*e         de 

.^        ^z    de  8^e        de 


(4) 


Die  Gleichungen  (12)  §  77  nehmen  mit  den  Resultaten  (4)  nun- 
mehr die  Gestalt  an: 

[x  de 


+  ^  =  o> 


+ 


o 


Ux  de  8'e\/,    ,        m     \ 

Uz  de  ^      d*e\L   ^       m    \        Z 
Multipliziert  man  diese  Gleichimgen  der  Reihe  nach  mit 

r        r        r 
und  addiert,  so  erhält  man  eine  einzige  Gleichung 


(5) 


\   dr  ^    dt')     m  —  2 


Q 


=  0 


(«) 


WO 


K  =  —(Xx+Yy  +  Zz) 

die  radial  wirkende  Kraft  bedeutet,  die  wir  jetzt  als  aus  einer 
die  Masse  angreifenden  Kraft  k  und  einer  von   der  Beschleuni- 
gte 
gung  herrührenden  ELraft  —  fxr  -^  zusammengesetzt  betrachten. 

Hort,   Differentialgleichungen.  ^7 
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Zu  dieser  Gleichung  für  £  kommt  noch  die  Oberflachenbedingung 
hinzu,  die  aus  der  Gleichung  (9)  §  78  zu  entwickeln  ist. 

Zu  diesem  Zweck  gehen  wir  auf  die  Ansätze  (11)  §  77  für 
Oj,  Oyy  Og  und  (8)  für  r^,  Xy,  Zg  zurück.    Wir  finden: 

20  f  r 


->t]I^1 


(m+l)«+[r  +  (m-2)^]|ij 
L^{(m  +  l).+  [r  +  (m-2)^]|i 


2Ö 


Ty  =  2ö 


T,  =  2Ö 


2g 
m— 2 
_2 
m 

yz  Be 


r 

dr 

zx 

de 

r 

dr 

xy 

de 

dr 


(8) 


Mit  diesen  Ausdrücken  geht  man  in  die  Gleichungen  (9)  §  78 
ein  und  hat  jetzt  zu  berücksichtigen,  daß  die  in  den  Formeln 
vorkommenden  Winkel  (nx),  (ny),  (m)  mit  den  Winkeln  des 
Radius  r  gegen  die  Koordinatenachsen  identisch  sind.  Wir 
können  also  schreiben: 


cos 


{nx)  —  —;     cos  (w  y)  =  ~ ;     cos  (n  z)  =  —  (9) 


Da  aber  nach  unseren  Voraussetzungen  die  Richtimg  der 

äußeren  Kraft,  deren  Komponenten  Z,  F,  Z  sind,  in  den  Radius 

fällt,   so   kann  man  die  Gleichungen  (9)  §  78  der  Reihe  nach 

X    y     z 
mit  — ,— ,—  multiplizieren  und  addieren,  wodurch  eine  einzige 

Gleichung  entspringt: 
20 


^=^f^^+^)^+(— ^)4[;;; 


(10) 


Hier  bedeutet  P  die  äußere  auf  die  Kugeloberfläche  wirkende 
Normalkraft,  und  der  Ansatz  verlangt,  daß  s,  wenn  es  als  Funktion 
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von  r  und  t  vermöge  (7)  gefunden  ist,  an  der  Oberfläche  (d.  h. 

für  r  =  Ti  und  r  =  r^)  die  Gleichung  (10)  zu  erfüllen  hat. 

Beispiel  1.    Die  Kugel  sei  eine  Vollkugel:  r^  =  0.  Auf  der 

äußeren  Oberfläche  laste  der  Druck   —  p  (kg/qcm) ;  an  Massen 

haftende  Kräfte  kommen  nicht  vor  (k  =  0),  und  es  werde  der 

/^e         \ 
Gleichgewichtszustand  betrachtet  1-^^  =  Ol  .     Dann  liefert  (7) 

den  Ansatz: 

mit  dem  allgemeinen  Integral 

"  =  ^i  +  Ä  ^^^) 

Hier  muß  muß  O,  =  0  sein,  weil  sonst  f ür  r  =  0  (im  Kugel- 
mittelpunkt) e  =  00  würde. 

Setzt  man  dann 

6  =  Gl 
in  (10)  ein,  so  folgt 

und 

—  p(m  —  2) 


C, 


2(m+l)G 
also 

—  p(m  — 2) 


2(m+  l)ö 


(13) 


Die  Formänderung  besteht  also  in  diesem  Fall  in  einer  längs 
des  Radius  konstanten  spezifischen  Verkürzung  des  Abstandes 
der  einzelnen  Punkte  vom  Kugelmittelpunkt.  Und  zwar  ist  die 
Verkürzung  nur  von  den  elastischen  Konstanten  des  Materiales 
und  vom  Druck  p  abhängig. 

Beispiel  2.  Ist  die  Kugel  eine  Hohlkugel  nach  Fig.  216, 
so  ist  der  allgemeine  Ansatz 

^  =  ^i  +  Ä  ^^*^ 

in  Gleichung  (10)  einzuführen,  wodurch  2  Gleichungen  zur  Be- 

27* 
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Stimmung  von  C^  und  C,  erhalten  werden.  Die  Berechnimg  der 
Konstanten  ist  leicht  und  soll  daher  nicht  ausgeführt  werden. 
Beispiel  3.  Freie  Schwingungen  der  Kugel.  DieSchwin- 
gungen  der  Kugel  sind  frei,  wenn  die  Kraft  k  in  Gleichung  (7) 
und  die  äußere  Kraft  P  in  Gleichung  (10)  nicht  vorhanden  sind. 
Es  gilt  dann  für  e  die  partielle  Differentialgleichung : 

Eine  hieraus   etwa  gefundene  Lösung  muß  an  der  Oberfläche 
der  Kugel  bei  r  =  r^  und  r  =  r,  die  Gleichung  erfüllen: 


(m+l)e  +  (m— l)f|i  =  0 


(16) 


In  Gleichung  (15)  schreiben  wir  zu- 
nächst abkürzend 

20     m—l 


Fig.  216.    Radiale  Be- 
anspruchung einer 
Kugel. 


und  versuchen,  ob  e  durch  einen  partiku- 
lären Ansatz  der  Form 

e  =  B'T  (18) 

gefunden  werden  kann,  bei  welchem  JR  nur 
r  und  T  nur  t  enthält.  Durch  Einsetzen 
in  (15)  erhält  man: 


R  T"  =  a2  ( Ä"  T  +  —  Ä'  t\ 


woraus  sich  nach  Division  mit  R  T  zwei  Ansätze 


R"  +  —  Ä'  + 


Ä? 


Ä  =  0 


(19) 

(20a) 
(20b) 


darbieten  wo  k  eine  noch  zu  bestimmende  Konstante  ist. 

Das  allgemeine  Integral  von   (20  a)  findet  sich  leicht  mit 

T  =  ÄGo^kt-^  Bmikt  (21) 

Für  (20b),  welches  eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  ist,  bilden  wir  die  Frobeniussche  Normalform  ^**),  indem 
wir  statt  4  allgemeiner  h  setzen: 
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r^R"  +  r-AÄ'  +  r«— -Ä  =  0 
aus  der  wir  das  Koeffizientensystem 

^20=1     Pai  =  0.... 
/^io  =  4     Pii  =  0.... 

notieren. 

Als  determinierende  Gleichung  ergibt  sich: 

/o  (e)  =  0  +  A  ß  +  ß  (ß  -  1)  =  ß  (ß  +  Ä  -  1)  =  0, 

während  sonst  noch  /j  {q)  =  0,  /,  (q)  =  —^   von  Wichtigkeit  sind; 

alle  höheren  /»•  (ß)  sind  Null.    Die  Koeffizienten  der  Reihenent- 
wicklung, die  wir  für  R  suchen,  werden  nun 

a,;    a,  =  0;    ^^  =  ^o  (^  ^  2)  (g  +  1  +  A)  '    ^»  =  ®' 

^      (ifc^:o«)» 

''*""''Mö  +  2)(e  +  4)(e+l+Ä)(ß  +  3  +  Ä)  '   ""»""      •••• 

mit  denen  der  allgemeine  Beihenansatz : 

R=^rPlarT' 

für  g  =  0  und  g  =  —  A  +  1   (Lösimgen  der  determinierenden 
Gleichung)  zwei  Reihen  liefert : 


=  ii'"  =  ao( 


(ifc*:a«)f«  (Jfc*:o»)*r« 


2.4.6(A+l)(A  +  3)(A  +  6) 
und 


2(A+1)  ^   2.4(A+l)(A  +  3) 
(Jfc*:o»)»r«  ,  \ 


+ 


Ä  =  Ä»)r-*  +  ^  =  a„f-*  +  ^/l  <**  =  '**)'^ 


^^  =  a.r-*  +  ^( 


2(— Ä  +  3) 


2  •  4  V —  n  -\-  o)  \ —  n  -X-  O) 

+ 


2.4.6(— A  +  3)(— A  +  6)(— A+r) 
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Jedenfalls  kann  man  für  R  eine  allgemeine  Lösung 

iJ  =  OÄ<"(A,J  +  ^^(«)^Arj  (22) 

ansetzen. 

Das  Produkt  von  (21)  und  (22)  liefert  jetzt  einen  partikulären 
Ansatz  für  e,  in  welchem  nur  noch  über  die  Zahl  k  und  die  unbe- 
stimmten Konstanten  ABC D  Entscheidung  zu  treffen  ist. 

Da  es  möglicherweise  mehrere  Werte  von  k  geben  kann, 
die  zulässig  sind,  so  hängen  wir  den  Index  n  an  und  setzen 
eine  allgemeinere  Lösung  für  e  an  durch  die  Summe: 

=^^A„^o^Kt  +  B„^mKt\\c„B^''{^rY^B'''{^Ä   (23) 

Hier  ist  zunächst  die  Bemerkung  zu  machen,  daß  im  Falle 
der  Vollkugel  alle  Z>„  =  0  zu  setzen  sind,  weil  sonst  für  r  =  0 
die  spezifische  Dehnung  im  Mittelpunkt  der  Kugel  oo  werden 
würde;  ist  hingegen  die  Hohlkugel  zu  betrachten,  dann  muß  der 
ganze  Ansatz  (23)  weiter  behandelt  werden.  Da  das  Prinzipielle 
der  weiteren  Entwicklung  an  der  Vollkugel  gezeigt  werden  kann, 
beschränken  wir  uns  auf  diese  und  suchen  nun  mit  der  Entwick- 
lung (23)  der  Oberflächenbedingung. 

(m+I)e  +  (m-I)r|i  (24) 

zu  genügen,  d.  h.  wir  suchen  die  Gleichung  zu  erfüllen 
[(m+l)i?<^'(^r)  +  (m-l)rAÄa)(^r)]^^^  =0     (24a) 

Führt  man  die  vorgeschriebenen  Operationen  aus,  so  erhält 
man  die  Gleichung  mit  unendlicher  Gliederzahl: 

2(A+1)  V    ^     m+1/ 

+ \±I fl  +  4^!^=i\ 

^  2.4.(A+l)(A+3)  \    ^      m+l/ 


(^)' 


2.4.6.(A+  1)(A  +  3)(A  + 


5rh'^)— •=»  '^*''> 
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r  k 
die  nach  x^  =    '       aufzulösen  ist,  womit  die  Oberflächenbedin- 

gung  erfüllt  wird.    Die  Auflösung  liefert  unendlich  viele  positive 
Wurzeln  x^  und  damit  unendlich  viele  Werte 


*«  = 


Xna 


womit  dann  Ansatz  (23)  übergeht  in: 

e=  I  UnCn  cos  -^  t  +  BnCn  sin  -^  A  R^^^  (xn  y\     (26) 

Nunmehr  sind  lediglich  noch  die  Konstanten  {A^  €„)  und  {Bf^  C^) 

zu  bestimmen  mit  Hilfe  der  Anfangsbedingungen.     Es  handelt 

sich  darum,  den  Bewegungszustand  (25)  dem  zur  Zeit  ^  ==  0 

gegebenen  Zustand  anzupassen.  Der  Anfangszustand  ist  bestimmt, 

wenn  für  jeden  Kugelpunkt  die  elastische  Verschiebung  r  e  und 

de 
die  Verschiebungsgeschwindigkeit  r—  zur  Zeit  ^  =  0  als  Funk- 

ot 

tionen  g  (r)  und  h  (r)  gegeben  sind. 

Dann  fließen  aus  (25)  die  beiden  Gleichungen 


g{r)  =  r.Z{AnCn)R^'^lxn^\ 


und 

a 


h{r)  =  r^Z {Bn Cn) x« ^ R^'^  L  — ) 

2  \        ^2  /  , 


(26) 


Multipliziert  man  beide  Gleichungen  mit  dem  Differential: 
r»ÄU)  la;«— J  dr  und  int^riert  von  0  bis  r,,  so  hat  man  auf  den 
rechten  Seiten  die  Integrale 

J=    /V«fi»'(x„-^).Ä»'(«:„-^)dr  (27) 

0 

von  denen  man  beweisen  kann,  daß  sie  für  m^  n  verschwinden. 
Sonach  kann  man  gliedweise  in  (26)  die  Konstanten  berechnen 
wie  folgt: 
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(4nC„)  =  -5- 


{B„C„) 


/.[....(..^)]V 

0 

ft^h(r)R^^^(xn—\dr 

0 


(28) 


Hiermit  ist  aber  e  vollständig  in  seiner  Abhängigkeit  von  r  und  t 
ermittelt;  es  genügt  den  Oberflächen-  und  den  Anfangsbedin- 
gungen. 

Die  physikalische  Bedeutung  des  Ansatzes  (25)  ist  dabei  die, 
daß  die  Bewegung  aus  einer  Übereinanderlagerung 
von  harmonischen  Schwingungen  oder  Tönen  be- 
steht. Der  einzelneTon  ist  charakterisiert  durchdie 
Größe  kn,  welche  der  Periode  T^  der  Schwingung  umge- 
kehrt proportional  ist: 

K   ^    1 
27r       Tn 


(29) 


Die  Gleichung  (24)  oder  (24a)  bzw.  (24b)  heißt  deshalb  die 
Periodengleichung.  Die  Schwingungszahi  Z„  des 
Tones  wird  geliefert  durch  die  Beziehung: 

2jr       Tn 


Z^=:.^  =  ^ 


(30) 


§  81.    Das  Bitz-Lorenzsche  Verfahren  der  nSherungsweisen 
Lösung  von  Elastizitätsaatgaben. 

I.  Bei  allen  Elastizitätsaufgaben,  auch  bei  solchen,  bei  denen 
nur  das  Gleichgewicht  zu  untersuchen  ist,  handelt  es  sich  um  die 
Aufsuchung  von  Ansätzen  für  f,  ?j,  f,  die  1,  die  Differential- 
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gleichungen  der  Elastizitätstheorie  befriedigen  und  2.  die  Ober 
flächen-  oder  Bandbedingungen  erfüllen. 

In  vielen  Fällen  gehört  schon  eine  beträchtliche  mathematische 
Gewandtheit  dazu,  Ausdrücke  zu  finden,  die  diese  beiden  An- 
forderungen genau  erfüllen. 

II .  Die  besondere  Natur  der  elastischen  Aufgabestellung  hat 
es  nun  mit  sich  gebracht,  daß  wir  ein  Näherungsverfahren'*)  be- 
sitzen, welches  gestattet,  auch  verwickeitere  Aufgaben  danach 
zu  behandebi. 

Die  besondere  Natur  der  elastischen  Aufgabestellung  (wir 
sprechen  im  folgenden  nur  von  Gleichgewichtsaufgaben)  ist  darin 
begründet,  daß  sich  die  oben  entwickelten  Differentialgleichimgen 
der  Elastizität  auch  finden  lassen  aus  der  Forderung,  daß  die 
Formänderungsarbeit  eines  elastischen  Systems  ein  Minimum 
sein  muß.  Wir  betrachten  hier  die  Formänderungsarbeit  als  die 
Summe  der  Formänderungsarbeiten  der  inneren  und  der 
äußeren  Kräfte. 

Die  inneren  Kräfte  ergeben  sich  aus  unseren  Spannungs- 
komponenten (T-s,  Oy,  Ogy  Tx,  Xy,  T,  nobst  den  zugehörigen  spe- 
zifischen Formänderungen  e^y  Sy,  e«,  y^,  fy,  y^. 

Der  Spannung  a^  entspricht  am  Volumelement  dx  dy  dz 
die  Kraft  a^  •  dy  dz.   Die  Rechtecksseite  dy  dz  verschiebt  sich 

durch  die  Formänderung  um  den  Betrag  —  dx,  mithin  wird 

die  Arbeit  geleistet 

Y  a-B  ^  cfa:  dy  d2  =  Y  aajCaj  dt, 

da  wir  uns  die  Spannung  a«  als  von  Null  zum  Betrage  a^  an- 
wachsend denken  müssen. 

In  entsprechender  Weise  ermittelt  man  die  den  übrigen 
fünf  Spannungskomponenten  entsprechenden  Arbeiten  und  erhält 
als  Formänderungsarbeit  der  inneren  Kräfte  am  Raumelement  d  x : 

dAi  =  —  (a^e,  +  (Tyfy  +  a^Ez  +  x^y^  +  T^y^  -f  x^y^)  dz  (1) 

Hierzu  hat  man  die  Arbeit  der  äußeren  Kräfte  hinzuzu- 
fügen, deren  Komponenten  Xdx,   Y  dx,  Z  dx  sind.     Die  von 
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diesen  geleistete  Arbeit  ist: 

dA^=^-{Xi+  Yr,  +  ZC)dr,  (2) 

Als  Gesamtarbeit  ergibt  sich  demnach  nach  Integration  über 
alle  Volumelemente: 

A=  l  —  {a^e^  +  OySy  +  a^e^  +  x^yx  +  T^y^  +  t^y«—  Xf  —  Yrj—Z^) dz    (3) 


'B 


Diese  Gesamtarbeit  soll  ein  Minimum  werden. 
Durch  Einführung  der  uns  bekannten  Ausdrücke,  durch  welche 
die  Spannungen  und  Dehnungen  als  Funktionen  der  Differential- 
quotienten von  f ,  Tjy  f  nach  z,  y,  z  dargestellt  werden,  geht  A 
in  eine  Gestalt  über,  in  welcher  nur  noch  |,  ?j,  f,  bzw.  deren 
Differentialquotienten  vorkommen.  Dann  ist  ein  Minimum  von 
A  vorhanden,  wenn  die  erste  Variation  öA  von^  verschwindet. 
Wir  wollen  die  Entwickelung  der  ersten  Variation  nicht  durch- 
führen, sondern  lieber  sofort  das  Residtat  anschreiben :  '*) 

Bei  der  Willkürlichkeit  der  Variationen  df,  dr),  6^  kann 
dieser  Ansatz  aber  nur  erfüllt  werden,  wenn  die  Klammeraus- 
drücke unter  dem  Integral  einzeln  verschwinden,  d.  h.  wenn  gilt: 

At   \        m      de        X 


A      ^        m      de    ^     Y 
.^   ,        m      de    ^     Z 


(5) 


Wir  haben  mithin  unsere  bekannten  Gleichungen  der  Elasti- 
zitätstheorie erhalten. 

in.  Das  nun  zu  beschreibende  Näherungs verfahren  knüpft 
ebenfalls  an  den  Ansatz  (3)  an,  nachdem  darin  für  die  Spannungen 
und  Dehnungen  deren  Ausdrücke  in  f,  ?y,   f  eingeführt    sind. 

Dann  setzt  man  für  letztere  Größen  folgende  Summen  an 
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n 


n 
n 

f  =  ^  Ci  Äf  (a;,  y,  z) 


(6) 


in  welchen  die  a^,  ft^,  c^  unbestimmte  Konstanten  sind,  während 
von  den  Funktionen  /^,  g^j  h^  nur  verlangt  wird,  daß  sie  die 
Grenzbedingimgen  befriedigen. 

Nach  Einführung  von  (6)  in  (3)  kann  man  die  dreifache 
Integration  ausführen,  worauf  die  Konstanten  a^-,  b^,  c^  so  zu 
bestimmen  sind,  daß  A  ein  Minimum  wird.  Man  hat  also  das 
Gleichungssystem  aufzulösen: 

dA       ^        dA       ^       dÄ        ^        . 

^.  =  ^'    -aö;  =  ''    ä^  =  ''    *  =  ''''' (') 

was  immer  möglich  ist,  da  diese  Gleichungen  in  den  a^-,  5^,  c^ 
stets  linear  sind. 

IV.  Nach  Lorenz,  Technische  Elastizitätslehre  1913,  geben 
wir  ein  einfaches  Beispiel. 

In  §26  kann  man  aus  den  Gleichungen  3  b,  4,  5,  7,  8  den 
Ansatz  für  die  Normalspaimung  ableiten: 

M 
a  =  z-^. 

Die  zugehörige  Dehnung  ist 

a 


'  =  E' 


die  Dehnungsarbeit  wird 


Multipliziert  man  hier  mit  dr=dxdf  und  integriert  über  den 
ganzen  Balken,  so  erhält  man  die  Bi^ungsarbeit  der  inneren 
Kräfte.    Es  bleibt  mit 


J=f2^df 
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Übrig 


H- 


M* 


dx. 


Mit 
findet  sich  hieraus 


M 


Ai  = 


EJ 


•ph 


Femer  wird  die  Arbeit  der  äußeren  Kraft 

Aa  =  P  t/o» 
wo  eine  Integration  nicht  mehr  erforderlich  ist.     Demnach  hat 
man  die  Gesamtarbeit 


^=¥/(s;---». 


(8) 


Wir  setzen  jetzt  y  als  Funktion  von  x  an  wie  folgt 

y=a^x^  +a^x\  (9) 

Der  Ansatz  genügt  den  Grenzbedingungen 

y  =  o) 

dy 


dx 


=  0 


für  rc  =  0,  d.  h.  im  Ein- 
spannungsquerschnitt. 


Führen  wir  nun  (9)  in  (8)  ein,  so  wird 

i 


EJ  r 


(2ai  +  6ajja;)*f£i;  —  P  (ai  P  +  a,P). 


Die  Ausführung  der  Integration  liefert  folgenden  Ausdruck 
für  die  Arbeit: 
A  =^J(2  V^  +  öOiaaZ^  +  eaa«;«)— PoiZ«— Pa,Z«.       (10) 

Damit  dieser  Ausdruck  ein  Minimum  wird,  muß  sein^^) 


— -  =  JS7J(4aiZ  +  6agP)  — PP  =  0 

ÖCL* 

8A 


da. 


=  äJ(60iP+  12ag/»)  — PP  =  0 


(11) 
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Die  Auflösimg  von  (11)  nach  a^  und  a^  ergibt: 
PI  P 


""i-  2EJ' 


ßEJ 


womit  wird 


2EJ 


(-?) 


(12) 


welches    Resultat    sich    auch    durch    direkte    Integration   der 
Gleichung  (7)  §  26  ergeben  würde. 

Zufällig  hat  hier  die  Ritz  sehe  Methode  ein  „genaues" 
Resultat  geliefert.  Im  allgemeinen  ist  dies  nicht  der  Fall.  Man 
erhält  ein  Näherungsresultat,  welches  gegebenenfalls  durch  Hinzu- 
nahme von  weiteren  Funktionen  /<,  gr<,  h^  zu  verbessern  ist. 


V.  Die  Differentialgleichangen  der  Hydrodynamik. 

§  82.    Autstellung  der  Eulerschen  Onmdgleichungen  für 
Flüssigkeiten  mit  und  ohne  Reibung. 

I.  Zur  Betrachtung  von  Flüssigkeitsbewegungen  bieten  sich 
von  vornherein  zwei  Methoden  dar. 

Man  kann  entweder  einen  bestimmten  Punkt  x,  y,  z  des  von 
der  Flüssigkeit  erfüllten  Raumes 
ins  Auge  fassen  und  die  zeitliche 
Änderung  der  Strömimgsgeschwin- 
digkeit  an  dieser  Stelle  verfolgen, 
oder  man  kann  ein  bestimmtes 
Flüssigkeitsteilchen  mit  den  Koordi- 
naten X,  y,  z  herausgreifen  und  dessen 
Bahn  bestimmen. 

Die  erstere  Betrachtungsweise 
führt  zu  den  hydrodynamischen  Diffe- 
rentialgleichungen von  Euler  und 
liefert  die  Komponenten  (Fig.  217) 
der  Geschwindigkeit 


^'t^ 


Fig.  217.    Geschwindigkeits- 
komponenten im  räumlichen 
Flüssigkeitselement. 


Vx  =  fiixy  y,  z,  t) 

Vy  ==ft(^,  y»  2>  0 
Vz  =  fz(x,  y,z,  t) 
\  Funktionen  des  Ortes  x,  y,  z  und  der  Zeit  L 


(1) 
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(2) 


Die  zweite  Methode  liefert  die  hydrodynamischen  Differential- 
gleichungen nach  Lagrange  und  beetimmt  den  jeweiligen  Ort 
x,yyZ  eines  Flüssigkeitselementes 

x  =  (pi(a,  ft,  c,  t) 
y  =  (p^{a,  h,  c,  0 
2  =9?8(a,  ö,  c,  t) 

als  Funktion  des  Ortes  a,  6,  c  des  Elementes  zur  Zeit  t  =  Q  und 
der  Zeit  t. 

Die  Aufstellung  der  Eulerschen  Gleichungen,  die  sich  zunächst 
auf  Flüssigkeiten  ohne  Reibung  beziehen,  knüpft  zweckmäßig 
an  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  an  einem  Elementarparallelepiped 
dxdydz  der  Flüssigkeit  an. 

Die  an  einem  Flüssigkeitselement  angreifenden  Kräfte  sind 
folgende : 

1.  Die  Massenträgheit  des  Elementes  von  der  Form 

dv 


Q  dx  dy  dz 


dt 


d.  h.  das  Produkt  seiner  Masse  in  die  Beschleunigung. 

2.  Die  am  Volumen  haftende  äußere  Ejraft  P  dx  dy  dz. 

3.  Die   von   der   Flüssigkeit   auf   das   Element   ausgeübten 
Kräfte. 

Bei  der  Bestimmung  der  letzteren  haben  wir  zunächst 
Gel^enheit,  zwischen  reibungsfreien  und  reibimgsbehafteten 
Flüssigkeiten  zu  unterscheiden.  Zieht 
man  in  einer  Flüssigkeit  durch  einen  Punkt 
A  eine  Trennungsfläche  Fig.  218,  so  daß 
zwei  Flüssigkeitsteile  a  und  h  entstehen,  so 
besteht  die  gegenseitige  Einwirkung  der 
beiden  Teile  zunächst  in  der  Übertragung 
des  Druckes  p  normal  zur  Trennungsfläche. 
Ist  der  Druck  p  unabhängig  von  der  Rich- 
tung der  Flächennormalen,  dann  ist  die  Flüssigkeit  reibungsfrei. 
In  diesem  Falle  findet  keine  Einwirkung  zwischen  a  und  h  in 
Richtung  der  Trennungsfläche  statt,  auch  wenn  a  und  h  in  der 
Fläche   aneinander  gleiten. 

Andererseits  hat  das  Vorhandensein  einer  Wirkung  zwischen 
a  und  h  in  Richtung  ihrer  Trennungsfläche  zur  Folge,  daß  man 


Fig.  218.    Gegenseitige 

Einwirkung  zweier 

Müaaigkeitsteile. 
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nicht  mehr  von  einem  nach  allen  Richtungen  gleichen  Drucke  p 
sprechen  kann.  In  diesem  Falle  liegt  eine  mit  Reibung  behaftete 
Flüssigkeit  vor.  Über  die  Art  der  Reibungswirkimg  werden  wir 
uns  unten  weiter  verbreiten. 

Bei  reibungsfreien  Flüssigkeiten  bleibt  also  nur  der  Druck  p 
zur  Betrachtung  übrig,  der  natürlich  von  Ort  zu  Ort  innerhalb  der 
Flüssigkeit  verschieden  gefunden  wird. 
Nach  der  Fig.  219  ändert  sich  der  Druck 
beim  Fortschreiten  um  d  x  in  der  Rich- 
tung der  X-Achse  lim 


dp 


dX' 


dp 


dx  dy  dz 


J^ 


dx  dx 

iBt  also  die  vom  Druck  in  der  x-Rich- 
tung  auf  das  Element  ausgeübte  Kraft, 
die  sich  mit  der  X-Komponente  der 
Volumkraft  P  dx  dy  dz  zusammensetzt  zu : 


^'^ 


dx 


\Py 


Fig.  219.    Abhängigkeit 
des  Druckes  vom  Ort. 


('-«) 


dxdydz 


(3) 


Diese  resultierende  Kraft  ist  mit  der  in  die  x-Biohtung 
fallenden  Komponente  der  Massenträgheit  gleichzusetzen : 


Q-j— dxdydz  =  ß-jj-dxdydz  =  Ix  — — |  dxdydz 
woraus  sich  ergibt: 

Q 


(4) 


(5) 


Hier  ist  der  totale  Differentialquotient  noch  durch  seine 
partiellen  auszudrücken: 


(6) 


womit   sich   dann,   wenn  wir  die  beiden  anderen  Koordinaten- 
richtungen entsprechend  behandeln,  das  System  ergibt : 


dvg 
dt 

8Vx        dVx  dx       dvg    dy       dv^  dz 

~  dt    ^   dx  dl   ^   dy    dt  '   dz  dt 

=   dt   +"'  dx  +"'  dv   +"'  dz 
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dp 


ol^  +  v  ^  +  v  ^  +  v^\-  F— ^ 


dp 

äi" 


(7) 


n.  Zu  diesen  drei  Gleichungen  kommt  noch  die  sogenannte 
Kontinuitätsgleichung  hinzu,  die  ebenfaUs  bereits  von  Euler 
aufgestellt  worden  ist.  Diese  Gleichung  sagt  aus,  daß  bei  jedem 
Baumelement  dxdydz  die  Differenz  zwischen  zuströmender 
und  abströmender  Flüssigkeitsmenge  sich  durch  eine  Änderung 
der  im  Element  enthaltenen  Menge  bemerkbar  machen  muß. 
In  Richtung  der  x- Achse  strömt  während  der  Zeit  dt  ein: 


Er  strömt  ab 


QV^dydzdi 


{gv^  +  ^dxyydz 


dt 


In  Richtung  der  x- Achse  verliert  also  das  Element  die  Flüssig- 
keitsmenge : 

^^4^  dxdydz  dt 

ox 

Analoge  Strömungen  finden  statt  parallel  zur  y-  und  zur  z- Achse. 
Die  Summe  der  abströmenden  Mengen* muß  der  Mengenänderung 
im  Element  gleich  sein.  Letztere  ist : 

dg 


dt 


dtdxdydz . 


,»e 


Da  es  sich  um  eine  Abnahme  der  Menge  handelt,  muß  —   negativ 
sein.     Wir  haben  also 


-^dxdydz  dt 
dt 

oder 


\    dx 


)      ,      d{QV^)     ,     d{QV,y 


+ 


dy 


+  ' 


dz 


dxdydz  dt 


dt   '^      dx     '^      dy     '^      dz 


(8) 
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Diese  Form  der  Kontinuitätsgleichung  gilt  für  kompressible 
Flüssigkeiten,  bei  denen  q  variabel  ist.  Ist  q  unveränderlich, 
die  Flüssigkeit  also  inkompressibel,  so  lautet  die  Kontinuitäts- 
gleichung einfacher: 

dx  ^  dy  ^  dz  "^  ^^^ 

Die  Qleichungen  (7)  und  (9)  lösen  im  Falle  des  konstanten  g 
die  hydrodynamische  Bewegimgsaufgabe  vollständig,  im  Verein 
mit  den  noch  später  zu  erörternden  Oberflächen-  und  Anfangs- 
bedingungen. Im  Falle  eines  veränderlichen  q  fehlt  noch  eine 
Gleichung  zur  Bestinmiung  dieser  fünften  abhängigen  Veränder- 
lichen, die  wir  in  der  sogenannten  Zustandsgieichung 

/(ß,  p,  T)  =  0  (10) 

gewinnen.  Durch  diese  wird  die  Dichte  q  mit  dem  Druck  p 
und  der  absoluten  Temperatur  Tan  der  betrachteten  Stelle 
in  Verbindung  gebracht,  womit  die  Bewegung  der  elastischen 
Flüssigkeiten  in  das  Gebiet  der  Thermodynamik  ver- 
wiesen wird.  Dann  tritt  die  Temperatur  T  als  sechste  Variable 
auf,  deren  Verlauf  streng  genommen  imter  Zuhilfenahme  der 
Wärmeleitung  in  Gasen  untersucht  werden  muß.  Die  da- 
durch gegebene  Verwicklung  der  Aufgaben  fällt  fort,  wenn  man 
so  rasche  Bewegungen  betrachtet,  daß  die  Wärmeabgabe  eines 
Baumelementes  außer  Ansatz  bleiben  kann. 

Dann  kann  man  nicht  nur  von  der  Wärmeleitung  absehen, 
sondern  man  ist  auch  berechtigt,  die  Umgrenzung  des  Baum- 
elementes als  wärmeundurchlässig  anzusehen,  d.  h.  es 
tritt  dann  die  Zustandsgieichung  in  der  speziellen  Form  der 
Adiabate  auf,  die  für  elastische  Flüssigkeiten,  also  für  Gktse 
lautet : 

-p-=i^  (11) 

WO  X  =  —  das  Verhältnis  der  beiden  spezifischen   Wär- 

men  bedeutet '8). 

IQ.  Es  erübrigt  jetzt  noch,  zu  untersuchen,  ob  neben  den 
Verschiebungen  des  Elementes  dxdydz  auch  Drehungen 
möglich  sind. 

Hort,   Differentialgleichunfcen.  ^^ 


434 


Die  Differentialgleichungen  der  Hydrodynamik. 


In  §66  hatten  wir  bereits  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Drehung  um  die  z- Achse  ermittelt: 


1  (dvy        dvA 


der  sich  die  Drehungsgeschwindigkeiten  um  die  anderen  Achsen 
anschließen 


(O. 


8z 
'8Vi 


dx 
dVy 


_  i/a»,      at>y\ 
~  TV  ay       dz) 


(12) 


Da  nun  weder  die  Volumkraft  P  noch  der  Druck  p  ein  Mo- 
ment ausübt,  so  gelten  die  Gleichungen: 
do^x        dcoy         d(Og 


=  0 


(13) 


dt  dt  dt 

Demnach  bleiben  die  Größen  co^  od^  cd^  selbst  konstant,  und  sie 
bleiben  Null,  wenn  sie  es  zu  Anfang  der  Bewegung  waren. 

Man  nennt  die  Größen  (o^  %«>«  die  Wirbelkomponen- 
ten. Dire  UnVeränderlichkeit  ist  eine  Folge  des  Nichts  Vorhanden- 
seins von  Schubkräften  in  den  B^renzungsebenen  des  Elementes 
dxdydzy  d.h.  sie  tritt  ein  bei  reibungsfreien  Flüssigkeiten. 
In  letzteren  können  also  Wirbel  von  selbst  weder  entstehen  noch 
von  selbst  verschwinden. 

Sind  o)^(Oy(Og  Null,  so  heißt  die  Bewegung  wirbelfrei.  In 
diesem  Falle  gilt: 

dVg  _  dVy       dvx  __  dVg       dVy  __  dv^ 
~dy'~"dz~'    ~dz~~"Jx'    ~dx"~"dy' 
Diesen  Ansätzen  wird  man  nach  Helmholtz  gerecht  durch  Ein- 
führung eines  Geschwindigkeitspotentials 

<P  =ö>(a?,y,2,0  (Iß) 

derart,  daß  gilt: 

30 

V«  =  -z — 

30 

3z 


(14) 


V.  = 


(16) 
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womit  ersichtlich  die  Gleichungen  (14)  erfüllt  sind.  Setzt  man 
die  Ausdrücke  (16)  in  die  Kontinuitätsgleichung  (9)  ein,  so  ent- 
springt: ^0        ^0        ^0 

durch  deren  Gestalt  sich  die  Einfühnmg  des  Ausdrucks  Qe- 
schwindigkeitspotentia]  aus  der  Übereinstimmung  mit  Gl.  (6) 
§  67  erkläxt. 

IV.  Wir  verzichten  nunmehr  auf  die  Voraussetzung  der 
Beibungsfreiheit  und  definieren  zunächst,  welche  physikalische 
Wirkung  mit  dem  Vorhandensein  von  Reibung  unmittelbar  ver- 
bunden ist. 

Strömen  zwei  Flüssigkeitsschichten  mit  verschiedenen  Ge- 
schwindigkeiten Vi  und  v.  Kg.  220  aneinander  hin,  so  wird  bei  Vor- 
handensein von  Reibung  zwischen  den  Schichten  die  schneller 
fließende  eine  beschleunigende  Kraft 
auf  die  langsamer  fließende  ausüben. 
Die  Größe  dieser  Kraft,  berechnet 
auf  ein  Quadratzentimeter  der  Tren- 
nungsflache, muß  nun  in  Zusammen-  „  _  ..  .  . 
,  ^^  ,  ,  ,  ,  . ,  ,  Fig.  220.  Zur  Defimtion  der 
hang  gebracht  werden  mit  den  ^Flüaeigkeitebewegung. 
hydrod3mamischen  Zustandsgrößen : 

Druck  p  und  Geschwindigkeit  v.  Dieser  Zusammenhang  kann  nur 
experimentell  bestimmt  werden.  Man  hat  gefunden,  daß  innerhalb 
gewisser  Bereiche  von  p  und  v  die  Kraft  vom  Druck  p  unabhängig, 
dagegen  der  Geschwindigkeitsdifferenz  v, — v^  proportional  ist. 
Handelt  es  sich  um  sehr  kleine  Geschwindigkeitsunterschiede  dv, 
dann  ist  die  Flüssigkeitsreibung  proportional  dem  Quergefälle 

dv 
der  Geschwindigkeit  ^— .   Man  führt  als  Zähigkeitskoeffizienten 

Ofl 

den  Buchstaben  x  ein  und  hat  als  Reibungskraft: 

Wendet  man  diesen  in  seiner  Urform  JB  =  x  (^2 —  v^  auf  Newton 
zurückgehenden  Ansatz  auf  das  Elementarparallelepiped  dx  dy  dz 
an,  so  hat  man  für  jedes  seiner  6  Begrenzungsrechtecke  Reibungs- 
kräfte anzunehmen. 

Von  diesen  Reibungskräften  hängen  die  an  dem  Element 
dxdydz    angreifenden    Spannungskomponenten   a^,   Oy,   o^,    t^i 

28» 
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Ty,  T^  ab,  in  einer  Weise,  über  die  verschiedene  mit  (18)  vertrag- 
liche Hypothesen  möglich  sind.  Die  durch  Versuchsresultate 
hinreichend  gesicherte  Hypothese  der  Abhängigkeit  ist  folgende : 

ü^  =  —  2>  — Y«divt;+2x-^; 


=^«(^+^) 


2 


Hier  ist  zur  Abkürzung 


(19) 


dx   ^  dy  ^  dz 
gesetzt,  während  p  den  hydraulischen  Druck  im  Flüssigkeits- 
element bedeutet,  der  durch 

P  =  -'-^±^±±  (20) 

definiert  ist. 

Dieses  Resultat  findet  sich  durch  Addition  der  drei  Gleichungen 
für  die  a.  Die  Normalspannungen  in  den  Grenzen  des  Flüssig- 
keitselementes sind  also  bei  zähen  Flüssigkeiten  nicht  mehr 
mit  dem  Druck  p  identisch,  und  die  Schubspannungen  ver- 
schwinden nicht. 

Die    Gewinnung    der    Bewegungsgleichungen    ist    nunmehr 

sehr  leicht.     Wir  haben  die  Spannungskomponenten   (19)   nur 

einzusetzen   in   die   Gleichgewichtsgleichungen    §  77    eines    Ele- 

mentarparallelepipeds,    wodurch    wir    unter    Aussonderung    der 

dv 
Massenträgheiten  q  -tt  aus  den  Kräften  P  für  inkompressible 

Flüssigkeiten  (divv  =  0)  erhalten: 


dt  dy 


dvi       „       ^P    ,       A 


(21) 


wo  A  das  Zeichen  des  Differentialparameters  (vgl.  §  67)  ist. 
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Hierzu  tritt  noch  die  Kontinuitätsgleichung  im  Falle  inkom- 
preesibler  Flüssigkeiten: 

dx  ~^   dy  '^   dz 

sowie  im   Falle  kompressibler   Flüssigkeiten   außer  der   diesen 
entsprechenden  Kontinuitätsgleichung  noch  die  Zustandsgieichung. 


§  83.    Die  Grenzbedingongen  bei  hydrodynamischen  Antgaben. 

Bei  Flüssigkeitsbewegungen  kommen  der  Natur  der  Sache 
nach  zwei  Arten  von  Grenzflächen  vor: 

a)  Freie  Oberflächen. 

b)  Flächen,  die  Teile  fester  Körper  sind. 

Bew^imgen,  bei  denen  nur  freie  Oberflächen  vorkommen, 
sind  sehr  bekannt.  Z.  B.  ein  fallender  Tropfen  oder  ein  Welt- 
körper sind  unter  diesem  Gesichtspunkt  zu  betrachten. 

Für  ideale  Flüssigkeiten  lautet  die  Grenzbedingung  an  der 
freien  Oberfläche 

p  =  p  (1) 

d.  h.  an  der  freien  Oberfläche  muß  der  Flüssigkeitsdruck  p  dem 
Druck  P  der  Umgebung  gleich  sein.  Im  Weltraum  würde  P  =  0, 
in  der  Erdatmosphäre  dagegen  P  =  1  zu  setzen  sein. 

Für  zähe  Flüssigkeiten  muß  an  der  freien  Oberfläche  die 
Resultierende  der  Spannungen  (Tj,,  Oy,  <r„  Xx»  t^,  t,  mit  der  Re- 
sultierenden des  Druckes  der  Umgebung  übereinstimmen,  d.  h. 
es  gelten  Gleichungen  wie  bei  den  elastischen  Körpern : 

X  =  Ox  cos  (n  x)  +  Tg  cos  (n  y)  +  Xy  cos  (n  z) 

Y  =  Oy  cos  (ny)  +  Xx cos  (n  z)  +  Xg  cos  (n x)  (2) 

Z  =  Og  cos  {n  z)  +  Xy  cos  (n  x)  +  Xx  cos  (n  y) 

wo  für  0x9  (Syj  a^,  t„  t^,  t,  die  durch  (19)  §  82  gegebenen  Werte 
einzusetzen  sind. 

Jede  Oberfläche  (freie  und  nicht  freie)  hat  eine  Gleichung 

/(a:,y,2,0==0  (3) 

in  der  im  allgemeinen  die  Zeit  vorkommt. 

Im  Falle  der  freien  Oberfläche  gibt  (3)  die  mit  der  Zeit 
veränderliche  Gestalt  des  Spiegels,     Die  Form  von  /   liegt  zu- 
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nächst  in  keinem  Äugenblick  fest  und  sie  muß  aus  dem  ganzen 
Komplex  der  Prämissen  (insbesondere  unter  Zuhilfenahme 
der  hydrodjmamischen  Differentialgleichungen)  bestimmt  werden, 
außerdem  aber  auch  folgendem  Ansatz  genügen: 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  daß  an  der  Oberfläche  keine  Ge- 
schwindigkeit relativ  und  normal  zur  Fläche  existiert,  es  können 
nur  relative  Strömungen  in  der  Fläche  stattfinden. 

Ist  /  eine  nicht  freie  Oberfläche,  die  durch  Teile  eines  starren 
Körpers  gebildet  wird,  so  kann  ihre  Gleichung  ebenfalls  die  Zeit 
enthalten.  Man  hat  dann  die  unfreien  Oberflächen  als  Teile  von  sich 
bewegenden  starren  Körpern  zu  betrachten.  Hierher  würden  z.  B. 
die  Schaufelbegrenzungen  in  Kreiselrädern  gehören  oder  auch  die 
Begrenzungsflächen  von  Körpern,  die  sich  in  der  Flüssigkeit  ganz 
oder  teilweise  eingetaucht  bewegen. 

Ist  /  Teil   eines  unbeweglichen  starren  Körpers,  dann  ver- 

df 
schwindet  in   (4)  der  Differentialquotient  — ,  imd  man  erhalt 

als  Oberflächenbedingung 

0/  di  df 

Bis  auf  den  Einfluß  der  Zeit  hat  bei  starren  Körpern  /  eine 
gegebene  Form: 

/  (X,  y,  z,  0  =  0 

und  es  ist  im  Falle  beweglicher  Körper  der  Einfluß  der  Zeit  auf 
die  Konstanten  der  Flächengleichung  zu  bestimmen. 

Man  kann  übrigens  die  Grenzbedingung  (4)  noch  umformen. 

Differenziert  man  nämlich  (3)  nach  der  Zeit,  so  erhält  man 

^  4.  ^^V  ^-^  4- — -^  =  0 
di  '^  dt  dx'^  dt  dy  "*"  dt  dz 

oder  wenn  man  die  Geschwindigkeiten  u,  v,  w  eines  Punktes 
der  sich  bewegenden  starren  Fläche  einführt: 

dt  ^     dx^     dy^      dz  ^  ' 
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Durch  Vergleich  von  (6)  und  (4)  findet  man,  daß  die  in  Rich- 
tung der  Normalen  n  der  Fläche  /  genommene  absolute  Strömungs- 
geschwindigkeit 

Vn  =  Vx  cos  (n  x)  +  Vy  cos  (n  y)  +  v,  cos  (n  z) 
der    nach    derselben    Normalen    genommenen    Geschwindigkeit 
des  Körperpunktes 

N  =  ucos  (nx)  +  V cos  (ny)  +  w cos  (w z) 
gleich  sein  muß: 

Vn  =  N  (7) 

Handelt  es  sich  um  die  Bewegung  von  unbegrenzt  ausge- 
dehnten Flüssigkeitsmassen,  so  muß  man  sich  auch  das  Verhalten 
der  Strömung  im  Unendlichen  klarmachen.  Soll  im  Unendlichen 
Ruhe  herrschen,  so  heißt  dies,  daß  über  eine  genügend  groß  ge- 
nommene geschlossene  Oberfläche  hinaus  weder  im  Ganzen 
noch  in  einzelnen  beliebig  kleinen  Teilen  der 
Oberfläche  o  Flüssigkeit  gelangen  soll.  Für 
diese  Bedingung  kann  man  die  Formel  an- 
schreiben: 

ft;„(fo  =  0  (8) 

•^  Fig.  221.   ZurDefini- 

wo  das  Integral  über  jedes  im  Unendlichen  ge-  tion  eines  volnm- 
legene  Flächenstück  genommen  werden  kann,  beständigen  Körpers. 
Es  bedeutet  v^do  das  in  der  Zeiteinheit  durch 
das  Flächenelement  do  hindurchtretende  Flüssigkeitsvolumen. 
Die  Bedingung  (8)  ist  nicht  erfüllbar,  wenn  sich  in  der  Flüssig- 
keit ein  volumunbeständiger  Körper  bewegt.  Wir  betrachten 
aber  nur  starre  Körper,  für  welche  gilt : 

dtfNdo^O  (9) 

Der  Integralwert,  mit  dt  multipliziert,  bedeutet  das  vom 
Körper  während  des  Zeitraumes  dt  bestrichene  Volumen,  ver- 
mindert um  das  freigewordene  Volumen;  vgl.  Fig.  221.  Diese 
Differenz  muß  aber  bei  starren  Körpern  Null  sein. 

S  84.     Integration  der  Eulerschen  Oleiehnngen  im  Falle  einer 
idealen  wirbelfreien  inkompressibelen  Flüssigkeit. 

Wir  knüpfen  an  an  die  Gleichungen  (14)  bis  (17)  §82  und  führen 
die  Komponenten  von  t;  ein  in  die  Eulerschen  Gleichungen  (7). 
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Man  erhält  folgende  Ansätze: 


dzdt 
dydt 
dz  dt 


+ 


+ 


+ 


1      d 


[(")■- (f)'-(^)"]) — 


dx 

d 

W 

82  [\  Öic  j  "•"  \  ay  /  + 


dp 

dp 
dp 


Bz 


(1) 


Hier  ist  aber 
ZU  setzen,  so  daß  folgende  Gleichungen  entstehen: 

^ dx\dt  ^  2     ^  QJ 


(2) 


8y\  8t 

(- 


8  180    , 


r^-ih 


(3) 


^(^  +  1^+7)  =-^(^'^'^'') 


(4) 


dz  \  dt 

Es  erweisen  sich  also  die  Volumkräfte  X  F  Z  als  Ableitungen 
nach  den  Koordinatenachsen  von  einer  einzigen  Funktion 

1 

9 

Die   Volumkräfte   besitzen   also   ein   Potential. 

Führen  wir  das  Kräftepotential  in  die  Gleichungen  (3)  ein, 

so   erhalten  wir  im  Falle  der  stationären    Bewegung,  bei 

welcher   die   Geschwindigkeit   v   von   der   Zeit  unabhängig  ist, 

d0 

-^—  also  verschwindet,  als  ein   erstes  Integral  der  Gleichungen, 

den  Ansatz 


V  +  p  +  ^Qi^  =  C 


(ö) 


welchen  wir  als  Energiegleichung  der  stationären  Bewegung 
ansprechen.  Nach  ihr  ist  die  Summe  des  Kräftepotentials,  des 
Flüssigkeitsdruckes  und  der  kinetischen  Energie  an  einer  Raum- 
stelle von  Ort  und  Zeit  unabhängig. 
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Schreibt  man  die  Gleichungen  (3)  in  der  Form 


r") 


dxdt         dt  ^x\q 


dydt         dt  dy\Q^      '   '^^   '    2 


(6) 


dzdt       dt  dz\Q^    ^ ^'^  2 

so  sieht  man,  daß  die  zeitlichen  Änderungen  der  Geschinndigkeits- 
komponenten  in  irgendeinem  Zeitpunkte  von  einem  Potential 

[\iV  +  v)  +  \^ 

ableitbar  sind,  wenn  die  Volumkräfte  das  Potential  —  F  und  die 
Greschwindigkeitskomponenten  in  dem  Zeitpunkte  das  Potential  0 
haben.  Damit  ist  aber  folgender  wichtiger  Satz  gewonnen:  Ist 
eine  ideale  inkompressible  Flüssigkeit  in  irgendeinem 
Zeitpunkt  wirbelfrei,  so  bleibt  sie  dies  dauernd,  wenn 
sie  unter  Einfluß  von  Potentialkräften  steht. 

§  85.     Diiichlets  Untersuehung    der  Bewegung  einer  reibungs- 
freien Flüssigkeit  um  eine  KugeF'). 

Eine  Kugel  vom  Radius  R  befinde  sich  im  Anfangspunkt 
eines  Koordinatensystemes  x,  y,  z,  innerhalb  einer  reibxmgsfreien 
Flüssigkeit  der  Dichte  q.  Die  Kugel  sei  fest.  Die  Elemente  der 
Flüssigkeit  unterliegen  massenproportionalen  Kräften  P,  die  vom 
Ort  unabhängig  sind,  also  x,  y,  z  nicht  enthalten.  Dag^en  soll 
in  P  und  seinen  Komponenten  JT,  7,  Z  die  Zeit  vorkommen 
können.     Die  Elräfte  genügen  also  dem  Potential 

F  =  (Zx+  Yy  +  Zz), 
denn  wir  haben  hieraus: 

x-Komponente  =  — —  =  X 

ox 

dV 
y-Komponente  =  -^—  =  Y 

dV 
2 -Komponente  =  — —  =  Z. 
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Die  Bewegimg  wird,  wenn  sie  zu  irgend  einer  Zeit  als  wirbel- 
frei angenommen  wird,  dauernd  wirbelfrei  sein.  Außerdem  wird 
sie  in  großer  Entfernung  vom  Anfangspunkt  so  stattfinden,  also 
ob  die  Kugel  nicht  vorhanden  wäre,  d.  h.  die  Bewegung  ist  im 
Unendlichen  in  allen  Punkten  dieselbe.  Infolgedessen  sind  die 
Differentialquotienten  des  Flüssigkeitsdruckes  p: 
dp       dp       dp 

"ä^'   "äy'   'dz 

im  Unendlichen  nicht  vorhanden,  und  die  Eulerschen  Gleichun- 
gen reduzieren  sich  auf: 

dvg 


dt 


=  X 


(1) 


Hieraus  ergeben  sich  die  Geschwindigkeitskomponenten  im 

Unendlichen : 

t  t 


=^  —  fxdt,  Vy^—Crdt,  v,=—fzdt 


(2) 


0  0 

=  a  =ß  =y 

Das  Nichtvorhandensein  von  Wirbeln  und  die  Existenz 
eines  Ejäftepotentials  ergibt  nach  dem  Früheren  die  Existenz 
eines  Geschwindigkeitspotentials  <2>,  welche  im  ganzen  Flüssig- 
keitsgebiete die  Geschwindigkeitskomponenten  wie  folgt  liefert: 

d0 
~d^ 
dO 
dy 
dO 
dz 


v^  = 


Vt  = 


(3) 


Im  Unendlichen  hat  man  speziell  aus  (2): 
dO  dO        ^       dO 


dx 


öy 


dz 


(4) 
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Überall  hat  O  der  Differentialgleichung  zu  genügen: 

d^O      8^0      8^0 

Diese  Differentialgleichung  formen  wir  auf  Polarkoordinaten 
r,  4-,  <p  um  nach  den  Ansätzen: 

a;  =  r cos  S-;  y  =  r sin  «S-  cos 9?;  2  =  r  sin  S-  sin 9?. 

Im  Anschluß  an  die  Entwicklimg  des  §  72  erhalten  wir  in 
Polarkoordinaten  die  Differentialgleichung  des  Potentials  O: 

ar*   "^         ar  "^  sin-a  a^  "^  sin*^  d(p^   ""       ^  ^ 

Dieser  Gleichung  suchen  wir  zu  genügen  durch  den  Ansatz 

0  =  RX  (7) 

in  welchem  R  nur  die  Variabele  r,  X  dagegen  <&  und  (p  enthalten 

soll.     Die  Ausführung  der  nach  (6)  erforderlichen  Operationen 

an  (7)  und  Einführung  der  Ergebnisse  in  (6)  liefert  den  Ansatz : 


f^R"-ir2rR'        1 
R  +  Z 


.  «fc»i) 


1    a«z 


sin-a  d^  '    sin* -fr   d(p^\      ^ '^^ 

Diese  Gleichung  zerfällt  mit  einer  Konstanten  n  (n  +  1),  in 
welcher  n  eine  ganze  Zahl  ist,  in  zwei  Gleichungen,  nämlich: 

r«  JB"  +  2  r  Ä'  — n  (n  +  1)  JB  =  0  (9a) 

und 

Die  Differentialgleichung  (9a)  hat,  wie  man  leicht  verifiziert, 
zwei  partikuläre  Integrale  r"  und  — — -,  während  (9b)  die  be- 
kannte Differentialgleichung  der  Kugelfunktionen  ist. 

Sind  X„  und  Y^  zwei  Kugelfunktionen  von  «S-  und  93,  welche 
(9  b)  befriedigen,  so  ist 

<P  =  ZUn  »*  Jfn  +  -^  r«)  ÜO) 
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ein  Ansatz,  der  die  Differentialgleichung  (6)  des  Potentials  O 
befriedigt. 

Nunmehr  betrachten  wir  unsere  in  die  Flüssigkeit  getauchte 
Kugel  vom  Radius  B.  Sie  gibt  Anlaß  zur  Einführung  einer  Obei- 
flächenbedingung  nach  §  83  (7).     Nach  diesem  Ansatz 

Vn  =  N  (11) 

soll  die  nach  der  Flächennormale  n  genommene  Geschwindigkeits- 
komponente Vn  der  Flüssigkeit  gleich  der  flächennormal  ge- 
nommenen Bewegungsgeschwindigkeit  N  des  betrachteten  Ober- 
flächenpunktes sein.  Da  die  Kugel  in  Buhe  ist,  ist  N  =  0.  Die 
Komponente  v^  ist  aber  identisch  mit  der  nach  r  genommenen 

Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit,  d.h.  mit -r — .    Wir  haben  also 

an  der  Oberfläche  der  eingetauchten  Kugel  (r  =  B)  die  Be- 
dingung Q0 

-är  =  ^  (12) 

Wendet  man  diese  Bedingung  an  auf  Ansatz  (10),  so  findet 
sich  als  Oberflächenbedingung: 


und  hieraus,  da  jedes  Glied  einzeln  verschwinden  muß: 


(13) 


Hiermit  wird  aber  das  Potential  0: 

oc 


<^  =  i:AnX„{r^+^^-^  (15) 

Dieser  Ansatz  muß  im   Unendlichen  die  Bedingungen  (4) 
befriedigen,  darf  also  zunächst  im  Unendlichen  nicht  unendliche 

30 

Geschwindigkeiten  liefern,  d.  h.  -^ — darf  nicht  unendlich  werden. 

Dies  ist  aber   nur   dann    mögHch,    wenn  n  =  0  oder  =  1  ist; 

d0 

n  =  2  würde  bereits  -r —  unendlich  wachsen  lassen.     Es  verein- 
dr 

facht  sich  also  (15)  auf: 


0  =  A,X,  +  A,X,{r  +  ^^^ 


(16) 
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Nach  §  73  ist 

Xq  =  l  und  X^  =  a  cos  «S-  +  6  sin  S-  cos  ^  +  c  sin  «S-  sin  9?. 
Aq  läßt  man  als  Konstante  fort,  weil  sie  wegen  der  Differentiation 
zu  den  Geschwindigkeitskomponenten  doch  nichts  beiträgt,  und 
Xi  multipliziert  man  mit  r  und  erhält  unter  Einrechnung  von 
Ai  in  die  Konstanten  a,  b,  c 

X^r  =  ax  +  by  +  cz 
oder 


<p  ==  (ax  +  by  +  cz) 


('+4") 


(17) 


Hieraus  ergeben  sich  im  Unendlichen  die  Komponenten 
80 

dx 

dz 


=  a  =a 


=  b=ß 


=  c  =  y 


(18) 


wo  a,  ßy  y  nach  (2)  gegeben  sind.     Mithin  wird  das  Potential 
endgültig : 

<P  =  (l  +  Y^)(ax  +  ^2/  +  yz)  (19) 

Für  die  Geschwindigkeitskomponenten  in  einem  beliebigen 
Raumpunkte  x,  y,  z  findet  man  aus  (19): 
1    JB»\        ^xR^ 


2r* 

3yJg» 
2r* 

3zJB» 


2r* 


(aa;  +  )Sy  +  yz) 
(ax  +  )Sy  +  yz) 
(ax  +  ^y  +  yz) 


(21) 


GreifiBn  wir  jetzt  auf  die  Gleichungen  (3)  §  82  zurück,  so 
liefern  diese  ein  erstes  Integral: 

=  — (C+F)  (22) 

Q 
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Hier  ist  V  das  Kräftepotential  Xx  +  Y y  +  Zz  und  C  eine 

80 
nur  die  Zeit  enthaltende  Int^rationskonstante.    -^  findet  sLch 

jetzt  aus  (19)  im  Verein  mit  (2)  zu: 
womit  sich  der  Druck  p  ergibt: 

An  der  Oberfläche  der  Kugel  findet  sich 

Q  Q  Z  Q  Z 

Multipliziert  man  p  mit  dem  Oberflächenelement  der  Kugel 
jR*  sin  <8"  d^  d<p  sowie  bzw.  mit  cos  ^,  sin  S-  •  cos  q),  sin  <8>  sin  9?  und 
integriert  über  die  Kugel,  so  erhält  man  die  Achsenkomponenten 
P^,  Py,  Pg  der  seitens  der  Kugel  auf  die  Flüssigkeit  ausgeübten 

Gesamtkraft.   Zu  dieser  kaim  aber  C  und  —^  nichts  beitragen, 

weil  diese  Größen  in  diametral  gegenüberli^enden  Punkten  der 
Kugelfläche  entgegengesetzt  gleiche  Anteile  liefern.  Für  G  er- 
kennt man  dies  ohne  weiteres,  für  t;'  aus  dem  Ansatz: 


-![■ 


a*  +  /?*  +  y*- 


Ä* 


der  sich  aus  (21)  ergibt. 

Es  bleiben  also  nur  folgende  Ansätze  übrig: 

P,  = — r  j(Xx+  Yy  +  Zz)cos9-sixi^d^d(p 

0    0 

2»-      TT 

Py  =  —^i    nXx+Yy  +  Zz)Bm^»oo&(pdd^d(p 


=-?//' 


0    0 

ZjT      TT 


Pz  = 2"/    [(X^+  Yy  +  Zz)sw}^8m(pd»d(p 

0    0 
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Wir  führen  die  P^^  betreffende  Intc^ation  aus,  indem  wir 
einsetzen : 

X  =  R  cos  «S-,  y  =  Ä  sin  8-  cos  9?,  2;  =  Jß  sin  d-  sin  9? 
Dann  liefert  X  x  zum  Werte  P^  den  Beitrag : 


-II  cos*  «fr  sin  ^  ( 


2 

ö    ö 
Um  die  auf  d*  bezügliche  Integration 


TT 

rcos^ö-sin-ö^ 


d» 


zu  bewerkstelligen,  greifen  wir  auf  die  Formel  Hütte  1908,  S.  78 
zurück  : 

/sin'  X  cos«  xdx  = ; h  —, —  /  sin»*«  cos«— 2 x  dx 
p  +  q  P  +  ^J 

welche  mit 

x  =  »,  p  =  l,  q  =  2 
liefert: 

sin*  ^  COS  ^        cosö- 


3  3 

Die  Integration  zwischen  0  und  n  ergibt 
sin*  ö-  cos  ^        cos  ^ 


1  2 

=  0-0--(-l-l)  =  - 

Es  erübrigt  jetzt  noch,  die  Int^ration  nach  q)  auszuführen, 
welche  liefert 

27 

2    ,  4 


/ 


^d<p=-n 


0 

2 
Also  wird ^jt  X  R^  der  von  Xx  herrührende  Anteil  zu  Pg. 

Die  Berechnung  des  Anteils  von  Fy  an  P^p  führt  auf  das 
Integral 

2t    TT 


J  j  sin^&^coB  9' 008  q>dQ^dq) 
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Hier  ist  zunächst  das  ixuiere  Integral 

TT 

r8in*ö^co8»(i-& 

zu  bilden,  für  welches  man  auf  Grund  der  gleichen  Formel  aus 
der  Hütte  den  Wert: 


sind- cos*  S"        sin-fr 

ö  I  ö 


ff 

=  0 


erhält.     Y  y  liefert  also  zu  P^  keinen  Beitrag,  ebensowenig  Z  2. 
Es  wird  also  endgültig: 

Entsprechend  findet  man: 


und 


Py  =  -^nYB? 


P,  =  —^7lZS» 


Hier  erkennt  man  aus  den  negativen  Vorzeichen,  daß  wir 
die  seitens  der  Kugel  auf  die  Flüssigkeit  ausgeübte  Kraft 
gefunden  haben  (wie  schon  oben  vorausgesagt),  welche  der  Rich- 
tung der  Komponenten  X,  F,  Z  naturgemäß  entgegengesetzt  ist. 

Die  mit  positivem  Vorzeichen  versehene  Resultante  von 
Pjp,  Py,  Pg  üefert  dag^en  die  auf  die  Kugel  ausgeübte  Kraft. 

-l-jrÄ'yx^  +  r^  +  z*' 
«> 

Handelt  es  sich  um  eine  stationäre  Flüssigkeitsbew^ung, 
bei  welcher  X,  Y,  Z  Null  sind,  so  wird  die  auf  die  Kugel  aus- 
geübte Kraft  ebenfalls  Null.  Einer  stationären,  wirbelfreien 
Bewegung  einer  reibuxigsfreien  Flüssigkeit  setzt  dem- 
nach eine  eingetauchte  Kugel  keinen  Widerstand  ent- 
gegen. 
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§  86«     Die  Diflerentialgleiehungen  der  Bewegnng  inkompressibler 
Flüssigkeiteil  von  Lagrange. 


I.  Die  Gleichimgen  von  Euler 


'~dt 

dVy 
IT 

dvg 
IT 


=  x 


=  7 


=  Z 


1    dp 


Q 

dx 

1 

dp 

e 

dy 

1 

dp 

dz 


(1) 


enthalten  außer  der  Zeit  t  als  unabhängige  Veränderliche  die 
Koordinaten  x,  y,  z  eines  Raumpunktes  der  Flüssigkeit  und 
liefern  die  G^chwindigkeitskomponenten  Vj^,  Vy,  v,  als  Funktionen 
der  Zeit  und  des  Ortes 
Differentialgleichungss3rstem 


Sind  Vgy  Vy,  Vg  gefunden,  so  liefert  das 


VxiVyiVg  =:^  dz  :  dy  :  dz 

die  Stromlinien. 

Führt  man  jetzt  in  (1)  sowie  in  die  Kontinuitätsgleichung 


dv^       dvy_       dvg_  ^ 
dx  '^  dy  "^   dz 


(2) 


statt  der  Koordinaten  eines  Raumpunktes  x,  y,  z  die  Koordinaten 
a,  by  c  eines  bestimmten  Flüssigkeitsteilchens  zur  Zeit  t  =  0  ein, 
so  erhält  man  die  Differentialgleichungen  von  Lag  ränge. 
Die  Umformung  geschieht  an  Hand  der  Ansätze: 


dp 
da 

dp 
dx 

dx 
da  ^ 

dp  dy 

8y  8a 

+ 

dp 

~d^ 

dz . 

da 

dp 

db  ~ 

dp 

dx 

dx 
8b  ^ 

dp  dy 
dy.db 

+ 

dp 

dz 

dz 

8b 

dp 
de 

dp 

dx 

dx 

de  ^ 

dp  dy 
dy   de 

+ 

8p 

dz 

dz 
de  j 

und  liefert: 

Hort,   DiSerentlalgleicbuncen. 

(3) 


29 
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S^x  dx        S^y  dy        c^z   dz 


dfi  da 

^^Y^A^Z  —  —  —  ^ 
da'^       da  '^      da        q   da 


8^x  dx 
~Wdb^dfi   db 

=  x 


2^y  dy        d^z   dz 

^'dW'dh 

dx 


A.Y^^Z^  —  ^^ 
db'^      db  '^       db        Q    db 


(4) 


d^x  dx        d^y  dy        d^z   dz 
~W~dc^~W~dc'^~d^~dc 

de  ^       de  ^       de        Q    de 

Die  Umrechnung  der  Kontinuitätsgleiehung  auf  die  ab 
hängigen  Vaiiabeln  a,  b,  e,  die  wir  im  einzehien  nicht  durch 
führen  wollen,  liefert 

dx   dy  dz 

~da~dä'dä 

dx   dy  dz 

~db^~db 

dx   dy  dz 

^~de~de 


=  1 


(6) 


Durch  das  Gleichungssystem  (4)  und  (5)  wird  die  Bahn 
eines  Flüssigkeitsteilchens,  welches  zur  Zeit  <  =  0  sich  am  Orte 
a,  6,  c  befand,  durch  die  Gleichungen 

^  =  9^1  («>  6>  c»  0 

y  =  9^2(«>  ^>  c>  0  (6) 

2  =  q>z(ay  b,  e,  t) 
bestimmt,   wozu  noch  eine  weitere  Gleichung  für  den   Druck 
kommt  : 

P=<P4,  («>  ^»  c,  0  (7) 

11.  Die  Gleichungen  (4)  können  im  Falle  der  Existenz  eines 
Kräftepotentials 

dx'  dy'  dz 


X  = 


(8) 
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auf  eine  emfachere  Form  gebracht  werden,  indem  man  zugleich 
die  linken  Seiten  umformt. 
Es  ist 


dx  e^x        dx   dv^ 


da  dfi        da    dt 


__a_/   ^x\_     ^x   _  d  I    dx\ 

~"  dt  V*  da]      ^*  dadt  ~  dt  V*  da}' 


2    da 


""  dt  \^  db)       2    db 


Entsprechend  z.  B. 
dy  d^y 
db  dt* 

Die  Gleichungen  (4)  werden  jetzt: 
d  (     dx\        d  [     dy\        d  1     dz\ 


^_aF l   dp        l    di^ 

da        Q   da  "^  2    da 


(9) 


nebst  zwei  analogen  Ansätzen.  Hier  kann  man  nach  t  integrieren 
zwischen  den  Grenzen  t  =  0  und  t  =  t.  Zur  Zeit  <  =  0  sei  die 
Geschwindigkeit  v^  im  Punkte  a,  6,  c,  der  zur  Zeit  ^  =  0  mit 
Xy  y,  z  identisch  ist.    Dann  gilt: 


(10) 


dx 

da 

=  1; 

da 

=  0; 

dz 

da 

dx 
db 

=  0; 

db 

=  1; 

<=0 

dz 
db 

dx 

de 

=  0; 

(=0 

Sy 

de 

=  0; 

(=0 

dz 
de 

Die  Integ] 

ration  liefert,  w 
f 

enn  wir 

= 

0 

<=0     . 

=r 

0 

t^O 

= 

1 

<-0 

-/(-"-f+l") 


dt 


setzen: 


dx    ,        dy    ,        dz  ,    du 


da 

dx 


da 


da 


da 
du 


Sy    ,        dz 


dx 


dy_ 

de 


»« -:r-  +  "»  ^T  +  »» -^:r  =  »«0  + 


dz 


dU 

de 
29» 


(11) 
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Durch  diese  Gleichungen  werden  die  Geschwindigkeits- 
komponenten eines  Flüssigkeitsteilchens  zur  Zeit  t  mit  den  Kom- 
ponenten zur  Zeit  ^  =  0  verbunden. 


a^' 


Fig.  222.   Zur  Definition  des 
Linienint^grals. 


223.     Integration  über  den 
Band  eines  Rechtecks. 


§  87.    Der  Integralsats  yon 
Stokes. 

Der  Satz  von  Stokes  be- 
schäftigt sich  mit  der  Untersuch- 
ung von  Linienint^ralen,  d.  h. 
von  Integralen  einer  Größe  P,, 
genommen  über  eine  offene  oder 
geschlossene  Kurve  8  (Big,  222). 

Ein  solches  Integral  lautet: 

fPsds  (1) 

und  stellt  die  Arbeit  dar,  welche 
die  tangential  zur  Kurve  8  ge- 
richtete Kraft  Pg  bei  Umfahrung 
der  Kurve  leistet. 

Betrachten  wir  jetzt  P,  als 
diejenige  Komponente  eines  Vek- 
tors P,  die  in  die  Richtung  von 
ds  fällt,  so  kann  man  das  linien- 
int^ral  durch  die  Komponenten 
X,  7,  Z  von  P  ausdrücken: 

/P.d8  = 

r  '  (2) 

jXdx  +  Tdy  +  Zdz 


Fig.  224.     Integration  über  eine 

gesohloBsene  Kurve  in  einer 

Koordinatenebene. 


Wir  berechnen  nun  das  Li- 
nienintegral für  den  Fall,  dafi 
die  Kurve  8  ein  kleines  achsen- 
paralleles Rechteck  in  einer  der  Koordinatenebenen,  z.  B.  der 
x-2-Ebene,  ist.  Dann  haben  wir  nach  der  Fig.  223  als  Integralwert: 


Z dz+  (x  +  ^  d:^dx—(z 

_(dX        dZ\ 
"[dz         dx) 


dx 
dxdz. 


dx\dz — 


Xdx 
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Ist  das  Flächenelement  in  der  a;-2-Ebene  jetzt  kein  Recht 
eck  dxdz,  sondern  eine  beliebig  berandete  kleine  Figur  dFy 
(Fig.  224),  so  kann  man  diese  in  Rechtecke  dx  dz  auflösen  und 
für  jedes  dieser  Rechtecke  das  Linienintegral  aufstellen.    Bildet 
man  die  Summe  aller  dieser  linienint^rale: 

^\dz       dx)^ 


\dxdz 


so  ergibt  sich  das  Linienintegral  über  die  Berandung  von  dF^ 
nämlich 


\dz      dx}"^  \dz       dx) 


ll'l-' 


(3) 


weO  bei  der  Summation  die  Seiten  der  Rechtecke  dx  dy  je  zweimal 
in  entg^engesetztem  Sinne  durchlaufen  werden,  so  daß  die  auf 
die  Rechteckseiten  entfallenden  Teile  der  linienint^rale  sich 
aufhebffli  und  nur  die  auf  die  Umgrenzung  von  dFy  entfallenden 
Anteile  übrig  bleiben. 

Entsprechend  sind  nun  noch  die  linienintegrsle  für  kleine 
Figuren  dF^g  und  dF^  in  der  y-z-  bzw.  a;-y-Ebene 

IdZ       d7\ 
\dy        dzy 


mit 


bzw. 


dy 
'87 


dz 

dX' 


\dF, 


idY     dx\ 

\dx        dy ) 


dF^ 


(3) 


Fig.  225.  Linieiiintegral  über  den 
Rand  eines  BreieGks. 


^dx 

anzuschreiben. 

Qehen  wir  jetzt  dazu  über, 
das  Linienintegral  für  ein  kleines 
Dreieck  dF  =  A  BC  zu  bilden, 
welches  nach  Fig.  22Ö  orientiert 
ist,  so  kann  man  die  Integration 
über  den  Umfang  ABC  ersetzen 

durch  die  Summe  der  Integrationen  über  die  drei  Dreiecke 
dF,  =  OABO,  dF^  =  OBCO,  dFy  =OGAO,  wobei  sich 
die  Integrationsanteile  längs  0 A,  OB,  0  0  aufheben  und  nur 
der  Anteil  längs  ABC  übrig  bleibt.  Als  Linienintegral  längs 
ABC  haben  wir  demnach : 

(if-^)--+(^-§)-.+(w-f)-- 
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oder  mit  Einführung  der  Achsenwinkel  der  Nonnale  n  des  Drei- 
ecks ABC 

'dZ        dY\       ,      .  .  /dX        dZ\       ,      ^ 

— jco8(ny) 


l(f-^)-'-"+(- 


+ 


dz 
er 


(^-^)^"«("^)} 


COS  (nz)\dF 


(4) 


dx         dy 

Da  aber  die  oben   entwickelten  Ansätze   (3)   für  beliebig 
gestaltete  dF^^  dFy,  dF^  galten,  so  gilt  auch  (4)  für  ein  beliebig 

gestaltetes  Element  dF. 

Ebben  wir  nunmehr  eine 
endliche  Fläche  F,  so  kann  man 
diese  durch  ein  liniensystem 
nach  Fig.  226  in  Elemente  dF 
zerlegen.  Integrieren  wir  nun 
den  Ausdruck  (4)  über  die  ganze 
Fläche,  so  resultiert  augenschein- 
Uch  als  Summe  das  Randintegral 
(1)  bzw.  (2),  weil  die  Integra- 
tionsanteile längs  der  Linien  im  Innern  von  F  verschwinden. 
Wir  haben  dann  endgültig  als  Ausdruck  des  Satzes  von  Stokes: 

j{Xdx+  Ydy  +  Zdz)  =  jyj^-^_^)co8(»x) 


Fig.  226.  linienintegral  über  eine 
beliebige  Randkorve. 


+ 


ex 


dz\     ^ 


IdT        dX\ 


^     ,Q08(nz)\dF     (5) 

^y  /         j 


dz  dx  I        ^    ^'    >   \  dx 

womit   das   Linienintegral    (2)   in   ein   Flächenint^gral   überge- 
führt ist. 

Der  Satz  (5)  gestattet  noch  eine  einfachere  Schreibungsart, 
wenn  man  beachtet,  daß  die  Ausdrücke 

dz      dY     dx     ez     er     ex 


dy 


dz 


dz 


dx  '      dx 


dy 


1 


aus  den  Komponenten  Z,   y,  Z  bis  auf  den  Faktor  -^  ebenso 

gebildet  sind  wie  die  Wirbelkomponenten  Wj;»  <Wy,  a>,  in  §  82  aus 
den  Geschwindigkeitskomponenten  v^,  Vy,  Vg.  Demnach  kann 
man  die  erstgenaimten  Größen  als  Komponenten  des  Wirbels  C 
von  P  bezeichnen.     Man  schreibt: 
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C  =  Wirbel  von  P 
oder  unter  Benutzung  des  englischen  Wortes  für  Wirbel: 

e  =  curl  ?ß 
und  würde  haben: 

//  {(^x  cos  (n  x)  +  Cy  cos  (n  y)  +  C,  cos  (n  z)}  dF 

=  J(Xdx+  Ydy  +  Zdz)       (6) 

In  der  Kiammer  { }  steht  nun  nichts  anderes  als  0^,  die  zur  Fläche -F 
normale  Komponente  von  ©. 

Es  ergibt  sich  also  als  einfachste  Form  des  Satzes  von 
Stokes: 

ffCndF=fP,d8  (7) 

Durch  diesen  Ansatz  wird  ein  Linienintegral  in  Flächen- 
integral und  umgekehrt  umgeformt. 

§  88.    Die  Sätze  von  Helmholtz  über  die  Wirbelbewegungen «>). 

I.  Wir  nehmen  jetzt  an,  daß  die  Wirbelkomponenten  (Oj., 
o>yy  (Og  zum  mindesten  in  einem  Teile  der  Flüssigkeit  nicht  ver- 
schwinden. 

Durch  Differentiation  an  den  Ausdrücken  (12)  §  52  stellen 
wir  fest,  daß  der  Ansatz  gilt 

dcor         dcov        dco» 


dx     '     dy     '     dz 

Entsprechend  §  70  bezeichnen  wir  die  linke  Seite  des  An- 
satzes als  Divergenz  des  Wirbelvektors  co,  welche  demnach 
überall  verschwindet: 

Divcü  =  0.  (2) 

Andererseits  kaim  man  auch  die  Gleichungen  (12)  §  82  in 

Vektorform  schreiben.    Diese  Gleichimgen  sagen  nichts  anderes 

aus,  als  daß  der  Vektor  cü  der  Wirbel  des  Vektors  v  sei.    Unter 

Benutzung  des  Wortes  curl  für  Wirbel  schreibt   man  demnach: 

CO  =  curl  V  (3) 

Ansatz  (2)  kann  hiemach  auch  in  die  Form  gebracht   werden: 

Div  curl  t;  =  0.  (4) 
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Diese  Gleichung  spricht  den  wichtige  Satz  der  Vektor- 
analysis  aus:  Die  Divergenz  des  Curles  eines  Vektors 
ist  immer  gleich  Null. 

II.  Wir  haben  also  die  Bew^ung  der  Flüssigkeitsteilchen 
durch  zwei  Vektoren  v  und  cd  gekennzeichnet. 

In  jedem  Punkte  der  Flüssigkeit  sind  dadurch  zwei  Richtungen 
festgelegt:  die  Richtung  des  Geschwindigkeitsvektors  imd  des 
Wirbelvektors. 

Greht  man  von  einem  Flüssigkeitspunkt  in  Richtimg  eines 
der  Vektoren  zum  benachbarten  Punkt,  so  erhalten  wir  zwei 
Liniensysteme:  die  Stromlinien  xmd  die  Wirbellinien. 

An  ersteren  ist  in  jedem  Punkt  der  Geschwindigkeitsvektor 
Tangente,  an  letzteren  der  Wirbelvektor. 

Beide  Liniensysteme  werden  durch  die  Differentialgleichungs- 
systeme bzw. 

dxidyidz  =  v^iv^iVg  (Stromlinien) 
und 

dx:dy:dz  =(o^:(Oy:(Og  (Wirbellinien) 

bestimmt. 

Bringt  man  an  einer  Stromlinie  8 
in  zwei  Pimkten  Pj  und  Pj»  ^-  227, 
senkrecht  zu  ihr  zwei  Flächenelemente 
/i  und  /}  an,  so  kann  man  sich  durch 
die  Berandimg  von  /^  alle  Stromlinien 
gelegt  und  /j  so  gewählt  denken,  daß 
seine  Berandimg  von  denselben  Strom- 
linien gebildet  wird. 

Den  von  allen  diesen  Stromlinien 
gebildeten  röhrenförmigen  Bereich  neimt  man  einen  Strom- 
faden, dessen  Querschnitt  an  beliebiger  Stelle  /  sei. 

Wenden  wir  jetzt  auf  das  zwischen  P^  und  Pg  liegende  Stück 
des  Stromfadens  den  Satz  von  Gauß  (s.  §70)  an: 


Fig.  227.    Zur  Definition 
des  Stromfadens. 


P. 


jdivvdr  =  fdivvfds  =  —  fv^do 


(6) 


wo  do  das  Oberflächenelement  des  Stromfadenteiles  ist,  so  redu- 
ziert sich  das  Integral  (v^do  auf  die  von  den  Endflächen  /j 
und  /j  herrührenden  Anteile  —  ^2/2  +  Vj  /j.    Hiermit  ergibt  sich 
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aber: 


Jdivvfds  =  v,  /j,  —  Vi  /i  (6) 

Px 

Liegt  mit  div  v  =  0  eine  inkompressible  Flüssigkeit  vor, 
so  wird  hiernach 

^2  /«  =  ^1  /i  =  Const,  (7) 

d.  h.  alle  Querschnitte  eines  Stromfadens  werden  in 
gleichen  Zeiten  von  gleichen  Flüssigkeitsmengen  vf 
durchströmt. 

Bildet  man  in  analoger  Weise  zu  einer  gegebenen  Wirbellinie 
einen  Wirbelfaden,  so  gelangt  man,  da  divco  stets  Null  ist, 
zu  dem  Satz: 

ö>«  U  =(^ifi  =  Const,  (8) 

d.h.  das  Wirbelmoment cü  /  ist  längs  des  ganzen  Wirbel- 
fadens konstant. 

III.  Ziehen  wir  jetzt  in  der  Flüssigkeit  zur  Zeit  t  =  0  eine 
geschlossene  Linie  Sq,  so  werden  wir  zur  Zeit  t  die  Flüssigkeits- 
elemente aufsuchen  können,  die  zur  Zeit  t  =  0  die  Linie  Sq  er- 
füllten. Sie  werden  eine  Linie  8  erfüllen.  Durch  die  Linien  Sq 
und  S  l^en  wir  Flächen  Fq  und  F,  die  zu  den  Zeiten  0  und  t 
von  denselben  Flüssigkeitsteilchen  erfüllt  seien.  Bilden  wir 
jetzt  das  Linienintegral  der  Geschwindigkeit  zur  Zeit  0,  zu  welcher 
das  einzelne  Flüssigkeitselement  die  Koordinaten  a,  &,  c,   habe: 

J  V«,  da  +  Vy,  db  +  Vg^  de 

s. 
so  liefern  die  Gleichungen  (11)  §  86  einen  Zusammenhang  mit 
dem  linienint^ral  der  Geschwindigkeit  über  dieselben  Flüssig- 
keitselemente zur  Zeit  t.    Beide  Integrale  sind  gleich,  da 

verschwindet. 

Nach  dem  Satz  von  Stokes  folgt  aber  aus  der  Gleichheit 
der  Linienintegrale 

v^dsQ  =  fvda  (9) 

die  Gleichheit  der  zugehörigen  Flächenintegrale 

fJ(On.dF^   =Jf(OndF  (10) 


/' 
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WO 


gilt. 


0)  =  curl  V 


Für  ein  unendlich  kleines  Flächenelement  /  hatten  wir  das 
Produkt  CO  /  als  Wirbelmoment  eines  Wirbelfadens  be- 
zeichnet. 

Wir  neimen  jetzt 


/;. 


(11) 


das  Wirbelmoment  der  endlichen  Fläche  F,  dessen  Konstanz 
im  Verlauf  der  Bewegung,  sofern  F  immer  von  denselben  Flüssig- 
keitsteilchen gebildet  wird,  durch  den  Ansatz  (10)  für  eine  unter 
Einfluß  von  Potentialkräften  erfolgende  Flüssigkeitsbewegung 
ausgesprochen  wird. 

IV.  Nehmen  wir  jetzt  an,  daß 
die  Fläche  F  nach  Fig.  228  von 
Wirbellinien  gebildet  sei,  so  gibt  es 
keine  Wirbelkomponenten  cü„  nor- 
mal zur  Fläche,  d.  h.  das  Wirbel- 
moment der  Fläche 


ffcondF  =  0 


Fig.  228.   Von  Wirbellinien 
erfüllte  Fläche. 


Diese  Eigenschaft  des  Wirbel- 
momentes einer  von  Wirbellinien 
erfüllten  Fläche  bleibt  dauernd  er- 
halten ;  es  kann  also  niemals  eine  normal  zur  Fläche  gerichtete 
Wirbelkomponente  entstehen.  Dieser  Satz  gilt  für  jede  irgend 
wie  geartete  Fläche  F,  also  auch  für  einen  schmalen  Streifen 
längs  einer  Wirbelhnie.  Aus  der  dauernden  Abwesenheit  von 
normalen  Wirbelkomponenten  zu  einem  solchen  Streifen  folgt 
das  dauernde  Verbleiben  aller  Flüssigkeitsteilchen 
auf  der  Wirbellinie,  sofern  sie  sich  zu  irgend  einer 
Zeit    auf    derselben   befanden. 


§  89.    Umformung   der  Eulerschen  Differentialgleichongen    anl 
Zylinderkoordinaten. 

I.    Die  in  der  Technik  verwendeten  Flüssigkeitsströmungen 
verlaufen   mehr  oder  weniger  symmetrisch  um   eine  Achse. 
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Für  solche  Bew^iingen  sind  die  Zylinderkoordinaten  r,  9?,  z 
statt  der  Cartesischen  Koordinaten  x,  y,  z  zweckmäßig.  Gegen- 
stand der  Untersuchung  sind  wieder 
die  [Strömungsgeschwindigkeiten  (Fig. 
229)  bzw.  deren  Komponenten: 

Vf  =  Radialgeschwindigkeit. 
Vi  =  Tangentialgeschwindigkeit. 
t;,  =  Axialgeschwindigkeit. 

Für  die  ersten  beiden  besteht  fol- 
gender Zusammenhang  mit  v^  und  v^: 


v,  =  Vf  cos  9?  —  Vi  sm  9? 
Vy  =  Vf  sin  q)  +  Vi  cos  9p 


(1) 


während  r,  ungeändert  bleibt. 

Durch  Differentiation  der  Formeln 
(1)  nach  der  Zeit  gewinnt  man  die  Be- 
schleunigungen : 


Fig.  220.     Die  Strömunga- 
geschwindigkeiten  in 
Zylinderkoordinaten. 


dvx 
~di 


dVf 


d(p       dvi 


=  — —  cos  9?  —  Vf  sm  99  -7^ -7—  sm  99  —  Vi  cos  <p 


dt 


dt        dt 


d<p 
~di 


bzw.  mit  den  Beschleimigungen : 

d(p 


Vt  =  r 


dt 


und 


dr 

'^  =  -Tt 

1  d{Vir) 
'  r     dt 


+ 


1  d(Vir) 
r     dt 


sm  <p 


cos  9p 


(2) 


und  entsprechend: 

eivv       IdVf        v#*\    . 

In  gleicher  Weise  formen  wir  die  in  den  Eulerschen 
Gleichungen  vorkommenden  Komponenten  X  und  Y  der  äußeren 
Massenkraft  auf  eine  Radial-  und  eine  Tangentialkomponente  R 
bzw.  T  um: 

X  =  jB  cos  9?  —  T  sin  9p  I 

r  =  Äsin^j-fl'cos^?!  ^   ^ 

Schließlich  sind  die  Größen  -r—  und  -^—  noch  durch  -r—  und  -^ — 

öa:  dy  dr  dcp 
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auszudrücken : 

dp  _  dp  dr  dp  dq> 
'dx  '^'dr'dx'^'d^'dx 
dp  _  dp  dr  dp  d(p 
'dy  "  ~dr  ~dy"^ 'd^ 'dy 


W 


Aus   diesen   Ansätzen  folgen   vermöge  der  Definition  der 
Zylinderkoordinaten : 


r«  =  x*  +  y*,     tg  99  =  — 


dr 

8x   =**°'^' 

dr 

dy   =™9' 

8q>              sin  <p 

dx                  r 

d<p      cos  99 

dy          r 

(6) 


die  Transformationsgleichungen : 

dp        dp 

— —  =  -— -  cos  w 

dx         dr         ^ 


dp  sin  99 


dp        dp     . 

—  =  — sm^^+g^ 


d<p      r 
dp  cos  99 


(6) 


Die  Gleichungssysteme  (2),  (3),  (6)  sind  nun  in  die  Euler- 
schen  Gleichungen  §  82  einzuführen.  Es  finden  sich  zimächst 
die  Ansätze: 

UdVr        Vt\                   ld(vtr)     .       \        p  ^   , 

Q\[—r. jcos  99 -=—^  sm  99|  =  RcoB(p — T8in99 


dp  dp  Qm.  CO 

— ^  cos  99  +  -T-^- — 

dr         ^  ^  d(p       r 


ß|l--r- 1  sm  99  H -jj^  cos  99|  =  jKsm9?  +  TcoB99 


dp 


dr 


sm  99 


dp  cos  99 


d(p 


(7) 


Nach    Multiplikation    mit    cos  99    und    sin  99    und    Addition 
erhält  man: 

dp 
'dr 


^[-df-TJ^^- 


(8) 
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Nach  Subtraktion: 

^'  r     dt  r  dq> 

HierzTi  kommt  als  dritte  Gleichung: 

^  dt  dz 


(9) 


(10) 


Die  Kontinoitätsgleichung  endlich  nimmt  die  Form  an: 


dx  "^ 


'dy"^~dz~ 


d{vrr) 
8r 


8(Vzr) 

8z 


=  0        (11) 


Wir  schreiben  noch  die  Wirbelkomponenten  für  Zylinder- 
kooidinaten  an: 

^d{vtr)        dvi 


1   IdivtT)  dvX 

1   (dv^  övA 

\    IdVr  d{vtr)\ 

^'        2r\d(p  dr    J 


(12) 


Die  Herleitung  der  Ansätze 
(12)  geht  aus  von  den  Wirbel- 
komponenten in  Gartesischen 
Koordinaten  §  82  (12),  unter  Be- 
nutzung der  Transformationsfor- 
meln (5)  dieses  Paragraphen. 

Die  Wirbelkomponenten  (12) 
tragen  folgende  Benennungen : 
(üf  =  Badialwirbel, 
(Ol  =  Tangential-     oder    Ring- 

Wirbel, 
(Og  =  Axial  Wirbel, 
die  in  positivem  Sinn  in  Fig.  230  gezeichnet  sind. 

II.  Auch  in  Zylinderkoordinaten  lassen  sich  die  Sätze  über 
wirbelfreie  und  nicht  wirbelfreie  Bewegungen  (vgl.  §  84  und  88) 
aufstellen. 

Insbesondere  existiert  im  Falle  der  wirbelfreien  Bewegung 
ein  Geschwindigkeitspotential  <2>,  welches  der  Differentialgleichung : 


Fig.  230.   Die  Wirbelkomponenten 
in  Zylinderkoordinaten. 
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genügt.     Aus  0  leiten   sich    die  drei  Geschwindigkeitskompo- 
nenten wie  folgt  ab: 

ad>  1  80  80 

Der  den  Gleichungen  (3)  §  82  analoge  Ansatz  lautet : 


^+i«'+f)=''l 


dz\8t'2        ■    Qj 
woraus  sich  wiederum  ein  Kräftepotential 


(16) 


)=- 


V(r,(p,z,t) 


(16) 


ergibt. 

III.  Besonders  einfach  werden  die  Differ^titialgleichungen 
in  Zylinderkoordinaten,  wenn  es  sich  um  eine  achsensym- 
metrische Flüssigkeitsbewegung  handelt.  Diese  Be- 
wegungsart  ist  dadurch  charakterisiert,  daß  die  Geschwindigkeit 
und  der  Druck  von  der  Koordinate  9?  unabhängig  sind,  d.  h. 
dadurch,  daß 

8p 


1^  =  0.    1^  =  0. 

8<p  dq) 


8<p 


=  0 


(11) 


gilt.      Damit  nehmen  die  Gleichungen   (8),   (9),   (10),   (11)  die 
Form  an: 


dp 
87 


8p 

'dz 


8{rv,) 

dz 


=  0 


(8a) 

(9a) 

(10a) 

(IIa) 
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Aus  diesen  Gleichungen  ist  die  Koordinate  (p  vollständig 
verschwunden,  nur  r  und  z  sind  als  unabhängige  Vaiiabele  übrig 
geblieben.  Offenbar  genügt  es,  wenn  man  Vf,  v^,  Vg,  p  für  die 
Punkte  einer  beliebigen  durch  die  Z-Achse  gelten  Meridian- 
ebene bestimmt.  Durch  Botation  dieser  Meridianebene  um  die 
Z- Achse  erhält  man  die  Geschwindigkeit  und  den  Druck  in  allen 
anderen  Raumpunkten. 

In  jeder  Meridianebene  bestimmen  nun  v^,  und  Vg  die  Bahn- 
elemente von  Kurven  C  (Fig.  231),  durch  deren  Rotation  um  die 
Z-Achse  Flächen  entstehen,  auf  denen  die  Flüssigkeitsbahnen 
liegen.      Letztere  sind  einander  kongruent. 

Die  Wirbelkomponenten  (12)  neh-  ^  i 

men  im  Falle  der  achsensymmetrischen  ^^     1/^ 

Bew^img  die  Form  an: 
1    d(rvt) 


Cur  = 


2r      dz 


Wi 


(Og  = 


""    2  \dr        dz 
d(rvt) 


') 


1 


(12a) 


2r     er 
Fragffli   -wir  nach    einer   achsen- 


V 


Fig.  231.    Stromlinie  in  der 
Meridianebene. 

symmetrischen  stationären  wirbelfreien 

Strömung,   so  sind   zunächst  die  Gleichungen  (12a)  zu  erfüllen 

durch  die  Ansätze: 

c  dvg 

7'     "ä7" 


Vt 


dz 


welche   die  Wirbelkomponenten  o),,  o)^,  (Og  zum  Verschwinden 
bringen,    c  bedeutet  eine  Konstante. 
Der  Gleichung 

dvg_dvj^  =  0 
dr        dz 
genügt  man  durch  den  Ansatz: 

ad>        __  dO 

wo  O  eine  Funktion  von  r  und  z  ist.    Diese  hat  noch  der  Konti- 
nuitätsgleichung (IIa)  zu  genügen,  d.  h.  dem  Ansatz 


Vz  = 


(17) 


(18) 
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ö.ö.o 


8r       +^är^=»  W 

woraus  sich  die  partielle  Differeatialgleichung  ergibt: 

Wichtiger  als  dies  Geschwindigkeitspotential  0  ist 
die  sogenannte  Stromfunktion  !P,  die  wie  folgt  gewonnen 
wird.  Es  ist  ersichtlich,  daß  die  Kontinuitätsgleichung  (IIa) 
durch  den  Ansatz  befriedigt  wird: 

Hiemach  ist  !P  in  Gleichung  (17)  einzuführen,  wodurch  sich 
für  T  die  partielle  Differentialgleichung  findet: 

d^T       1  BT      S^T 

Jede  Funktion  !P  von  r  und  z,  welche  diese  Differential- 
gleichung befriedigt,  ist  geeignet,  eine  achsens3nnmetrische 
stationäre  wirbelfreie  Bewegung  darzustellen. 

Bildet  man  das  Differential  von  T: 

so  findet  sich  unter  Einführung  von  (21): 

—  Vgdr  +  Vfdz  =  0 
d.  h. 

Vg   __  dz 
Vf        dr 

Hieraus  ergibt  sich,  daß  überall  die  in  die  Meridianebene 
fallende  Komponente  der  Strömungsgeschwindigkeit  mit  dem 
Kurvenelement  der  Kurve 

(!Pr,2)  =  C 

zusammenfällt.  Die  Strömung  findet  also  in  der  Meridianebene 
längs  der  Kurve  C  statt.  Aus  diesem  Grunde  heißt  !P  die  Strom- 
funktion. 
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§  90.    Orandlegiing  der  Tarbinentheorie  von  H.  Lorenz. 

Das  durch  eine  Turbinenzelle  strömende  Wasser  übt  auf 
die  Zellenwände  1  und  2,  längs  deren  es  strömt,  Drucke  ^  und  p^ 

aus  (Fig.  232).    Zerlegt  man  diese  Drucke,  p^ 

die  bei  reibungsfreier  Bewegung  auf  den  /\      7  '^ 

Zellenwänden  senkrecht  stehen,  in  eine  '     >y^   / 

radiale  und  eine  tangentiale  Komponente,     f^^^^^'^^^^^^^^^^i^^t^'^^F' 
so  beruht  die  Drehung  der  Turbine  unter    !   \  ^^^^/l  -j 
Überwindung  eines  Momentes  M  auf  dem     |         \       x^/ 
endlichen  Unterschiede  der   Tangential-    1  >^/^^ 

komponenten  pi^  und  p^.   Ist  n  die  Zellen-    j     ^.^y      / 
zahl,  so  wird  das  Drehmoment:  tll^^-^'''^^  X/m 

M  =  nfr(pt^-pt,)df  (1)    Y^^^^^ 

Das  Int^ral  ist  über  die  erzeugende 
Kurve    einer  Zellenwand   zu   erstrecken,      Drackk^äftT^  einer' 
wenn  es  sich  um  eine  reine  Radialturbine  Badialtorbine. 

handelt.  Aus  dem  endlichen  Unterschiede 
zwischen  pi^  und  px^  ergibt  sich  nun  schon,  daß  diese  Wasser- 

dp 
bewegung  keine  symmetrische  ist,    da  ja  - —  nicht  gleich  Null 

sein  kann,  wenn  endliche  Druckdifferenzen  längs  des  Turbinen- 
umfangs  vorkommen. 

Um  diesem  Übelstand  abzuhelfen,  hat  Prof.  H.  Lorenz 
in  Danzig  zwei  Schritte  getan. 

1.  Er  hat  die  endliche  Druckdifferenz  p^  —  p,  als  äußere 
am  Flüssigkeitselement  angreifende.  Volumkraft  P  angesehen 
und  in  die  Differentialgleichungen  eingeführt,  indem  er 

2.  die  Volumkraft  P  unter  unendHcher  Vermehrung  der 
Zellenzahl  gleichmäßig  längs  des  Turbinenumfangs  verteilte. 

Das  Ergebnis  dieser  Vorstellung  ist,  daß  jetzt  die  Flüssigkeit 
die  Turbine  durch  imendlich  viele  Zellen  durchströmt,  deren 
unendlich   dünne  Trennwände  der  Sitz  jener  als  Zwangskräfte 

dp 
zu  bezeichnenden  Volumkräfte  sind.     - —  kann   dann  =  0   ge- 
setzt werden. 

Sind  nun  Ä,  T^  Z  die  Komponenten  von  P,  so  gelten  die 
Gleichungen  (8),  (9),  (10)  §  89  ohne  weiteres  für  die  Turbinen- 
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bewegung,  wenn  man  in  der  Gleichting  (10)  noch  gg  sAa  von  der 
Schwerkraft  herrührenden  Beitrag  zur  Volumkraft  einführt: 


«-i?-(4?-^l 


T^Q 


1  d{v,r) 
r     dt 


(2) 


Um  jetzt  das  Drehmoment  zu  berechnen,  haben  wir  das 
Moment  der  Tangentialkomponente  r  T  über  das  ganze  Volumen 
der  Turbine  zu  integrieren: 


M  =  fffrTrdrd<pdz 


(3) 


wo  die  Int^ration    sich  über  einen  Meridianschnitt  der  Turbine 
zu  erstrecken  hat. 

Schreibt  man  in  (3)  statt 


d(vtr)        d(vtr)  dr      d{vtr)  dz 


dt 


dr     dt 


dz     dt 


d(vtr)        ,    d(fHr)^ 


dr 


dz 


so  kaxm  man  noch  die  Wirbelkomponenten  (12a)  §  89  eixiführen, 
womit  man  findet: 


M  ==  47tQj  lr*(Vg(Of  —  Vf(üg)drdz 


(4) 


Hieraus  ergibt  sich  schon,  daß  auf  Grund  der  Lorenzschen 
Theorie  die  Turbinenströmung  keine  wirbelfreie  sein  kann,  weil 
sich  sonst  kein  Drehmoment  ergeben  könnte.  Die  Ursache  hierfür 
ist  die  Einführung  der  nicht  von  einem  Potential  ableitbaren 
Zwangskräfte  R,  T,  Z. 

W^en  der  Verwendung  dieser  Theorie  zur  Berechnung  von 
Turbinen  verwiesen  wir  auf  die  Lorenzschen  Originalarbeiten®*). 
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VI.   Die  Differentialgleichungen  der  Elektrodynamik. 

§  91.     Die  Gnmdgleiehiingen  der  Elektrodynamik. 

I.  Verständigung  über  die  Maßeinheiten.  Die  Grund- 
einheiten des  absoluten  Maßsystems  sind: 

die  Längeneinheit :  das  Zentimeter  ...  1  [om] 
die  Zeiteinheit :  die  Sekunde  ....  1  [seo] 
die  Maßeinheit:        die  Maße  eines  com 

Wassers  bei  4fiG    .  1  [g] 

Aus  diesen  drei  Einheiten  leiten  sich  alle  übrigen  physikalischen 
Größen  ab. 

Wir  benötigen  noch: 

die  Krafteinheit :  das  Dyn 1  [g  cm  seo~^ 

welche  definiert  ist  durch  das  Newtonsche  Bewegungsgesetz :  Kraft 
gleich  Masse  mal  Beschleunigung.  Sie  ist  diejenige  Kraft,  die 
der  Masse  1  [g]  die  Beschleunigung  1  [cm  sec']  erteilt. 

Die  Differentialgleichungen  der  Elektrodynamik  regeln  die 
Veränderlichkeit  der  elektrischen  und  magnetischen  Kräfte. 
Die  Definition  dieser  Kräfte  greift  zurück  auf  die  Grunderschei- 
nungen der  Elektrostatik  und  Magnetostatik,  die  an  elektrischen 
Mengen  e  bzw.  magnetischen  Mengen  «n,  die  sich  im  Gleich- 
gewichtszustand befinden,  wahrgenommen  werden  und  die 
darin  bestehen,  daß  zwischen  zwei  elektrischen  Mengen  e  und  e^ 
gesetzmäßige  Kraftwirkungen  gemessen  werden  können  ebenso 
wie  zwischen  zwei  magnetischen  Mengen  m  imd  m^.  Die  Kraft- 
gesetze lauten: 

wenn  K^  und  K^  die  Kräfte,  r  den  Abstand  der  aufeinander  wir- 
kenden Mengen  bedeuten. 

Ist  nun  e  =  ßj  und  m  =  m^,  und  ist  weiter  K^  wie  if^  = 
1  Dyn,  r  =  1  cm,  so  wird 
e  =  der  elektrostatischen  Einheit  der  Elektrizitätsmenge 

=  1  [gV-  cm*/«  sec-i] 
m  =  der  elektrostatischen  Einheit  der  magnetischen  Menge      ' 
=  1  [g*/«  cm*/«  sec-^] 

30* 
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Wir  führen  nun  den  Begriff  des  elektrischen  und  magneti- 
schen Kraftfeld  es  ein.  Ein  elektrisches  Kraftfeld  wird  definiert 
als  die  Umgebung  elektrischer  Mengen,  ein  magnetisches 
analog  als  die  Umgebung  magnetischer  Mengen.  Bringt  man 
in  die  Felder  eine  einzelne  elektrische  bezw.  magnetische  Menge 
e  bezw.  m,  so  werden  diese  laut  obigem  gewissen  Kraftwirkungen 
ausgesetzt  sein,  die  wir  proportional  der  Menge  selbst  und  einer 
gewissen  Eigenschaft  des  Feldes  an  der  betreffenden  Stelle  setzen. 
Die  Eigenschaft  ist  die  elektrische  bezw.  magnetische 
Feldstärke  E  bezw.  M,  Die  Einheit  dieser  soll  da  vorhanden 
sein,  wo  das  Feld  auf  die  statische  elektrische  bzw.  magnetische 
Mengeneinheit  =  1  [gVt  cm*/»  sec"*]  die  Krafteinheit  =  1  Dyn  = 
1  [g  cm  sec~^  ausübt.  Die  Dimensionsgleichungen  für  E  bezw.  M 
lauten  also: 

E  •  1  [gVt  om'/i  seo-^]  =  1  [gcmseo— 2] 
Jf .  1  [gVt  cm'/«  seo— ^]  =  1  [gcmseo~2] 
aus  denen  sich  ergibt: 
statische  Einheit  der  elektrischen  Feldstärke 

E  =  l[gV-cm-V.8ec-i] 
statische   Einheit  der  magnetischen  Feldstärke 

M  =  l[gV-cm-V.sec-i] 

Befinden  sich  die  elektrischen  und  magnetischen  Mengen 
nicht  im  Gleichgewicht,  sondern  in  Bewegung,  so  treten  neue 
Erscheinungen  auf:  die  elektromagnetischen.  Die 
wichtigste  dieser  ist  durch  die  Tatsache  gegeben,  daß  eine  be- 
wegte Elektrizitätsmenge  auf  eine  in  Buhe  befindliche  magne- 
tische Menge  Kraftwirkungen  ausübt,  die  den  Wirkungen  eines 
magnetischen  Feldes  äquivalent  sind. 

Eine  bewegte  Elektrizitätsmenge  nennen  wir  einen 
elektrischen  Strom.     Es  gilt  die  Beziehung: 

e  =  J't  (5) 

d.  h.  fließt  ein  Strom  Jt  Sekunden  lang,  so  ist  die  Elektrizitäts- 
menge e  bewegt  worden. 

Eine  Elektrizitätsbewegung,  an  der  die  Äquivalenz  der 
Wirkungen  mit  einem  magnetischen  Felde  leicht  konstatiert 
werden  kann,  ist  gegeben  durch  einen  elektrischen  Kreis- 
strom. 


(4) 
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Unter  den  Verhältnissen  der  Figur  233  wird  auf  die  magne- 
tische Menge  -f  m  die  Kraft  K  ausgeübt : 

K=^^  (6) 

von  einem  Stück  des  Kreisstromes,  welches  die  Länge  l  besitzt. 
Diese  Formel  benutzt  man  zur  Definition  der  Einheit  der  Strom- 
stärke 

Z-r«  cmgsec-2cm« 

l  •  m  cm  cm  /« g  /•  sec   ^ 

Nach  Ansatz  (5)  ergibt  sich  hiernach  die  Elektrizitätsmenge: 

6  =  J't==  [cmV.gV.]  (7) 

Wir  erkennen,  daß  sich  diese  Dimension  der  /^ 

elektromagnetisch   gemessenen  Elektri-  V»^ 

zitätsmenge  von  der  Dimension  der  elek-  A^  \      \ 

trostatisch  gemessenen  durch   den  bei  fj  \^       \ 

ihr  fehlenden  Faktor  [cm  sec"^]  unterscheidet,  /r      I     ^      j    ^ 

Die   Definition  der  Elektrizitätsmenge  \              / 
benutzen   wir  nun  an  Hand  von  Ansatz  (3)  \        / 
zur  Definition  der  elektromagnetisch    aus- 
gedrückten elektrischen  Feldstärke :  ^}^'  233-   Einwirkung 
r,   r      if    i/T        r                  2t  eines  Kreisßtromes  auf 
E .  [cm  /.  g  /.]  =  [cm  g  sec-2]  ^.^^^  Magnetpol. 

^  =  [cmV.gV.8ec-2]  ^  ^ 

die  sich  von  der  elektrostatisch  gemessenen  durch  den  zu  dieser 
hinzukommenden  Faktor  [cm  sec^]  unterscheidet. 

n.  Grundbegriffe  der  Vektorenanalysis.  Die  elektrische 
Feldstärke  ^  und  die  magnetische  Feldstärke  if  sind 
die  physikalischen  Größen,  mit  denen  sich  die  elektromagnetische 
Dynamik  beschäftigt.  Dabei  handelt  es  sich  stets  um  die  Ver- 
teilung dieser  beiden  Größen  im  Raum  und  um  ihre  Veränder- 
lichkeit mit  der  Zeit.  Des  weiteren  hat  jede  der  Größen  in  einem 
bestimmten  Raumpunkt  außer  ihrem  Zahlwert  E  bzw.  M 
eine  Richtung,  äie  bestimmt  wird  durch  die  Richtung  der 
Kraft,  die  das  Feld  an  der  betrachteten  Stelle  auf  die  positive 
elektrische  bzw.  magnetische  Mengeneinheit  ausübt.  Kürzer 
ausgedrückt  sind  die  elektrische  und  die  magnetische  Feldstärke 
Vektoren,  für  die  wir  das  Zeichen  6  bzw.  3R  wählen.  Diese 
Vektoren   haben   Komponenten   nach   den   Koordinatenachsen, 
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die  bezeichnet  werden  für 

e  mit     E^,  Ey,  E^ 

m   „       M^,My,M,  (9) 

Die  Zahlenwerte  oder  Tensoren  der  Vektoren  sind  dann 

E  ==  Ve^*  +  E*  +  Eg* 

\   '  ^  *  (10) 

Neben  den  Vektoren   6  und  3R  werden  wir  noch  die  Vektoren 
ourl   @  und  curl  3)1  benötigen,  die  sich  mit  Hilfe  der  Kom- 
ponenten von  6  und  SK  wie  folgt  bestinmien: 
Der  Vektor  curl  6  hat  die  Komponenten: 

dEg        dEy  dE^        dEg  dEy        dE^ 

dy  dz    '  dz  dx   *  dz  dy        ^    ' 

Der  Vektor  ourl  3K  hat  die  Komponenten: 

dy  dz    '  dz  dx   '  dx  dy        ^    ' 

Schließlich  wird  noch  die  Divergenz  der  Vektoren  @  und  SR 
vorkommen: 


Die  Ausdrücke  div  6  und  div  501  sind  keine  Vektoren,  sondern 
Skalare,  d.  h.  Feldgrößen,  die  nur  einen  Zahlwert,  jedoch 
keine  Bichtung  besitzen. 

Bildet  man  unter  Heranziehung  der  Komponenten  (11) 
und  (12)  die  Divergenz  der  Vektoren  curl  ®  und  curl  SK,  so  er- 
gibt sich: 

div  curl  e  =  0;    div  curl  SM  =  0  (16) 

III.  Elektrische  und  magnetische  Polarisation  des  Di- 
elektrikums. 

Seit  Faraday  und  Maxwell  betrachtet  man  nicht  mehr 
die  metallischen  Körper  (die  Leiter)  als  den  Sitz  der  elektromagne- 
tischen Energie,  sondern  die  nicht  leitende  Umgebung  der  Körper, 
das  Dielektrikum. 

Über  dieses  hat  man  sich  eine  Vorstellung  zu  machen,  welche 
die  Eigenschaften  des  nichtelektromagnetischen  Zustandes  eben- 
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so  erklärt  wie  die  des  elektromagnetischen  Zustandes.  Wir  er- 
örtern die  Vorstellungen  über  die  unelekthsche  und  die  magne- 
tische Konstitution  des  Dielektrikums  gesondert. 

Man  denkt  sich  das  Dielektrikum  als  aus  Volumelementen 
bestehend,  in  denen  positive  und  negative  Elektrizität  überall 
in  gleicher  relativer  Menge  vorhanden  ist  (Fig.  234). 

Die  Wirkungen  der  beiden  entgegengesetzten  Elektrizitäten 
heben  sich  auf;  das  Dielektrikum 
ist  unelektrisch. 


M 

+ 

-  + 

-  + 

-  + 

-  + 

-   + 

-   -¥ 

-  + 

-   + 

-  + 

-   + 

-  + 

-   + 

-  + 

-   + 

-  + 

-    + 

tf  — 

»J 

Flg.  234.     Spannungsloses 
Di^loktrikum. 


Fig.  235.    Gespanntes  Dielektrikum. 


Erzeugt  man  nun  im  Dielektrikum  ein  elektrisches  Feld,  etwa 
indem  man  nach  Fig.  235  zwei  Platten  aufstellt,  zwischen  denen 
die  elektrische  Spannung  E  herrscht,  so  werden  die  Elektrizitäts- 
mengen in  den  einzelnen  Volumelementen  verschoben,  jedes 
Volumelement  wird  elektrisch  polarisiert.  Der  Zustand  der 
Polarisation  ist  einem  Spannungszustand  analog;  er 
verschwindet  wieder,  wenn  die  spannende  Ursache,  die  Ladung 
der  Platten,  verschwindet. 

Zur  Gewinnung  einer  formelmäßigen  Fixierung  dieser  Vor- 
stellung greif  en  wir  auf  die  Beobachtungen  an  einem  Konden- 
sator zurück,  der  ja  durch  Fig.  235  dargestellt  wird. 

Verbindet  man  nämlich  die  beiden  Platten  miteinander 
durch  einen  leitenden  Draht,  so  fließt  durch  diesen  eine  Elektri- 
zitätsmenge Q,  die  gemessen  werden  kann.    Es  ist: 

^       47r     (J 

Der  Kondensator  ist  damit  entladen,  der  Spannungszustand  des 
Dielektrikums  ist  verschwunden.    Legt  man  andererseits  an  den 
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spannungslosen  Kondensator  eine  SpannungsdifiEerenz  E,  so 
versohiebt  sich  zwischen  den  Platten  die  positive  Menge  Q 
in  der  Richtung  von  der  + -Platte  zur  — Platte.     Es  ist: 

wie  oben.  Der  hier  vorkommende  Faktor  e  ist  die  sogenannte 
Dielektrizitätskonstante. 

Die  Formel  (16)  stellt  man  nun  um  wie  folgt: 


und  man  nennt 


6,  =  y  [(18) 


die  dielektrische  Verschiebung, 

e  =  y  (19) 

die  elektrische  Feldstärke  oder  elektrische  Kraft,  von  welch 
letzterer  wir  unter  I  ausgegangen  waren.  Setzen  wir  für  Q  das 
elektromagnetische  Maßsystem  voraus,  so  ergibt  sich  als  Dimen- 
sion der  dielektrischen  Verschiebung: 

[6J  =  [cm-V.gV.]  (20) 

und,  wenn  man  dies  in  (17)  einsetzt,  mit 

[®]  =  [omV.  gV.  Bec-2]  (21) 

als  Dimension  der  Dielektrizitätskonstante 

[e]  =  [cm-2sec8]  (22) 

Die  sich  aus  (17)  (18)  (19)  ergebende  Formel 

6,  =  ^g  (23) 

kann  man  nach  der  Zeit  differenzieren. 

^  =  -^.^  (24) 

dt         4:71     dt  ^     ' 

Hier   ist  —^  von  der  Dimension  [cm-'/«  g'/«  sec"^],    also    eine 

Stromdichte,  d.h.  eine  Stromstärke  dividiert  durch  eine 
Fläche.    Bezeichnet  man  diese  mit  i,  so  gibt 
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e      dE 

die  Abhängigkeit  der  Stromdichte  der  dielektrischen  Verschiebung 
von  der  sseitlichen  Änderung  der  Feldstärke. 

Bisher  haben  wir  vorausgesetzt,  daß  das  Dielektrikum  keine 
Leitfähigkeit  besitzt.  Ist  diese  =  X  vorhanden,  so  tritt  neben 
den  Verschiebungsstrom 

auch  noch  der  Leitungsstrom 

»'F  =  xeF  (27) 

so  daß  die  Gesamtstromdichte  wird: 

'+''  =  T^W  +  '^  <28) 

Für  die  magnetischen  Eigenschaften  des  Dielektrikums 
stellen  wir  analoge  Betrachtungen  an.  Wir  definieren  die  mag- 
netische  Verschiebung 

*«  =  ^-3R  (29) 

und  erkennen  in  4  tu 6"* die  Größe  33,  welche  man  die  magnetische 
Induktion  nennt,  die  in  einem  Medium  der  Permeabilität  ßi 
durch  die  magnetische  Feldstärke  3R  induziert  wird.  Magne- 
tische Verschiebung,  Induktion  und  Feldstärke  haben  dieselbe 
Dimension:  [cm-*/«  g/«  sec"^];  die  Permeabilität  ßi  ist  eine  Zahl. 
Analog  (25)  bildet  man  noch  die  Stromdichte  der  magne- 
tischen Verschiebung 

Ein  Analogon  zu  Formel  (27)  aufzustellen  ist  nicht  nötig,  da  die 
magnetische  Leitfähigkeit  der  bekannten  Stoffe  so  klein  ist, 
daß  magnetische  Leitungsströme  gegenüber  den  Verschiebungs- 
strömen unter  allen  Umständen  vernachlässigt  werden  können. 

IV.  Die  Grundgleichungen. 

Zwischen  den  Feldstärken  6  und  3R  und  den  Stromdichten 
%  und  j  bestehen  zwei  Gleichungen,  die  für  Stromleiter  schon  vor 
Maxwell  bekannt  waren. 
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a)  Nach  der  Figur  236  hat  man  in  dem  duroh  einen  Strom  der 
Dichte  %  hervorgerufenen  magnetischen  Felde  eine  den  Strom 
umschließende  Kurve  8  zu  adehen.  Die  Kurve  begrenze  den 
Flächeninhalt  od.    Dann  gilt  die  Gleichung 

4  TT  i  CO  =  fm  cos  (2R,  ds)  da  (31) 


ftlcos(fX,cbl 


Fig.  236.    Magneto- 
motorisches Grandgesetz. 


^cos(^ds) 


Fig.  237.    Elektromotorisches 
Grundgesetz. 


Das  Integral  bedeutet  die  Summe  der  Tangentialkomponenten 
der  Feldstärke  längs  der  Kurve  8, 

b)   Wird  in  entsprechender  Weise  ein  magnetischer  Strom  der 
Dichte  j  von  einer  Kurve  6  umschlossen,  so  gilt  (s.  Fig.  237). 


4:7cj(o  =^  — j  ßcos  (g,  d«)d« 


§  92.     Aufstelliing  der  Haxwellsehen  Gleichungen. 

Es  ist  das  Verdienst  von  Maxwell,  die  Gleichungen  (31) 
und  (32)  des  vorigen  Paragraphen  auf  die  Vorgänge  im  Dielek- 
trikum angewendet  zu  haben. 

Wir  betrachten  ein  Volumelement  Ag  Ay  A^  Fig.  238.  Im 
Punkte  A  herrsche  die  elektrische  Feldstärke  6  und  die  magne- 
tische Feldstärke  SK  mit  den  Komponenten  bezw.  E^  E^E ,  und 

Die  Komponente  E^  der  Feldstärke  ergibt  nach  Gleichung  (25) 
eine  Verschiebungsstromdichte  in  Richtung  der  x-Achse 

e    dE^ 


47Ü   dt 


(1) 
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und  den  Leitungsetrom 

»V  =  AÄ,  (2) 

Hiermit  ergibt  ßioh  für  die  linke  Seite  der  Gleichung  (31),  wenn 
a>  =  Jy  Jjp  (=  BeohtecksBeite  A  BC D)  ist: 


x^  y 

Fig.  238.    Zur  Aufstellung  der  Maxwellschen  Gleichungen. 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  (31)  erfordert  die  Aufstellung 
der  Komponenten  von  3)1,  die  längs  der  Berandung  von  ABC B 
wirken.    Diese  sind  in: 


AB.. 

J». 

BC  ... 

.M.+  '-^äy 

CD... 

■  -.-'f:- 

DA... 

..-M,. 

Es  wird  hiermit 

Az 


rem  ,c^    ^    s  ^  l^^t  ^^v\ 


^~\A,A,. 


d.  h.  an  Stelle  von  Gleichung  (31)  kommt 


dMu 


dt 


sy 


dz 


(3) 
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und  analog  für  die  anderen  Aohsenrichtungen 


dt 


+  ^nXEt  = 


dz 


dx 


dx 


sy 


(4) 


Die   Gleichungen    (3)   und    (4)   bilden   das   erste   Maxwellsche 
Gleichungssystem. 

Das  zweite  erhält  man  aus  Gleichung  (32),  indem  man  die 
Stromdichte  der  magnetischen  Verschiebung  in  Richtung  der 
x-Aohse  anschreibt: 


1*  = 


-JL 


dM^ 


(5) 
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Die  Ermittelung  des  Integrals  in  Gleichung  (32)  liefert  dann 


und  mithin 


— /goos(g,d»)  =  — /-|^ 

\  dy 


dE„ 


dz 


dM, 

dt 


dEy' 


dz 


(6) 


(7) 


Analog  für  die  beiden  anderen  Koordinatenrichtungen: 


i" 


/*- 


dM, 

dt 

dM^ 

dt 


dx 

dE, 


[   dz 

^     idEy      dEA 

[dx  dy  ) 


(8) 


(7)  und  (8)  stellen  das  zweite  Maxwellsche  Gleichungssystem  dar. 

Vergleicht  man  die  rechten  Seiten  der  Maxwellschen  Systeme 
mit  den  Definitionen  (11)  und  (12)  des  §91,  so  erkennt  man 
die  Ausdrücke  der  cur! -Komponenten  wieder.  Man  kann  also 
die  beiden  Gleichungssysteme  in  Vektorform  schreiben: 

Vektorform  des  ersten  Maxwellschen  Gleichungssystems: 

e— - +  47üA®  =  curia»  (9) 

et 

Vektorform  des  zweiten  Maxwellschen  Gleichungssystems: 
^-^  =  -curie  (10) 
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Die  Dimensionen  von  6,  3K,  e,  ßi  sind  hier  die  des  elektro- 
magnetischen Maßsystems. 


§  93.    Untersuehung  ebener  elektromagnetiseher  Wellen. 

I.  Aus  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  §  92  folgt,  wenn   man 
sie  der  Reihe  nach  nach  x,  y,  z  different  iert  und  dann  addiert: 

ä7 


oder  nach  Gleichung  (13)  §  91 

€-^div® +  47rAdivg  =0  (2) 

Ol 

Aus  dieser  Gleichung  folgt,  daß  dauernd 

div  g  =  0  (3) 

gilt,  wenn  diese  Gleichung  zu  irgend  einer  Zeit  galt.  Die  Be- 
deutung des  Satzes  (3)  kann  man  sich  wie  folgt  näher  veran- 
schaulichen.   Aus  Gleichung  (23)  §  91 

6.  =  -T^e  (4) 

folgt  nach  beiderseitiger  Bildung  der  Divergenz 

Hier  hat  div  6,  die  Dimension  [cm  ^  sec  ^],  d.  h.  die  Di- 
mension der  Raumdichte  der  Elektrizitätsmenge: 

[cm^  sec  2]:  [cm']. 

In  der  Tat  bedeutet  div  6^  eine  elektrische  Raumdichte,  und 
zwar  diejenige  im  Raumelemente  dx  dy  dz.  Wir  benutzen  nun- 
mehr, wie  früher  §  67,  das  Zeichen  q  für  diese : 

div  6,  =  _f_divg  =  Q  (6) 

EKeraus  folgt,  daß  die  Gleichimg  (3)  stets  dann  gilt,  wenn 
überall  die  Dichte  q  der  „freien"  Elektrizität  gleich  Null  ist. 

Durch  Gleichung  (6)  kann  man  übrigens  noch  eine  von 
früher  her  (§  67)  bekannte  Beziehung  ableiten,    wenn  wir    an- 
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nehmen,  daß  @  ein  Potentialvektor  ist,  dessen  Komponenten 
eich  als  erste  partielle  Derivierte  einer  Raumfunktion  V  be- 
stimmen wie  folgt: 

Dann  Trird  der  Aiisdruok 

_d.vg  =  -— ^-^  +  -^  +  -g^j  =  e        (8) 

eine  Gleichung,  welche  mit  £  =  1  mit  der  Laplace-Poissonschen 
Gleichung 

§  67,  identisch  ist.  Diese  Gleichung  regelt,  wie  wir  in  Kapitel  IH 
des  zweiten  Teils  gesehen  haben,  die  elektrischen  Gleichge- 
wichtszustände. 

In  der  gleichen  Weise  wie  oben  läßt  sich  auch  die  Gültig- 
keit der  Gleichung 

div  2R  =  0  (3  a) 

im  ganzen  Felde  nachweisen. 

Nunmehr  eb'minieren  wir  aus  Gleichung  (9)  und  (10)  §  92 
den  Vektor  SDl,  indem  wir  (9)  nach  der  Zeit  difPerentieren: 

und  von  Gleichung  (10)  den  curl  bilden: 

/icurl— —  =  — curl  curl  6  (11) 

Durch  Gleichsetzung  von  (10)  und  (11)  folgt: 

P2rF  PiCSr 

/^£-— -  +  A:7tfjLX^-  =  — curlcurlß  (12) 

Rechnet  man  die  Komponenten  des  Vektors 

83  =  curl  curl  6 
aus,  so  ergibt  sich  z.  B.  für  die  a:-Komponente : 
adiv© 


B^  = 


dx 
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(wovon  man  sioh  durch  Ausführung  der  Operationen  leicht 
überzeugt),  so  daß  man  infolge  (3)  folgendes  Gleichungssystem 
für  E^E^E^  erhält: 

d^E^    ,    d^E^    .     d^E^  d^E^    ^  ^     .     dE^ 


da*      '     dy*      '      dz^  ^     at«      '  "^    dt 

d^Ey  ,  d^Ey  ,  d^Ey  Ü^Ey  .  .  d  Ey 

dßE^    ,     d^E^    ,    d^E,  d*E,    ,  ^     ,      dE, 


(14) 


dx^    '     dy^    '    dz^        ^   dt^     '        ^  dt 

Ein  analoges  Gleichungssystem  existiert  für  M^  My  Jf,. 

II.  Mit  Hilfe  der  beiden  Systeme  sollen  6  und  SJi  bzw.  deren 
Komponenten  in  ihrer  Abhängigkeit  von  Raum  und  Zeit  gefunden 
werden.  Dabei  müssen  die  Komponenten  als  Funktionen  von 
sc,  y,  z  zur  Zeit  <  =  0  gegeben  sein,  wonach  sich  die  ersten  Ab- 
leitungen der  Komponenten  nach  der  Zeit,  ebenfalls  für  ^  =  0, 
aus  den  Gleichungen  (9)  und  (10)  §  92  bestimmen  lassen. 

Es  handelt  sich  also  um  die  Bestimmung  einer  Funktion 
U  (rr,  y,  z,  <),  die  der  Differentialgleichung : 

AU^EfjL^  +  4.7tfjiX^  (16) 

genügen  und  dabei  nebst  ihrer  ersten  zeitlichen  Ableitung  für 
^  =  0  in  gegebene  Ortsfunktionen  übergehen  soll 

U^^Q^f(x,y,z) 

^U  ,  vi  (16) 

-^        =g{x,y,z)\  ^    ^ 

Wir  untersuchen  nun  einen  Vorgang,  bei  welchem  die  elektro- 
magnetische Größe  U  (eine  elektrische  oder  magnetische  Kraft) 
abgesehen  von  der  Zeit,  nur  von  der  Variabehi  x  abhängt. 
Es  handele  sich  also  um  die  Fortpäanzimg  einer  ebenen  Welle, 
und  zwar  wollen  wir  zuvörderst  voraussetzen,  daß  mit  A  =  0 
der  Vorgang  ohne  Dämpfung  (in  einem  nicht  leitenden  Dielek- 
trikum) erfolge.    Die  Gleichung  (15)  wird  dann  einfach 

Femer  wollen  wir  die  Größe  ü  und  die  Dielektrizitätskonstante  e 
elektrostatisch  messen. 
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Nach  §92  haben  wir,  wenn  die  elektrostatischen  Größen 
für  den  Augenblick  mit  XJ^  und  e^  bezeichnet  werden,  die 
Dimensionsbeziehungen : 

U  =  [cm/seo]  ü^ , 
E  =  [om/8eo]~2£^. 

Hiermit  geht  die  Gleichung  (16)  über  in 

[cm/sec]-^^  =  [cm/8ec][cm/sec]-2e^/x-^^ 

oder  nach  Rückkehr  zu  ü  und  e  (die  aber  nun  als  elektrostatische 
Größen  zu  gelten  haben) 

[cm/secp-^^  =  e/i-^  (17) 

Auf  der  linken  Seite  ist  also  ein  Paktor  von  der  Dimension 
eines  Geschwindigkeitsquadrats  hinzugekommen,  den  wir  mit 
F^  bezeichnen. 

III.  Diese  Differentialgleichung  ist  identisch  mit  der  in  §  54 
betrachteten  Gleichung  der  Saitenschwingung,  wenn  wir 

a«  = 

EfJL 

einsetzen.     Die  zu  erfüllenden  Anfangsbedingungen  lauten  für 

du 


«  =  0 


3t    =«'(^) 


Die  Lösung  kaim  auch  hier  durch  Fouriersche  Reihen  er- 
folgen; wir  wollen  jedoch  eine  andere  Lösung  benutzen,  die  uns 
einige  Haupteigenschaften  der  elektromagnetischen  Wellen  zeigen 
soll. 

Wir  schreiben  als  die  Lösung  an: 

x  +  at 

V  ==  ^\] {X  +  at)  +  t {x  —  at)]^-  -^  L{x)dx       (19) 

x—at 
die  f  ür  f  =  0  tatsächlich  ü  =  f  (x)  ergibt.    Ferner  ist 


§  93.    Untersuchung  ebener  elektromagnetischer  Wellen. 
^=^Y^'(x  +  at)-t'{x-at)] 
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+  Y^iag  (x  +  at)  +  ag  (z- 


-at)] 


u 


t  =  0: 


9  ix) 


^m 


^ 


m 


welcher  Äiisdnick  liefert  für 

dU 

dt 

Andererseits  kann  man 
durch  direkte  Ausrechnung 
nachweisen,  daß  (19)  der  Diffe- 
rentialgleichung  (18)  genügt. 

Wir  betrachten  nun  einen 
Anfangszustand,  für  welchen 
überall  längs  der  x- Achse  g  {x) 

=  0  ist.      Die    anfängliche    elektrische    oder    magnetische 
Störung  f  (x)  soll  aber  nur  innerhalb  eines  Intervalles 

—  l<x<  +  l 
endliche  Werte  besitzen,  im  übrigen  aber  Null  sein  (Fig.  239). 

Die  Funktion  f  (x  -\-  at)  ist  hiemach  nur  dann  von  Null 
verschieden,  wenn  gilt 


Fig.  239.     Anfänglich  elektro- 
magnetisches Stöningsgebiet. 


l<x  +  ai<+l 


(20) 


"T:= 


<Lt- 


^^ 


^-aO 


tm//mm\ 


-at- 


Fig.  240.     Fortpflanzung  einer  elektromagnetischen  Störung 
ohne  Dämpfung. 

und  /(x  —  ai)  ist  von  NuU  verschieden  wenn  gilt: 

—  l<x  —  at<-\-l  (21) 

Die  Bedingungen  (20)  und  (21)  kann  man  auch  schreiben: 

—  l  —  at<x<'—at-\-l 

—  l-\-at  <x<at-\-l 

woraus  sich  ergibt,  daß  nach  Verlauf  der  Zeit  i  die  Größe  V 
nur  in  den  Fig.  240  gezeichneten  Bereichen  von  Null  verschieden 

Hort,   Dürerentialgleichungcn.  31 
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sein  kann.  Hierbei  ist  aber  rechts  von  der  Z7- Achse  f  (x  +  at)  =  0, 
links  davon  f  (x  —  at)=Oy  so  daß  sich  ü  auf  ^/(a?  — «*) 
oder  y2f  (x  +  at)  reduziert,  d.  h.  auf  die  Half  te  des  zur  Zeit  0 
existierenden  Wertes.  Wir  deuten  dies  Ergebnis  dahin,  daß  sich 
das  anfänglich  vorhandene  Störungsgebiet  f  (x) 
mit  halber  Intensität  der  Störung  nach  beiden 
Seiten  in  ursprünglicher  Breite  fortpflanzt  mit 
der  Geschwindigkeit  a. 

Es  war  aber  y 

a  = 


-  i — m 

1  ^ 

u 

1 

1 

m — ^ 

^x 

t-r^       i-r, 

6-0 

t^o 

t'T^          t'i 

Fig.  241.    Fortpflanzung  einer  elektromagnetischen  Störong 
mit  Dämpfung. 

Hiermit  findet  sich  die  Größe  F  als  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der  elektromagnetischen  Störung  im  freien  Äther,  in  welchem 
s  =  ^  =  \  ist. 

IV.  Nehmen  wir  nun  noch  den  Vorgang  als  mit  Dämpfung 
behaftet  an,  so  findet  man  (wofür  wir  den  Beweis  nicht  geben 
wollen),   daß  sich  die  Grenzen  des  Störungs-  oder  Erregungs- 

V 

gebietes  ebenfalls  mit  der  Geschwindigkeit  -7=  fortpflanzen,  daß 

aber  die  Gebietsbreite  dauernd  wächst,  während  die  Intensität 
der  Erregung  dauernd  abnimmt.  Fig.  241  gibt  das  Grundsätz- 
liche des  Vorganges. 


§  94.    Elektromagnetische  Eigenschaften  von  Gleichströmen 
in  linear  ausgestreckten  Leitern. 

I.  Wir  betrachten  einen  sehr  langen  Draht  0  A,  der  längs 
der  positiven  x-Achse  ausgestreckt  ist  (Fig.  242).  D  ist  eine 
Dynamomaschine,  deren  Pol  B  zunächst  frei  sei,  während  der 
andere  C  mit  irgend  einem  Körper  K  von  qualitativ  denselben 
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elektrischen  Eigenschaften  wie  der  Draht  verbunden  sein  solL 
Im  übrigen  sei  K  so  weit  entfernt,  daß  sein  Einfluß  auf  die 
Vorgänge  im  Draht  verschwindet.  Ein  Voltmeter  F  verbindet 
K  mit  dem  entfernten  Leitungsende  A.  Das  Voltmeter  wird 
nichts  anzeigen.  Zur  Zeit 
^  =  0  verbinden  wir  B  mit 
O,  worauf  das  Voltmeter 
anzuzeigen  beginnt.  Nach 
Verlauf  einer  Zeit  T  wird 
die  Anzeige  konstant  ge- 
worden sein.  Wir  wollen 
den  Vorgang  von  <  =  0  bis 

i  =  T   den   Ausgleichs-  ^.     «.«     r.     ,.   . 

^    j  Flg.  242.     Zur  Umformung  der 

Vorgang  nennen  und   von   Maxwellßchen  Gleichungen  auf  Zylinder- 
dem  Beharrungszustand,  koordinaten. 

der  für  ^  >  T  eintritt,  ge- 
trennt   iintersuchen.     Beide   Vorgänge   werden  von  den  Max- 
wellschen  Gleichungen    beherrscht,    die  wir    zunächst  auf  den 
Beharrungszustand  anwenden  wollen. 

Zu  diesem  Zweck  transformieren  wir  die  Maxwellschen 
Gleichungen  des  §  92  auf  Zylinderkoordinaten  x,  d-,  r  durch  die 
Gleichungen 

y  =  r  sin  ö-,  z  =  r  cos  ^  (1) 

Das  Feldgrößensystem 

geht  dann  über  in  das  System 

E^  E^  Eif 
M^,  if„  M^ 
Die  Gleichungssysteme  (3)  und  (4)   bzw.  (7)   und  (8)    §  92 
gehen  dann  über  in 


1   /dMr 
r   \  d^ 


1  l^{rM,) 

T    \        dz 


d{rMii)\_ 


BE^ 

dt 

dEi^ 

BEr 


+  ^TiXE^ 

+  4  TT  A  E^ 

+  ^nXEr 
31» 


(2) 
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bzw. 


1   /  dEr        a(rJgtf)\  _ 


dr 

dE, 


\  dr  dx  I  ^ 


dr 


8t 
dt 


1  /d(rE»)        dEA  ^  gJfr 

r  \    dx         a*  j         '^  ö<  ; 


(3) 


Hier  kommt  damx  noch  Gleichung  (3)  und  (3a)  §  93  hinzu, 
die  ebenfalls  auf  x,  9-,  r  umzuformen  sind: 


8x 

8(rM,) 

dx 


8E»  ^  d(rEr)   ^  Q 


'     89- 
d_M^ 

^  d9  ^ 


dr 
dr 


=  0 


(4) 
(ß) 


Die  Durchführung  der  zu  dieser  Transformation  erforderlichen 
Rechnung,  welche  in  partiellen  Differentiationen  der  Gleichung  (1) 
besteht,  verfolgen  wir  hier  nicht  weiter. 

Das  Feld  um  den  linear  ausgestreckten  Leiter  nehmen  wir 
nunmehr  achsensymmetrisch  an,  d.  h.  wir  setzen  fest,  daß  sämt- 
liche Komponenten  M  und  E  von  ^  unabhängig  sind. 

Ferner  gehört  zur  Achsensymmetrie,  daß  quer  zur  Achse 
des  linearen  Leiters  keine  elektrischen  Kräfte  wirken,  d.  h.  die 
Komponente  E^^  ist  nicht  vorhanden,  also  gleich  Null  zu  setzen. 
Ebenso  folgt  aus  unserer  Annahme,  daß  das  magnetische  Feld 
nur  eine  Querkomponente  hat,  also  M^  und  M^  sind  Null. 

Die  Gleichungen  (2)  und  (3)  reduzieren  sich  danach  auf 
folgende : 


+ 


1  djrM») 

r        dr 

1  djrMj,) 

r        dx 


=  e 


=  e- 


dE^ 
dt 

dEr 

TT 


+  ^7tXE^ 


+  4:7€XEr 


(dE^  dEr\ 

[-d7—d^)--^ 


dM^ 
dt 


(2a) 


(3a) 


während  (4)  und  (5)  ergeben: 
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dE^         1    dirE,) 


dx  r       dr 


89' 


=  0  (öa) 


Hier  ist  Gleichung  (5a)  bereits  oben  aus  der  Eigenschaft 
der  Ächsensymmetrie  hervorgegangen. 

II.  Wir  kehren  nun  zur  Fig.242  zurück  und  setzen  die  Dynamo 

als  Gleichstrommaschine  der  Klemmspannung  E  voraus.     Ist 

nach  Anschalten  des  Poles  B  der  Beharrungszustand  eingetreten, 

dann  herrscht  am  anderen  Drahtende  ebenfalls  die  Spannung  E. 

Damit  wird  aber 

E  —  E       ^ 
E^^-j-  =  0 

Ebenso  wird 
und 

Dies  Beispiel  der  unter  Gleichstromspannung  stehenden 
Leitung  bietet  also  nichts  Besonderes. 

Wird  dagegen  das  freie  Drahtende  auf  der  Spannung  0  ge- 
halten, so  wird 

E.  =  ^  (6) 

von  der  Zeit  unabhängig.    Dieser  Ansatz  befriedigt  neben 

Er=0  (7) 

die  Gleichung  (4a)  und  liefert  aus  (3a)  und  der  zweiten  Gleichung 
(2a)  das  Ergebnis,  daß  if^  von  x  und  t  unabhängig  ist.  Jetzt 
bleibt  noch  übrig,  aus  der  ersten  Gleichung  (2a)  die  erforder- 
lichen Schlüsse  zu  ziehen.    Sie  hat  mit 


dt 

das  Ergebnis: 

d(rM») 


dr 


=  —  inXrEt  (8) 


Sie  ist  zu  integrieren  innerhalb  des  Drahtes  (r  <  R)  sowie 
außerhalb  (r  >  R).    Außerhalb  des  Drahtes  ist  X  =  0,  weil  wir 


486  I^»e  Differentialgleichungen  der  Elektrodynamik. 

uns  hier  im  Dielektrikum  befinden;   die  Gleichung   (8)  lautet 

\/^  =0     r>R  (Sa) 

und  liefert  nach  Integration: 

Q 

iftf  =  —      r>Ä  (8b) 

wo  C  eine  zunächst  unbekannte  Konstante  bedeutet. 
Innerhalb  des  Drahtes  lautet  die  Gleichung  (8): 

ör 
woraus  nach  Integration  folgt: 

rM^  =  Ci  —  27tXr^  E^  (8d) 

Hier  muß  aber  Cj  =  0  sein,  weil  für  r  =  0  beide  Seiten  der 
Gleichung  (8d)  vei schwinden  müssen.    Es  bleibt  also  übrig: 

M^  =  — 271  XrE^     r<R.  (8e) 

Für  r  =  i?,  d.  h.  an  der  Drahtoberfläohe  müssen  die  Werte  von 
if^  aus  Gleichung  (8  b)  und  (8e)  ineinander  übergehen,  d.  h. 
2  es  muß  sein: 

^  =  —27tXRE^ 
K 

womit  sich  die  Konstante  C  findet: 
C7  =  — 271  AÄ«^, 
Fig.  243.  Magnetisches  Feld     g^   j^ß  f^  <jas  magnetische  Feld 
eines  gradlinigen  Stromes.       ^^ß^^^alb  des  Drahtes  sich 

M,  =  -llll^E,    r>R  (9) 

ergibt.    Setzt  man  hier  Gleichung  (6)  ein,  so  wird 

2nlB:^    E 
M,  = ^^^ 

L 

d.  h,,   da  m;  =  -^ — j  den  Leitungswiderstand  des  Drahtes  be- 

E 

deutet,  mit  dem  Strom  i  =  —  (elektromagnetisch  gemessen) 

M^  = 

r 
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Dies  ist  die  bekannte  Formel  des  magnetischen  Feldes  eines 
geradlinigen  Stromes  t.  Das  negative  Zeichen  gibt  an,  daß  die 
Feldstärke  entgegengesetzt  der  Richtung  wachsender  ö-,  d.  h. 
nach  Fig.  243  orientiert  ist. 


§  95.    Elektromagnetische  Vorgänge  bei  Wechselströmen  in 
geradlinigen  Leitern.    Ferrantiphfinomen^'). 

I.  Wir  legen  wieder  Fig.  242  §  94  zugrunde,  nur  mit  dem 
Unterschied,  daß  die  D3mamomaschine  Wechselstrom  der  Maximal- 
spannung E  liefere. 

Unter  den  Komponenten  E^,  E^  und  if^  interessiert  uns 
in  erster  Linie  E^y  d.  h.  die  elektrische  Kraft  parallel  zur  Richtung 
des  ausgespannten  Drahtes.  Wir  gewinnen  eine  Differential- 
gleichung für  E^,  indem  wir  E^.  und  M^  aus  den  Gleichungen  (2  a) 
bis  (4a)  §  94  eliminieren.    Dies  geschieht  wie  folgt. 

Zunächst  wird  (3  a)  mit  r  multipliziert  und  darauf  partiell 
nach  r  difPerentiiert.     Resultat: 


[im 


dEA        dHrEr)]  d'irM^) 

dr  /  dxdr  ^    drdt  ^^ 


Weiter  wird  (4a)  nach  z  differentiiert : 
d^E^  d^irEr) 


dx^  dxdr 


(2) 


Schließlich  wird  die  erste  Gleichung  (2a)  mit  /j,  multipliziert 
und  nach  t  differentiiert.    Resultat: 

Substituiert  man  (2)  und  (3)  in  (1),  so  entsteht: 

In  diese  Gleichung  führen  wir  die  Stärke  J  des  im  Drahte 
fließenden  Stromes  ein. 

Zunächst  gilt  für  die  Dichte  des  im  Querschnittsdiffereutial 
rdr  fließenden  Stromes 

i=  lE^ 
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Multipliziert    man   beide  Seiten    mit   2nrdr,   und    setzt  man 
2n  ir  'dr  =  dJ,  so  wird 

dJ  =  271  XrE^dr 
die  Stromstärke  im  QuerschnittsdifPerential  2nrdr,     Integrieit 
man  von  0  bis  R,  so  ergibt  sich  der  Gesamtstrom  im  Draht 

R 

J  =^2nXfrE^dr  (5) 

Dies  wird  in  Gleichung  (4)  eingeführt  durch  Multiplikation 
mit  r  dr   und  Integration  von  0  bis  R.    Wir  erhalten: 

L  ^r  J«=Ä    j      ^^'  J      ^«* 

0  0 

R 

tjbiX  I  r 


+  47r/ 


dEx 


dr 


(6) 


während    durch    geeignete    Differentiationen    aus    (5)   die    Be- 
ziehungen folgen: 


=  2jrA  r 

0 
R 


r^ir; 


dx^ 


=  2nxfr 


dt* 


dr; 


r^dr 

dt 


Substituiert  man  (7)  in  (6),  so  kommt 
1      0»J 


(7) 


"m. 


r"^  InX    dx* 


fie  d*J  dJ 

zTTT'dW^  ^~dr 


(8) 


Das  erste  Glied  auf  der  linken  Seite  vergleichen  wir  jetzt 
mit  dem  letzten  Glied  auf  der  rechten  Seite,  indem  \rir 


J  =  nIt^X'E,  =  —^ 
w 


(9) 


setzen,  wo  w  den  Ohmschen  Widerstand  der  Längeneinheit  des 
Drahtes  bedeutet.     Dann  vergleichen  wir 

mit  2fi- 


w 


^m. 


dt 
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Hier  repräBentiert  w  •  R  den  Widerstand  eines  Drahtstückes  von 
der  Lange  R  (der  halben  Drahtdicke),  also  einen  sehr  kleinen 

Wert,  während -^j-,  die  Änderungsgesch windigkeit  eines  Wechsel- 
stromes,  eine  sehr  große  Zahl  ist.     Wir  vernachlässigen  also 

[dEg'\  dj 

— —  gegen  2  ja  -^  und  schreiben  für  (8) 

=  /^e^Tr-  +  4:^/^A— -  (10) 


dx^       ^      dt^     '       ^      dt 

nach  welcher  Gleichung  sich  die  .Leitungsstromstärke  J  im  Draht 
regelt. 

n.  Es  ist  nun  bemerkenswert,  daß  eine  Differentialgleichung 
für  J  auch  gewonnen  wird,  wenn  man  die  Vorstellungen  über 
elektromagnetische  Vorgänge  benutzt,  die  vor  Maxwell  üblich 
waren.  Diese  Vorstellungen  operieren  an  SteUe  der  in  den  Maxwell- 
sehen  Gleichungen  vorkommenden  elektrischen  Feldstärke  mit 
„Spannungen''  und  „elektromotorischen  Kräften*'  (p)  und  außer- 
dem mit  der  Stromstärke  in  einem  Leiter,  die  wir  soeben  mit  J 
bezeichnet  haben. 

Die  Verknüpfung  von  Spannungen  p  und  Stromstärken  J 
geschieht  auf  Grund  des  zweiten  Induktionsgesetzes  Gl.  (32) 
§91. 

47r  jo)  =  — J  6  cos  (6,  ds)  da 
welches  auf  Grund  von  Gleichung  (5)  §  92  die  Form  annimmt 

d(Q)M)        r 

ß      \y   =—  /gcos(®,d«)(i« 


'^l  -Z  \» 


dt 


Fig.  244.     Zur  Ableitung  der  Heavisidesohen  Gleichung. 

Dies  Induktionsgesetz  wird  unmittelbar  auf  einen  in  Fig.  244 
mit  A  B  bezeichneten  Abschnitt  des  stromführenden  Leiters  an- 
gewendet. Q)  M  ist  der  ganze  magnetische  Kraftfluß,  der  das 
Rechteck  der  Basis  A  B  durchsetzt,  während  das  Integral  durch 
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die     Summe     der    im    Linienzuge    des    Rechtecks    wirkenden 
Spannungen 


wJdz+  lp^+-^\dx  —  ^ 


gegeben  ist.  Als  Besonderheit  tritt  hier  nun  auf,  daß  die  Per- 
meabilität fi  =  l  zu  setzen  ist  und  der  Kraftfluß  Mo)  durch  den 
Strom  J  selbst  hervorgerufen  ist.  In  diesem  Fall  hat  man  be- 
kanntlich die  Stromstärke  mit  deren  Kraftfluß  durch  den  Koeffi- 
zienten der  Selbstinduktion  zu  verknüpfen.  Die  entsprechende 
Formel  lautet  hier: 

Mü)  =  L  J  dx 

wo  L  den  Selbstinduktionskoeffizienten  der  Längeneinheit  des 
geradlinig  ausgestreckten  Drahtes  bedeutet.  Es  ergibt  sich  dem- 
nach der  Ansatz: 

Lidx-jj^  =  —iwJdx  +  Px  +  -j^^^  —  Vx\ 
oder 

Zur  Gewinnung  einer  zweiten  Gleichung  zwischen  den 
Größen  p^  und  J  betrachtet  die  vormaxwellsche  Anschauungs- 
weise das  Leiterelement  dx  als  einen  Kondensator,  dessen  Lade- 
strom durch 


Cdx 


dt 


gegeben  ist,  wenn  C  die  Kapazität  der  Längeneinheit  des  aus- 
gestreckten Drahtes  bedeutet.  Der  Ladestrom  kombiniert  sich 
mit  dem  zufließenden  Leitungsstrom  J  und  dem  abfließenden 

ri  T 

Strom  J  +  -5—  dx  durch  eine  Gleichung,  welche  die  Kontinuität 

ex 

der  elektrischen  Strömung  ausspricht: 

J  =  J  -f-  —  dx  +  Cdx  — 
^  dx         ^  dt 


welche  sich  vereinfacht  auf: 


"-0^         (".) 


dx  dt 
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Aus  den  Gleichungen  (11)  und  (IIa)  kann  man  in  einfacher 
Weise  die  Variabele  p^  eliminieren,  wodurch  man  für  J  die 
nach  Heaviside  benannte  partielle  Differentialgleichung: 

erhält.    Für  p  würde  durch  Elimination  von  J  entstehen 

8x«  dt*  ^       dl  ^     ' 

Man  kann  auch  eine  Funktion  W  von  x  und  t  einführen,  welche 
der  Gleichung 

genügt,  und  aus  welcher  sich  p  und  J  dann  durch  die  Ansätze 

ableiten: 

dW 
p  = 


dx 

dW 


(lle) 


Man  überzeugt  sich  leicht,  daß  die  Ansätze  (11  d)  und  (lle) 
mit  (11)  und  (IIa)  gleichbedeutend  sind. 

Hiermit  wäre  erwiesen,  daß  die  ältere  Theorie  für  die  tech- 
nischen Größen  p  und  J  (Spannung  und  Stromstärke)  ganz  ähn- 
liche Differentialgleichungen  liefert  wie  die  Maxwellsche  Theorie 
z.  B.  für  die  elektrische  Feldstärke.  Selbstverständlich  muß  es 
möglich  sein  von  den  Maxwellschen  Ansätzen  (z.  B.  den  Gleichungen 
(2a),  (3a),  (4a)  §  94)  zu  den  Gleichungen  (IIb)  und  (11c)  zu  ge- 
langen, wobei  sich  die  Abhängigkeit  der  Konstanten  u?,  (7,  L  von 
den  Daten  des  Problems  ergeben  müßte.  Hierzu  sind  weiter  gehende 
mathematische  Untersuchungen  erforderlich,  deren  Durchführung 
bereits  von  der  Wissenschaft  in  Angriff  genommen  worden  ist. 
Eine  kurze  Darstellung  des  hierher  gehörigen  Gedankenganges 
gibt   §98. 

III.  Es  handelt  sich  nun  für  uns  um  die  Weiteruntersuchung 
der  Gleichungen  (IIb)  und  (11c).  Wir  wenden  uns  zunächst 
der  zweiten  zu,  die  wir  nochmals  anschreiben: 

^  =  LG^  +  wC^  (12) 

8a:»  dt*  dt* 


492  I^iö  Dilferentialgleichungen  der  Elektrodynamik. 

Dieser  Gleichung  suchen  wir  durch  einen  Ansatz  für  p^ 

V^^XT  (13) 

zu  genügen,  in  welchem  X  nur  die  Variabele  x,  T  nur  die  Variabele  t 
enthalte.  Setzen  wir  (13)  nach  Ausführung  der  vorgeschriebenen 
Differentiationen  in  (12)  ein,  so  erhalten  wir  die  Differential- 
gleichung : 

X''T  =:LCXT'  +  wCXT 
oder  nach  Division  mit  X  T: 

TT'/  qiff  /H/ 

-^  =  LC^  +  u,C^  (14) 

Hier  kommen  auf  beiden  Seiten  nur  Ausdrücke  je  einer  Variabelen 
vor,  so  daß  wir  der  Gleichung  (14)  durch  die  beiden  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen 

X- 

-=r-  =  — a* 


rpn  rpt 


(15) 


genügen  können,    a  ist  hier  eine  wählbare  Konstante,  über  die 
wir  noch  Verfügung  treffen  werden. 

Die  beiden  Differentialgleichungen  (15)  bringen  wir  auf  uns 
geläufige  Formen: 


d^T         w   dT  a«    ^ 

4-—— h— — 3r  =  o 


(16) 


dt^    ^  L    dt     '    LC 
von  denen  uns  partikuläre  Integrale  bekannt  sind.     Wir  haben 

für  X  die  Lösung:     e*«*  ]  q^v 

für  T  die  Lösung:    e*fi*   ] 
wenn  ß  aus  der  Gleichung  bestimmt  wird: 

Letztere  Gleichung  schreiben  wir 

a  =  ±  iß^LC  —  ißwC  (19) 

und  wir  erkennen,  daß  ß  durch  die  Wahl  von  a  bestimmt  ist 
und  imigekehrt.   Wir  entscheiden  uns  dafür,  für  ß  einen  positiven 


§  95.    Elektromagnetische  Vorgänge  bei  Wechselströmen  usw.     493 

und  einen  negativen  reellen  Wert  (beide  absolut  gleich)  anzu- 
nehmen, wodurch  sich  4  Werte  von  a  ergeben.  Ziehen  wir  die 
Wurzel  in  der  Gleichung  (19)  tatsächlich  aus,  so  erhalten  wir 

ai=  ±(a  +  ib) ß  negativ, 

o,  =  ±  ( —  a  +  »  6)  •  •  •     ß  positiv, 
wo  für  die  Größen  a  und  b  gilt: 


=/Y{y^^^/s*+«^)+i^c^i8«) 


b:='^^[iC^ß^{Ißß^  +  u^)-LCß^] 


(20) 


Es  ergeben  sich  jetzt  für 

p,  =  X3r  =  e»(«*+^<)  (21) 

folgende  4  partikulären  Ansätze 

g-»+ta)«.e<)9«je+*  +  »«)*«e»'/*<;  «-(&-<«) «.e-»"/*«;  «+»-»'«)«. e-W 
aus  denen  wir  mit  4  unbestimmten  Integrationskonstanten 
Ay  B,  C,  D  das  Integral 

+  Z>e+*-»»)*e-«^<  (22) 

zusammenstellen.  Hier  bestimmen  sich  die  beiden  Konstanten  B 
und  D  ohne  weiteres  =  0,  da  für  a;  =  oo  das  Unendlichwerden 
von  pg  ausgeschlossen  sein  muß.  Der  Ansatz  vereinfacht  sich 
also  zu 

p   =i4e-*+<«)*  e<^i+ (7e-»-««)*e-»/'<        (22a) 

=  (A  +  C)e-^*QO^(ßt—ax)+i(A—C)e-^*em(ßt—ax)  (22b) 
Diesen  Ausdruck  haben  wir  in  Zusammenhang  zu  bringen  mit 
der  für  rr  =  0  (am  Anfang  der  Leitung)  gegebenen  Spannung 
der  D3mamomaschine  (Fig.  244) 

e  =  Co  cos  0}  L  (28) 

Die  Konstanten   A  und  C  in  Geichung  (22  b)    sind  so  zu 
bestimmen,  daß  wird 

p^  =  Cq  cos  o>  t  für  z  =  0. 
Unter  Ausführung  dieser  Bedingung  erhält  man 

%{A~C)  =  0 

(A+0)  =  60 

ß=(o 
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und  hat  demnach  zu  schreiben: 

Px  =  e^eH''^  (co&o)  t  —  ax)  (23) 

Für  den  Strom  J  gilt  die  Beziehung: 

^  =  -c!^  (24) 

dx  dt 

Setzen  wir  hier  für  p^  den  Wert  aus  Gleichung  (23)  ein, 
so  folgt: 

dJ 
dx 


-^^  =  — Cö>€jje— **8in{a>«  —  ax)  (25) 


Durch    Integration    nach    x    ergibt    sich    hieraus     mit    einer 
unbestimmten  Integrationskonstanten  B\ 

J  =  J5  +  -z=^z^c-*«cos(o><  — aa;  +  a?)  (26) 

Da  J  für  a;  =  oo  verschwinden  muß  (wegen  des  offenen  Leitungs- 
endes), so  muß  B  verschwinden,  und  es  wird, 

J  =  gp    ,  z=r-e~^^cos(a>f — ax-\-w)  (27) 

Setzt  man  hier  für  a  und  6  die  durch  (20)  gegebenen  Werte  ein, 
so  wird: 


0)2 


(28) 


und 

6         yL2a>2 +  tf;2 — Loy 

tg  ?»  ==  —  =  -^ 

^        a  w 

Nunmehr  kann  eine  Diskussion  der  Gleichungen  (27)  und  (23) 
an  Hand  eines  Beispieles  gegeben  werden. 

Bei  der  Leitung  sei  der  Drahtradius  r  =  0,2  cm.    Dann  ist: 

1.  der  Widerstand  pro  Kilometer 

w  =  1,36  Ohm  •  km-\ 

2.  die  Selbstinduktion 

(2000  \ 

^  0,0026  Henry  •  km-^ 

3.  die  Kapazität 

C  =  0,0030  Mikrofarad  •  km-^. 
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Mit  diesen  Daten  berechnen  sich  die  in  den  Formehi  für 
a  und  b  vorkommenden  Konstanten: 

ico  =  0,0026 -50 -2  TT  =0,82[sec-i] 

C(ü  =  0,0030  •  10-«  •  50  •  27r  =  0,94  •  10-«  [sec  km-«] 
w=  =l,36[sec-i] 

während  für  a  und  b  selbst  sich  findet: 

a  =  1,17  .  10-3  [km-i];     6  =  0,36-10-3  [km-i] 

^a^  +  6«  =  1,22 .  10-3  [km-i] 

und 

b 
tg  9?  =  —  =  0,308 

<p  =  1707' 

Liefert  nun  die  Dynamomaschine  eine  Wechselspannung 
der  maximalen  Momentanstärke  e©  =  10000  Volt,  so  wird  die 
maximale  Momentanstärke  des  von  der  Leitung  aufgenommenen 
Stromes 

0  94'  10—« 
•^0=  1*22  •  10-»'  ^^^^^  =  7,7  Ampere. 

Dieser  Strom  hat  gegen  die  Spannung  eine  Voreilung 

9  =  170  r 

Längs  der  Leitung  variiert  nun  die  Spannung  e  so,  daß  ihr 
Maximalwert  nach  dem  Gesetze  er*^  abnimmt.  Die  Abnahme 
ist  eine  sehr  langsame.  Der  Halbwert  ergibt  sich  aus  der  Gleichung 

}_ 
2 
für 

x  =  J?^=^.1000km=1920kin 
0  ü.3o 

d.  h.  erst  in  einer  Entfernung  von  1920  km  vom  Anfangspunkt 
sinkt  die  Spannung  auf  den  Halbwert. 

Ferner  erscheint  die  Spannung  in  ihrer  Phase  gegen  den 
Anfangspunkt  immer  mehr  verzögert,  je  weiter  man  sich  von 
diesem  entfernt.     In  der  Entfernung 

x  =  -^  =  ^1. 1000  =  2680  km 
a         0,36 


g— 6«  == 
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ist  die  Verzögerung  =  n  geworden,  d.  h.  in  diesem  Punkte  ist 
die  Spannung  der  Anfangsspannung  gerade  entgegengesetzt. 
Die  Spannungsverteilung  für  die  ganze  Leitung  ergibt  sich  in 
einem  gegebenen  Zeitpunkt,  z.  B.  ^  =  0,  zu 

«— ^«  cos  ( —  ö  x)  =  6q  •  c~**  •  cos  a  X 

Da  man  die  Kurve 
c~**  leicht  aufzeichnen 
kann,  wenn  man  viel- 
leicht noch  den  Sech- 
stelwert 

J_ 
6 
Ignö 


^—hx  = 


X  = 


=  5000  km 


Fig.  246.     Verteilung  einer  Wechselstrom-     bestimmt,  so  ergibt  sich 
Spannung  länglicher  unbegrenzter  Leitung,     ^o  ^    ^^^  ^  ^    ebenfalls 

in  einfacher  Weise,  da 
wir  oben  die  Periode  von  cos  a  x  bereits  mit  5360  km  festgestellt 
haben.     In  der  Figur  213  gibt 

Kurve  I  die  Funktion  Bq»  er^^ 
II    „  „  e^cosax 

III    „       '    „         CQ-er^^coBax 

IV.  Eine  besonders  wichtige  Erscheinung  zeigt  sich,  wenn 
die   betrachtete  Leitung  von  endlicher  Länge    l  ist.      Sie    soll 


i 


j:'0 


JC'l 


4 

?! 


Fig.  246.     Dynamomaschine  an  einer  begrenzten  Leitung. 

auch  jetzt  an  ihrem  freien  Ende  offen  sein.    Da  die  Gleichungen 
sich  vereinfachen,  nehmen  wir  die  Dynamomaschine  am  Ende 

x=^l 
an,  Fig.  246,  verlegen  also  das  offene  Leitungsende  in  den  Anfangs- 
punkt a;  =  0,  für  welchen  dann  gilt : 
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Spannung  6  =  6^  cos  cd  t 
Strom  J  =  0 

Zur  Behandlung  der  Aufgabe  steht  uns  wieder  unsere 
Gleichung  (22)  zur  Verfügung,  die  für  a:  =  0  als  erste  Bedingung 
für  die  Integrationskonstanten  A,  B,  Cy  D  den  Ansatz  liefert: 

{A  +  B)  e+*ßt  +(C  +  D)  e-*ßt  =  e, ^^ 

Hieraus  findet  sich  zunächst 

ß  =a> 


und 


C  +  D  =  ^ 


(29) 


Zwei  weitere  Gleichungen  für  Ay  B,  C,  D  liefert  die  Be- 
dingung, daß  für  X  =  0  der  Strom  J  =  0  sein  soll. 

dJ 
Wir  haben  erstlich  für  ^— 

ex 


dx  dt 


■C(üie+*'"^[A  e-*  +  ««)*  +  Be+  »  +  »«)*] 


Nach  Integration  nach  x  findet  sich 


+ 


6  +  »a 


[0  c-<»-«'«)*  —  Z)  e+  (»-*•«)«] 


6  —  ia 
Führt  man  nun  die  Bedingung  für 

x^O    J  =  0 

ein,  so  entsteht: 

A—B  =  0\ 
C—D  =  o] 

Aus  (29)  und  (30)  ergibt  sich 

A =B=C=D=^ 
4 

Hort,   DifferentialKleichung^en. 


(30) 
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und 

p^  =  -^  [c-**  cos  (co<  —  az)  +  c+*«  cos  (CO  <  +  ax)'\      (31) 

Diesen  Ausdruck  wollen  wir  auf  die  Form 

2?,  =  -|-ifco8(a)«  +  v)  32)) 

bringen.  Nach  Entwicklung  der  Kosinus  in  der  eckigen  Klammer 
bieten  sich  die  Ansätze  dar: 

M  cos  0)  t  cos  y;  =  (e+**  +  c~** )  cos  a  a;  cos  o}t\ 
Jlf  sincütsiny;  =  (c+**  +  c"^*)  sin  aa;  sin  coij 
Addiert   man   beide  Gleichungen,    nachdem  man  sie  zum  Qua- 
drat erhoben  hat,  so  kommt 

M^  =  6+26«  +  e-^hx  +  2cos2öa:  (34) 

Dividiert  man  die  erste  in  die  zweite,  so  entsteht: 

g+6« g— ** 

tg  V  =  — -r r—  iMax  (35) 

Von  besonderem  Interesse  ist  hier  die  Größe  M,  nach  welcher 
sich  die  Änderung  der  Spannung  vom  offenen  Leitungsende  gegen 
das  Generatorende  hin  regelt. 

Für  a;  =  0  ist  M^  =  4. 

Da  ferner 

^^/^^^  =  26(e+2&«_g-26,)_4a8in2aa; 
dx 

für  a;  =  0  den  Wert  Null  annimmt,  so  hat  die  Kurve 

f ür  a;  =  0  ein  Extrem. 
Da 

-^^^  =  462(€+^**  +  c-2ft«)  — 8a«cos2ax 

für  a:  =  0  den  Wert  8  6^  —  Sa*  annimmt,  so  ist  das  Extrem 
ein  Maximum  für  6  <  a,  ein  Minimum  für  6  >  ö. 

Ist  b  =  a,  so  gibt  es  bei  x  =  0  weder  ein  Maximum  noch 
ein  Minimum,  sondern  die  Kurve  y  =  M^  hat  eine  horizontale 
Wendetangente. 

In  unserem  oben  behandelten  Beispiel  war  a  >  6,  mithin 
ergibt  dieses  Beispiel  eine  vom  freien  Ende  nach  dem  Dynamo- 
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ende  hin  abfallende  Spannungsverteilung.  In  der  Fig.  247 
ist  der  mit  a  =  1,17  •  lO"*  und  6  =  0,36  •  10-*  sich  ergebende 
Verlauf  von  y  =  M^  gezeichnet.  Demnach  würde  eine  Frei- 
leitung von  672  km  Länge,  mit  diesen  Konstanten  angeschlossen 


Fig.  247.     Verteilung  einer  Wechselstromspannung  längs  einer 
begrenzten  Leitung. 


an  eine  Dynamo  von  e^  =  10  000  Volt  Maximalspannung,  am 

2 
offenen  Ende  eine  Spannung  von  10000  • -7==  =  13800  Volt, 


2,1 

also  eine  beträchtliche  Spannungssteigerung  ergeben.  Diese 
Erscheinung  der  Spannungszunahme  von  der  Dynamomaschine 
nach  dem  offenen  Leitungsende  hin  ist  unter  dem  Namen 
Ferrantiphänomen  seit  1890  bekannt. 
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§  96.    AasgleiehsYorgänge  in  linearen  Leitern. 

I.  In  §  94  haben  wir  den  Vorgang,  der  sich  nach  Änderung 
der  elektrischen  Zustandsbedingungen  einer  Leitung  bis  zum 
Eintreten  eines  neuen  Beharrungszustandes  vollzieht,  als  Aus- 
gleichsvorgang  bezeichnet. 

Eine  Änderung  der  elektrischen  Zustandsbedingungen  tritt 
u.a.  ein  in  folgenden  Fällen: 

1.  Änderung  der  Größe  der  auf  die  Leitung  aufgedrückten 
Spannung.  Hierher  gehört  als  wichtigstes  Beispiel  das 
Anschalten  einer  spannungslosen  am  Ende  offenen  Leitung 
an  einen  Generator. 

2.  Änderung  der  Größe  des  aus  der  Leitung  entnommenen 
Stromes,  z.  B.  beim  Einschalten  eines  Stromverbrauchers 
(Transformator,  Motor  usw.)  oder  beim  Durchbrennen 
einer  Sicherung  oder  beim  Auftreten  eines  Kurzschlusses. 

3.  Übertritt  von  atmosphärischer  Elektrizität  auf  den 
Leiter. 

II.  Zur  weiteren  Untersuchung  ziehen  wir  wieder  die 
Gleichung  (lld)  §  96  heran: 

—  =  LC^  +  .C—  (1, 

und  wir  behalten  uns  vor,  je  nach  Bedarf  entweder  die  Spannung  p 
oder  den  Strom  J  aus  (P  vermöge  der  Ansätze : 

80        ^  ^80 

P=-^;/  =  -C—  (2) 

abzuleiten. 

Für  die  Differentialgleichung  (1)  hatten  wir  in  §  95  bereits 
eine  Lösung 

0  =  e^{ax  +  ßt)  (3) 

mit  reellem  ß  und  mit  einem  von  ß  abhängigen  a: 

a=  ±  ^ß^LC  —  ißwC  (4) 

aufgestellt.  Diese  Lösung  ist  hier  aber  unbrauchbar,  denn  sie  ist 
in  t  rein  periodisch  (weil  e^^*^  =  cos  ßt  +  isinßt  ist).  Jetzt  er- 
kennen wir,  warum  wir  damals  ß  reell  genommen  haben.  Wir 
hatten  den  Beharrungszustand  zu  untersuchen,  der  bei 
imaginärem  ß  (etwa  ^    ±i  ß^)  niemals  vorhanden  sein  könnte, 
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weil  dann  O  =  ^»a«  .gi^o«  ^^^  ^j^j.  ^eit  entweder  bis  Null  ab- 
nehmen oder  unendlich  zunehmen  würde.  Dies  kann  aber  niemals 
die  Eigenschaft  des  Beharrungszustandes  sein. 

Anders  liegt  jedoch  die  Sache  im  vorliegenden  Fall,  wo 
ein  Ausgleichs  Vorgang  zu  untersuchen  ist.  Der  Ausgleichs- 
vorgang verbindet  zwei  stationäre  Zustände  miteinander,  er 
führt  sie  ineinander  über.  Dieser  Übergang  kann  nur  in  endlicher 
Zeit  erfolgen,  da  Zustandsänderungen  nie  in  der  Zeit  Null  er- 
folgen können. 

Bezeichnet  man  die  Zustandsgröße  vom  Augenblick  <  =  0  des 
Eintritts  der  Änderung  der  Zustandsbedingungen  mit  Oy  so 
kann  man  sich  den  Ausgleich  vollzogen  denken  durch  Hinzufügung 
der  Ausgleichsgröße  <Py,  wodurch  man  die  Zustandsgröße  (Pji, 
die  nach  Herstellung  des  neuen  Beharrungszustandes  gelten 
soll,  von  <  =  0  an  erhalten  würde: 

<Pii  =  <P  +  Of  (5) 

Hier  sind  alle  O  Zeitfunktionen  und  können  auch  die  Variable 
X  enthalten. 

(Pii  stellen  wir  jetzt  durch  On  (0)  +  O^  (t)  dar: 

<Pii  =  <Pii(O)  +  (Pii(0  (6) 

wo  Oll  (0)  den  dem  Zeitpunkt  /  =  0  entsprechenden  Wert  be- 
deutet und  <Pii  (t)  demnach  für  t  =  0  verschwinden  muß.  Analog 
stellen  wir  Ö>/  wie  folgt  dar: 

<P/=Ö>/(0)+(P/(0  (7) 

Der  Übergang  findet  dann 
statt,  wenn 

a)  Oll  und  Of   der  Differen- 
tialgleichung (1)  genügen, 
6)   Of  (0)  =  Oll  (0)  —  O  (0) 
ist  (8) 

c)  Of  für  i  =  oo  verschwin- 
det.   Es  gilt  dann  Fig.  248. 
Die  Funktion  On  muß  als  Beharrungszustandsgröße 
eine    rein  periodische  Funktion   sein,  deren  Ermittlung  mit 
reellem  ß  sich  auf  den  Ansatz  (3)  aufbaut. 

Die  Funktion  Of  muß  als  Ausgleichszustandsgröße  die 
Exponentialfunktion  enthalten,  und  zwar  mit  negativem 
Exponenten,  weil  Of  mit  wachsendem  t  verschwinden  muß.  Dieser 


t-o   4s 


Fig.  248.     Übergang  von  einem 
Beharrungszustand  in  einen  neuen. 
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Anforderung  wird  man  in  der  Gleichung  (4)  gerecht,  wenn  man  a 
reell  wählt.    Denn  dann  hat  man: 


oder 


ß^LC  —  %ßwC  =  a* 


=  ia  ±b 


r  Lc 


u>» 


4L* 


Als  allgemeinen  Ansatz  erhalten  wir  dann  für  0 : 


<P  =  c" 


iax    {—ai:ib)t 


(9) 

(10) 
(11) 

(12) 

Da  wir  hier  statt  +  a  auch  —  a  wählen  dürfen,  so  ergeben 
sich  folgende  vier  partikuläre  Lösungen  für  0 : 

iax    (—a-{'ib)t  ,     tax    (—a  —  ib)t  .  Jax    (—a-{-ib)t  .    j—iax    (— a— »W« 
6C  y  C  ß  ,66  >6  6 

Aus  diesen  setzen  wir  mit  4  willkürlichen  Konstanten  eine 
allgemeine  Lösung  zusammen: 

0  =  e-^'  U'  e+*"^  +  Ä'  e-'mC'e^  '*'  +  D'  e"*^')    (13) 
oder  nach  Einführung  der  zyklometrischen  Funktionen 

<P  =  e""'*'(^co8aa;4- jBsinax)  (Ccos6/4-  Dsin6<)     (14) 
Jede  Wahl  von  a  liefert  eine  Lösung,  wenn 

w 


a  = 


2L 


und 


=  /x^ 


CO" 


4L« 

genommen  wird. 

Aus  (14)  leiten  wir  die  Spannung  p  ab: 

d0 


(15) 


P  = 


dx 


=  e    *'a( — -^sinaa;  +  jBco8ax)(Cco8  6/ +  D&inbt)  (16) 
sowie  den  Stronj  J: 

80 


J  =  —C 


di 


Ce    ''\AcoBax  +  Bsmax)[(bD  —  aC)coBbt  —  (aD  +  bC)smht][yi) 
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Der  Möglichkeit,  daß  mehrere  Werte  von  a  zu  berück- 
sichtigen sind,  werden  wir  nun  durch  einen  Reihenansatz  gerecht, 
indem  wir  a  mit  einem  Zeiger  k  versehen,  über  den  wir  noch  Ver- 
fügung treffen  werden.  Jedenfalls  aber  bilden  wir  die  Reihe 
aus  der  Gesamtheit  aller  der  Werte  von  (16)  bzw.  (17),  die  durch 
Berücksichtigung  aller  geeigneten  Werte  von  aj^  sich  darbieten, 
d.  h.  die  Summen: 

p  =  e""*' ^ajt (Bk cos atx  —  A^ sin a* x)  (C^ cos h^t  +  D^mahk t)    (18) 

t/  ^  —  C  c~*^  2  (Ak cos  aicX-\-  Bk  sin  a^  x) 

[(bk  Dk  —  a  Ck)  QOBbkt  —  (a  D*  +  6*  Ct)  sin  bk  t}        (19) 
in  welchen  Entwicklungen  gilt: 


^=i^ 


(20) 


Die  Reihenentwicklungen  (18)  und  (19)  sind  genügend  all- 
gemein, um  alle  durch  eine  spezielle  Aufgabe  gegebenen  Bedin- 
gungen berücksichtigen  zu  können. 

m.  Es  handele  sich  um  den  Ausgleichsvorgang,  der  ein- 
tritt, wenn  man  eine  am  Ende  offene  Leitung  der  Länge  {  zur 
Zeit  (  =  0  an  eine  Gleichstromspannung  E  anlegt.  Hiemach 
haben  wir  als  anfängliche  Zustandsgröße  0  (0) 

die  Spannung 

p  (0)  =  0 

imd  den  Strom 

J  (0)  =  0 
einzuführen. 

Wir  wissen  auch  ohne  weiteres,  wie  die  nach  vollzogenem 
Ausgleich  vorhandenen  Zu&tandsgrößen  (Pu  =  Ö>ii  (0)  +  (Pu  (t) 
aussehen.    Die  Spannung  ist: 

Pjj(0)  =  J^;  Pii(0  =  0 

der  Strom 

^„(0)=0;  Jj,(0  =  0 

Nach  Gleichung  (8)  ergibt  sich 

P,(0)  =  P„(0)-p(0)  =  Ä^  ^^^^ 


^/(0)  =  J„(0)-J(0) 


::} 
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Die  Ausgleichsgrößen,  die  wir  zu  bestimmen  haben,  sind 
Pf  (t)  und  Jf  (t)y  für  deren  Anfangswerte  zur  Zeit  <  =  0  die  Ansätze 
(21)  maßgebend  sind.  Diese  Ansätze  führen  wir  in  die  Reihen  (IB) 
und  (19)  ein: 

^  "^ ^ akCt{BkOOBakX  —  AtBinajeX)  \ 

'  (22) 

Ö  =  — ^2(6*I>* — a Gjt) (^jt cos a* a; +  jBjfc sin a^a:)  ' 
Mit  Ansetzung  der  beiden  Gleichungen  (22)  haben  wir  die 
sogenannten  Anfangsbedingungen  (21)  berücksichtigt,  und  es  gilt 
jetzt,  aus  (22)  die  unbekannten  Konstanten  A^.,  B^,  C^,  D^  zu 
ermitteln.  Zwei  Gleichungen  sind  hierzu  nicht  hinreichend; 
es  fehlen  noch  die  Grenzbedingungen,  welche  festsetzen,  wie 
die  Zustandsgrößen  p  und  J  während  des  Ausgleichs  am  Anfang 
und  am  Ende  der  Leitung  beschaffen  sind.  Am  Anfang  der 
Leitung  gilt  dauernd 

p^  =  p^^  —  p  =  E  —  E  =  0  f ür  x  =  0  (23a) 

wenn  wir  annehmen  können,  daß  die  Stromquelle  durch  den  Aus- 
gleichsvorgang nicht  beeinflußt  werde.  Am  Ende  der  Leitung 
gilt,  da  dort  kein  Strom  fließen  kann,  weil  sie  offen  ist, 

J  =  0    für  X  =  Z  (23b) 

Wir  setzen  (23a)  in  (18)  ein  und  erhalten: 

e~"' 2  aijBA:(C^* cos *>*<  +  !>*  sin  6*0  =  0 

k 

welchem  Ansatz  offensichtlich  nur  durch 

^*  =  0  (24) 

genügt  werden  kann.  Berücksichtigt  man  dies  Resultat  sofort 
bei  Gleichung  (19),  in  welche  wir  die  Bedingung  (23b)  einzutragen 
haben,  so  muß  gelten: 

-Cc~'*<2^j^cos  a^Z{(6^Z>j^  — aC^) cos6^«—(aD^  +  6^C^)sin6^t}  =  0 
Dieser  Gleichung  kann  genügt  werden  durch: 

cos  a^Z  =  0  (25) 

Das  Verschwinden  des  Kosinus  tritt  ein  für  alle  ungeraden 

7t 

Vielfachen  von  -- ,  d.  h.  für 

atl  =  (2k+l)~;     Ä;=0,  1,  2,  ....  (26) 
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womit  die  bisher  noch  unbekannten  Größen  a^^  festgelegt  sind: 

7t 


a,  =  {2k+l)-jj-;     Ä;  =  0,  1,  2, 


(26) 


woraus  noch  folgt: 

J{2k  +  l)^ 


TT« 


V^ 


fC  4X2 

Wenden  wir  nun  das  Ergebnis  (24)  auf  die  noch  nicht  berück 
sichtigten  Gleichungen  (22)  an,  so  gewinnt  man: 

E  =  — 2  akCkÄksmaiX 

und  *  I  (27) 

0  =  ^  {htD^Ai  —  akCkAjt)co&akX 
in  denen  man  noch  abkürzend 

CkA,=:Mk 

D,A,  =  N, 
mit  dem  Resultat: 

E  =  —  2  öjfc  Jtfjb  sinajb  x 


0=        y^(bkNt  —  aMt)co8akX 


(28) 


setzen  kann. 

In  der  ersten  dieser  Gleichungen  multiplizieren  wir  nach 
Fourier  (siehe  §  54)  links  und  rechts  mit  sin  aj^xdx  und  inte- 
grieren von  0  bis  l.   Dann  bleibt  nur  übrig: 

E  f  sin  atxdx 


Oifc 


J  sin*  ttifc  X  dx 


(2k+  l)7rai 


(29) 


oder 


Aus  der  zweiten  Gleichung  findet  sich: 
b^Nt  —  aMk  =  0 


Njt^  —  Mk  = 


4aE 


(30) 


(2*+ 1)^0*6* 

Hiermit  lassen  sich  die  Ausgleichsgrößen  Pf  und  J;,  bzw. 
der  tatsächliche  Verlauf  der  Spannung  und  des  Stromes  auf  der 
Leitung 
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Bjj— P/  =  E  —  e~''-^^-Y^-r-YBinakxUoBbtt  +  ySvabtt\    (31) 


Jll — Jf  = 


aus  den  Gleichungen  (18)  bzw.  (19)  ermitteln,  womit  die  Aufgabe 
als  gelöst  zu  betrachten  ist.  In  diesen  Formeln  haben  die  Größen  E 
und  a  folgende  physikalische  Benennungen: 

E  =  aufgedrückte  Spannung 

w 
a  =  -jr-^  =  Dämpfungskonstante. 
2  Li 

Über  ajb  stellen  wir  folgende  Betrachtung  an: 

TL 

sin  a*  a;  =  sin  (2  i  +  1)  Yf  ^ 

hat  für  A  =  0  die  räumliche  Periode  4  ly  d.  h.  in  allen  Punkten  der 

Leitung,  die  um  die  Strecke  4 1  auseinanderliegen,  hat  die  Funktion 

2n 
sin -j-=- a; gleiche  Werte;  4Z  heißt  die  Wellenlänge.    Für  höhere 

Ordnungszahlen  2;  =  1,  2,  3. ..  sind  die  Wellenlängen  kürzer 

Die  Funktion 

2n 
cos  6jb «  =  cos  — —  t      (Tjfc  •  6|;  =  2  n) 

liefert  die  zeitlichen  Perioden  Tjj.,  denen  die  Schwingungszahlen 

,      ^  1  ö* 

oder  Frequenzen  -=—  =  — —  entsprechen. 

Die  Ausgleichsgrößen  stellen  sich  also  dar  als  räumliche  und 
zeitliche  Übereinanderlagerungen  von  Schwingungen  ungerader 
Ordnung,  deren  Wellenlängen  sich  wie  die  ungeraden  Zahlen  ver- 
halten. 

IV.  Wir  berechnen  jetzt  mit  den  Zahlenwerten  von  §  95 
an  einer  l  =  \  km  langen  Leitung  ein  Beispiel.  Es  ergeben  sich 
die  Konstanten 
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in  linearen  Leitern. 

W 

«=2i  = 

1,36 
0,0052 

=  260  [sec-i] 

a*« 

(2i+l)«7r« 

(2A;+1)*9,8 

607 


LO  4PLC  4.1.0,0026.0,0030.10-« 

=  0,314(2*+  l)«.10»[sec-«]. 

Demnach  ist  schon  für  die  Schwingungen  niedrigster  Ord- 

a  * 
nung  -p-  =  0,314  •  10"  so  groß,    daß   daneben   a«  =  6,8  .  10* 
LC 

vernachlässigt   werden   kann.      Hiermit  ergibt  sich  das    ange- 
näherte Resultat: 

'--^  '"" 

.  hat  die  Dimension  [km/sec**^],  ist  also  eine  Geschwindig- 
keit, die  wir  abgekürzt  mit  V  bezeichnen  wollen,  womit  wir  das 
Ergebnis 

-^  =  F.  (35) 

erhalten  oder  mit 

1  ik         .  .         2n 

—  =  -^^ —  und  Ojfc  =  -=— 
a*        2jr  *        Tt 

^  =  F  (36) 

Angenähert  ist  also  das  Verhältnis  zwischen 
Wellenlänge  und  Schwingungsdauer  für  Schwin- 
gungen aller  Ordnungen  konstant. 

Unter  diesen  Umständen  vereinfachen  sich  die  Gleichungen 
(31)  und  (32).  wie  folgt: 

p^E-e    -'—^-^^^-^sm-^xcos  — *       (37) 

Die  Produkte  der  Winkelfunktionen  schreiben  wir  jetzt 
wie  folgt: 
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sin 


^n  27t^        1     .    1271      ,    2:nj  \   ,     1    .   /27r  27i  \ 


2n 


.     2n^       1    .   [2n      .    27r  \        1    .    [2n  2n  \ 

1  (x  t\    , 

Hier  stellt  —  sin  tt  ( -j — h  -^  1  eine  nach  Richtung  der  n^a- 

tiven  X  mit  der  Geschwindigkeit  V  =-=-   fortschreitende   Welle 

\               ( X  t\ 

dar,  während  — sin  2  jrl-= -^i  in  Richtung  der  positiven  x 

fortschreitet.  (Vgl.  §79.)  Aus  derartigen  Paaren  von  Wellenzugen 
setzen  sich  nun  auch  p  und  J  zusammen,  so  daß  beide  Zustands- 
größen  durch  2  in  entgegengesetzter  Richtung  sich  längs  der 
X-Achse  mit  der  Geschwindigkeit  V  verschiebende  Wellen  dar- 
gestellt werden,  von  denen  jede  die  Summe  unendlich  vieler 
harmonischer  (sinusförmiger)  Wellen  ungerader  Ordnung  ist. 
Die  Form  der  Wellen  bleibt,  wenn  wir  vorläufig  von  dem  Einfluß 
des  Faktors  e~^^  absehen,  mit  der  Zeit  unveränderlich,  so  daß 
es  genügt,  wenn  wir  ihre  Gestalt  zur  Zeit  /  =  0  bestimmen. 
Dann  haben  wir  für  p  die  beiden  Wellen 

zu  untersuchen.     Sie  sind  offenbar  identisch. 
Mit 

^*~  2i+l 
wird  die  Summe 

für  0  <  x  <  2  Z. 

Um  dies  zu  beweisen,  entwickeln  wir  die  Funktion  f{x)  =  — 
in  eine  Fouriersche  Sinusreihe : 

/(^)  =  -^  =  2a„sinna: 
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zunächst  im  Intervall  0  <  a?  <  tt.     Die  Fouriersche  Vorschrift 
ergibt: 


—  /  Binnxdx  =  Un  j  sin^nxdx. 


Die  Auswertung  der  Integrale  liefert: 


n 


sin*  nxdx  = 


ff 


sin  nxdx  = (cosn  n  —  1)  =  — (1  — cos  nn)  = 


1— (— ir 


womit  sich  findet: 


Also  wird: 


a„  = 


l-(-l)" 


2n 


— -  =  sm  a;  +  -—  sm  ox  -j-  -—  sin  5x4- 
4  3  5 


2  {2k+l)  8in(2*+l)a; 


(40) 


xem:  -^,  so  eatsteht  aus      ^..^^ 


if 


^ih^''^'*^'^w 


JCf-Zl 


im  Intervall  0  <  x  <  tc. 
Setzt  man  jetzt  statt 

TtX 

TT 
(40) 

y sin  ( 2  ifc  4- 1 )  ^^     Fig.  249.     Zur  Darstellung  der  Funktion 

^2*4-1  '21  ^ 

—  durch  eine  Fouriersche  Reihe. 

im   Intervall    0  <x  <2l,  welche    Funktion   in   Fig.  249  dar- 
gestellt ist. 

7t 

Daß  die  Summe  (41)  im  Intervall  —  2  Z  <  x  <  0  den  Wert 7- 

4 

ergibt,  wollen  wir  nicht  besonders  beweisen,  imd  auch  nicht,  daß 
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sich  der  gezeichnete  Linienzug  für  x  >  21  und  x  <  —  21  in  kon- 
gruenter Weise  wiederholt. 

Demnach  gestattet  (39)  die  Darstellung  Fig.  250  als  recht- 
eckige Wellen,  bei  denen  die  Pfeile  das  Fortschreiten  mit  der 
.  Zeit  t  nach  der  positiven  und 

"L/IlTLP 


w 


negativen  x-Richtung  charak- 
terisieren sollen.  Mit  diesen 
beiden  Wellen  kombiniert  sich 
nach  Formel  (37)  der  kon- 
stant über  die  ganze  Leitungs- 
länge ausgebreitete  Span- 
nimgswert E  zu  der  tatsäch- 
lichen Spannung  p. 

Die  längste  vorkommende 
Schwingungsdauer  ist  die  der  Schwingung  der  Ordnung  k  =  0 


Fig.  260.    Zur  Darstellung  eines  recht- 
eckigen Wellenzuges 
durch  Fouriersche  Reihen. 


T,= 


4Z 


^Ylg 


2k  + 
r  =  4iyiC  =  4.2,8.10-«  =  1,12- 10-6  [sec] 

bei  einer  Leitungslänge  1  =  1  km.  Wir  versuchen,  uns  den  Vor- 
gang auf  der  Leitung  während  dieser  Zeit  durch  Fig.  251  zu  ver- 
bildlichen. 


Fig.  251.    Spannungsverteilung  bei  einem  Ausgleichsvorgang. 


Während  der  ersten  Viertelperiode  ladet  sich  die  Leitung 
auf  die  Spannung  E  auf,  wobei  eine  scharfe  Grenze  zwischen 
dem  geladenen  und  dem  noch  nicht  geladenen  Teil  der  Leitung 
besteht.  Diese  Grenze  schreitet  mit  der  Geschwindigkeit  V  =  ]fLC 
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vorwärts.     Die  ganze  Leitung  ist  aufgeladen  nach  Verlauf  der 

Zeit  t  =  —T.    Von  jetzt  ab  addieren  sich,  vom  Leitungsende  l 

anfangend,  die  beiden  gegenläufigen  Welienzüge  zur  Spannung  E, 

so  daß  eine  Ladewelle  der  Spannung  2^  in  Richtung  auf  den 

Anfangspunkt  der  Leitung  fortschreitet.    Man  bezeichnet  diesen 

Vorgang  als  Reflexion  der  Welle  am  Leitungsende.    Nach  Ver- 

T 
lauf  der  Zeit  t  =  -^  (wenn  die  Ladewelle  2  E  am  Anfang  der 

Leitung  angekommen  ist)  beginnt  sich  die  Leitung  zu  entladen, 
bis  zur  Zeit   i  =  T  der  Anfangszustand  wieder  erreicht  wird. 


Fig.  262.     StromverteihiDg  bei  einem  Ausgleichsvorgang. 


Während  dieser  Zeit  hat  aber  die  Amplitude  E  der  Welle  nach 
Maßgabe  des  Faktors 


^— aT  _    —0,26. 1,11.  lO-a 


auf 


E 


1,004 


,    also  um  ca.  4  v.  T.  abgenommen.     Nach  der  Zeit 


10^^  =  1,12  sec  ist  jedoch  der  Einfluß  der  beiden  gegenläufigen 
Wellenzüge  praktisch  auf  Null  abgeklungen,  so  daß  als  Endzustand 
die  Ladung  der  ganzen  Leitung  mit  der  konstanten  Spannung  E 
übrig  bleibt. 

Der  Ladestrom  J,  dessen  Verlauf  wir  im  einzelnen  nicht  ver- 
folgen, klingt  gleichzeitig  mit  p  auf  den  Dauerwert  Null  ab. 

Fig.  2ö2  gibt  bildlich  den  Verlauf  von  J  ohne  Berücksichtigung 
der  Dämpfimg. 

V.  Handelt  es  sich  um  schwierigere  Fälle,  z.  B.  plötzliche 
Erhöhung  der  Wechselstromspannung  am  Anfang  einer  am  Ende 
offenen  Leitung  von 

Pi(0)8in[a)«+99i(0)] 
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auf 

Pn(0)8in[a)«+9P,(0)] 
so  hat  man  folgende  Schritte  zu  tun. 

a)  Der  Beharrungszustand  vor  Eintritt  des  Schaltvorganges 
muß  bekannt  sein  nach  Strom  und  Spannung: 

Pi  =  Pi{x)8in[(ot  +  (p^{x)] 

Jj  =  Jj{x)8m[(ot  +  y;^{x)] 

b)  Der  neue  Beharrungszustand  nach  Abklingen  des  Schalt- 
vorganges muß  ebenfalls  bekannt  sein: 

Pii  =  ^11  (^)  ®^^  [^^  +  9%  W\ 
Jji  =  Ju  (^)  «^^  [ö>  ^  +  ^2  (^)] 

c)  Die  Ausgleichsgrößen  pf  und  Jf  stehen  zu  den  Beharrungs- 
zustandsgrößen  in  folgender  Beziehung: 

Pii  =  P  +  Pf 

wo  p  und  J  die  Zustandsgrößen  während    des  Ausgleichs  be- 
deuten. 

d)  Setzen  wir  hier  für  Pf  und  Jf  die  Reihenentwicklungen 
ein,  die  formal  die  Differentialgleichungen  (1)  und  (2)  befriedigen, 
so  liefert  der  Ausdruck  der  Anfangsbedingungen: 

Pf(0)  =  Pj,(0)-p,m 


J,(0)  =  J,,(0)-Jj(0)J  ^      ^ 

zwei  Gleichungen  für  die  4  unbekannten  Konstanten  Ä^, 
Bj^y  Cjfc,  Z)^.  Um  zwei  weitere  Bedingungen,  die  zur  restlosen 
Bestimmung  sämtlicher  Konstanten  noch  erforderlich  sind,  zu 
gewinnen,  führen  wir  die  Grenzbedingungen  ein: 

Pf  =  Pii  —  p  =  0  f ür  a;  =  0, 
weil  am  Anfang  der  Leitung  dauernd 

Pii  =  P  =  P2(0)8in[a)«+9?,(0)] 
ist, 

J/  =  0  f  ür  a;  =  Z 

weil  die  Leitung  am  Ende  offen  ist. 

Die  Grenzbedingungen  liefern  eine  Wertreihe  ojt  (die  Pe- 

r  i  o  d  e  n)  sowie  das  Verhältnis -^ ,  während  die  Anfangsbedin- 
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gungen  die  Werte  C^  und  Dj^  und  hiermit  Amplitude  und  Phase 
der  einzelnen  Schwingungen  zu  berechnen  gestatten.  Wir  haben 
hier  formal  dasselbe  Ergebnis  wie  bei  den  radialen  Schwingungen 
der  Kugel.  Die  Oberflächenbedingung  lieferte  die  Pe- 
riodengleichung zur  Bestimmung  der  Perioden,  die  An- 
fangsbedingung lieferte  Amplituden  und   Phasen®^). 


§  97.    Der  Skineffekt. 

Wir  verzichten    jetzt    auf    die  Vernachlässigung,    die    wir 

in  §  95  durch  Fortlasgen   des  Gliedes  R    — r —  eingeführt 

haben,  und  gehen  auf  die  Gleichungen  des  zylindrischen  Feldes  in 
§  94  zurück: 

1    a(rJJf,y)  dE, 


+ 

7 


r        dr 

1    d(rM,,) 
r         dx 

dEr 


=  e 


=  s 


dr 


dx 


dx 


+ 


=  fi 


dt 

dEr 

~dir 

dMf, 


dt 

1    d(rEr) 
r        dr 


+  4tnXEx 
+  4  jr  A  Er 

=  0 


(1) 


Von  Hertz  stammt  die  Bemerkung,  daß  es  eine  potential- 
artige Funktion  11  (x,  r,  t)  gibt,  von  der  man  Ej.,  E^,  Jf ^  wie  folgt 
ableitet : 


(2) 


Es  läßt  sich  leicht  verifizieren,  daß  die  ersten  beiden  Gleichun- 
gen und  die  vierte  Gleichung  (1)  durch  den  Ansatz  (2)  befriedigt 
werden,  während  die  dritte  Gleichung  (1)  die  Funktion  II  der 
partiellen  Differentialgleichung : 

Hort,   Differentialgleichungen.  33 


X^X    

r 

dr   ^ 

dr" 

Er  = 

— 

dxdr 

3f,>  = 

— 

^  drdt 

—  4 

nX 

dn 

dr 
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e»/7  ,  ^      ,a/7    8*n  ,  s^n  ,  1  en 

e^^  +  int,X-=j^+^^+--  (3) 

unterwirft. 

Versucht   man,   dieser  Gleichung  durch  einen  partikulären 
Ansatz 

n==XPT  (4) 

gerecht  zu  werden,  so  findet  sich,  wie  wir  ohne  weitere  Rechnung 
angeben  wollen: 

jiax    \ 

(5) 


X  =  e'"  1 
T  =  c*"'   I 


während  P  als  Funktion  von  r  der  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung zu  genügen  hat: 

(—ei^ß»  +  4,nfiXßi  +  d^)P=^+^^  (6) 

Setzen  wir  hier  abkürzungshalber 

_  e,xß^  j^4.n^Xßi  +  a^  =  —a^  (7) 

so  erkennen  wir  in 

(PP         1    dP 

^  +  ■7-^  +  «'^  =  ^  («> 

die  Differentialgleichung  der  Besselschen  Funktionen  der  Ordnung 
Null. 

Die  Differentialgleichung  hat  zwei  voneinander  unabhängige 
partikuläre  Integrale :  Jq  (a  r)  und  K^  (a  r),  in  welchen  das 
Argument  a  r  wegen  (7)  auch  komplex  sein  kann. 

Aus  diesen  Integralen  würde  sich  die  allgemeine  Lösung  von 

(8)  mit  den  beiden  Integrationskonstanten  A  und  B  schreibea: 

P  =  AJo(ar)+BKo(ar)  (9) 

Weil  aber  ^o  (^  '*)  ^^  r  =  0  (logarithmisch)  unendlich  wird, 
muß  sich  (9)  auf 

P  =  AJ^(ar)  (10) 

reduzieren  (vgl.  §  76). 

Vermöge  (2)  und  (4)  finden  wir  jetzt  unter  Einrechnung  des 
negativen  Vorzeichens  in  die  Konstante 

E:,  =  AXTa^J^(ar)  (11) 

Im  folgenden  wollen  wir  zuvörderst  von  der  Abhängigkeit 

von  Ejp  von  x  absehen,  d.  h.  wir  setzen  in  (7)  a  =  0  und  in  (11) 
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X  =  l  und  finden 

E^^Aa^J^(ar)e''"'  (12) 

wo  ß  =  (o  die  Kreisfrequenz  eines  in  der  Leitung  fließenden 
Wechselstromes   bedeutet. 

Der  elektrischen  Feldstärke  E^  entspricht  eine  Dichte  des 
Leitungsstromes 

t,  =  XE^  =  AXa^J^{ar)e''"^  (13) 

Den   Verschiebungsstrom    vernachlässigen   wir,    indem    wir 
€  =  0  und  demnach  a*  =  —  4:7t fi  Xo)  %  setzen. 

Infolge    der    Sjrmmetrie   um   die      f"~~TT^"T r 

Achse  des  Leiters  (vgl.  Fig.  253)   ist      l  fe% 

2nr%j^dr  die  Stromstärke   im  ring- 
förmigen  Querschnittselement  27zrdr 


und  mithin  pig  253.   Zur  Verteilung 

/^  der  Stromdichte  in  einem 

rixdr  Leiterquorschnitt. 
0 

die  Gesamtstromstärke  im  Draht,  die  eflFektiv  ==  /  sei.     Dann 
hat  man  den  Ansatz: 

R 

2  7zAXa^frJ^(ar)dre'''^  =  7^2  e*"''  (14) 

0 
aus  welchem  sich  die  Konstante  bestimmt : 

I  -ß 
^  ""  27zXaEJ^(aR)  ^^^^ 

Hier  haben  wir  folgende  wichtige  Eigenschaft  der  Besselschen 
Funktionen  benutzt: 

dr  =^rJ^(ar) 

oder  allgemeiner 

d[rJn(ar)] 

=z=  arJn-i(ar) 

dr 

welche  zwei  aufeinander  folgende  Besselsche  Funktionen   mit- 
einander verknüpft. 

Führt  man  (15)  in  (13)  ein,  so  findet  sich: 

t,  _  aipj,(ar)e'-" 
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woraus  sich  iixr  r  =  R  nach  Multiplikation  mit  l  die  Spannung»- 
differenz  in  der  Oberfläche  an  den  Enden  eines  Leiterstückes  l 
ergibt : 


E^ 


(17) 


X        2nRJ^(aR) 

Dieselbe  Spannungsdifferenz  muß  sich  aber  ergeben,  wena 
man  den  Wechselstrom  /  ^2  e**"^  mit  dem  vektoriell  ge- 
schriebenen Wechselstromwiderstand  des  Leiterstückes  l  multipli- 
ziert. Bekanntlich  setzt  sich  der  Wechselstromwiderstand  zu- 
sammen aus  dem  Ohmschen  Teile  w  und  dem  induktiven  Teile 
o)  L  zu  w  -}•  io)  Ly  wo  L  die  Selbstinduktivität  des  Leiter- 
stückes der  Länge  l  bedeutet.    Es  muß  also 

(w  +  10)  L)If2e*^^ 
mit  E  nach  Phase    und  Amplitude   übereinstimmen,    d.  h.  es 
muß  sein: 

l       aJ,{aR) 


(w  +  io}L)  =  -j 


(18) 


Fig.  254.    Darstellung 
des  Skineffekts. 


27zRJj^(aR) 

Aus  (16)  hat  sich  bereits  ergeben,  daß 
die  Stromdichte  ungleichmäßig  über  den 
Querschnitt  verteilt  ist,  und  zwar  nimmt 
die  effektive  Stromdichte  von  der  Leiter- 
achse nach  außen  hin  zu  (vgl.  Fig.  254). 
Hieraus  folgt,  daß  das  w  in  Gleichung  (18) 
größer  sein  muß  als  der  Widerstand  Wg  eines 
Leiterstückes  der  Länge  l,  wenn  Gleichstrom 
darin  fließt: 


DividiercQ  wir  mit  Gleichung  (19)  in  (18),  so  kommt 


w 

+ 

Wa 


%(oL         aR    jQ{aR) 


Wg     ~    2      J^(aR)  ^^^^ 

Da  hier  sowohl  a  wie  Jq  und  J^  komplex  sind,  so  ist  auch  die 
ganze  rechte  Seite  von  (20)  komplex;  sie  ermöglicht  also  durch 
Vergleich  der  reellen  und  der  imaginären  Teile  die  Bestimmung 

^^^  w  wL 

und 


Wa 


Wa 
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Wie  man  sieht,  sind  beide  Größen  nur  von  \a\  i^  abhängig, 
und  wir  können  sie  demnach  in  Fig.  25ö  als  Funktion  von  \a\B 
auftragen. 


y 

a 
7 
S 
S 

.'^ 

?^ 

_> 

^ 

y 

h 

^ 

-^ 

A 

y. 

^ 

y 

\ 

9 

y. 

y 

f 

\a\/f 

/ 

2 

« 

6 

6 

^     t 

17        fk 

*      n 

f      n 

t       K 

r       i9 

9 

Fig.  255.   Effektiver  Widerstand  und  Selbstinduktion  eines 
geradlinigen  Leiters**). 

§  98.    Herleitung  der  Konstanten  der  Heavistdesehen  Gleiehung 
aus  den  Maxwellsehen  Gleichungen  des  axialsymmetrischen  Feldes. 

Wir  greifen  jetzt  auf  Gleichung  (9)  §97  zurück 

P  =  AJ^{ar)  +  BK^{ar)  (1) 

2 

und  spalten  zunächst  aus  B  Kq  (a  r)  das  Glied  B  Jq  {a  r)  lg 

ab,  welches  wir  zu  A  Jq  (a  r)  hinzufügen.     Von  Kq  {a  r)   bleibt 
übrig  (vgl.  §  76) 


(2) 


— ro(ar)  =  -Jo(«r)lg(r)-2/j,-^J,  +  ^Je--.-) 

so  daß  wir  unter  Beibehaltung  der  Konstanten  als  allgemeines 
Integral  auch  schreiben  können: 

P  =  AJQ(ar)  +  BYQ{ar)  (3) 

Nunmehr  haben  wir  das  Gebiet  I  innerhalb  des  Drahtes  von 

dem  Außenraum  11  zu  unterscheiden.    Beide  Gebiete  sind  durch 

Verschiedenheit    der    elektrischen  Konstanten     c^,  Aj,^i    bzw. 

Cj,  ^2,^2  charakterisiert,  denen  die  Werte 
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ttj*  =  Bi/iiß^  —  ^7z/ii  Xißi  —  a* 
bzw. 

ttj*  =  B^/i^ß*  —  ^7tßi2  l%ßi  —  a* 
entsprechen. 

Demgemäß  haben  wir  auch  das  Potential  11  =  P XT  i^ 
beide  Gebiete  getrennt  anzuschreiben: 

n,^{A,J,{a,r)  +  B^Y,{a,r)TX\ 

n,  =  {A^  J,  (a,  r)  +  B,  T,  (a,  r)  TXl  ^*' 

Aus  den  Eigenschaften  der  Funktionen  Jq  und  Tq  folgt,  daß 

Bi  und  A2  verschwinden  müssen,  weil  sonst  Ui  (wegen  Yq)  für 

r  =  0  unendlich  und  ü^  (wegen  Jq)  f ür  r  =  00  ebenfalls  unendlich 

werden  würde. 

Nunmehr  schreiben  wir  an  Hand  der  Gleichungen  (2)  §  97 
die  elektrische  und  die  magnetische  Feldstärke  für  beide  Ge- 
biete hin: 

Es  gilt  jetzt,  die  Bedingung  zu  erfüllen,  daß  E  ^^  und  M^^ 
an  der  Drahtoberfläche  (für  r  =  Ä)  in  Ej,^  und  M^^  übergehen. 
Dies  wird  durch  die  Gleichimgen  ausgedrückt: 

-  a,«  A,  J„  (a,  B)  =  -  a,»  B^  Y,  {a,  B) 

^^.'.■<».*>=^«.  •".<«.«) 

Nun  machen  wir  über  die  Konstanten  e,  (x,  X  folgende  nähere 
Angaben : 

1.  fi^  und  ^2  sind  überall  =  1. 

2.  Im  Dielektrikum  des  Außenraumes  ist  die  Leitfähigkeit 

;i,  =  0. 

3.  Im  Leiter  ist  die  Dielektrizitätskonstante  Cj  =  0, 
und  wir  setzen  voraus,  daß 

4.  der  Drahtradius  R  so  klein  ist,  daß  wir  von  folgenden 
Näherungen  Gebrauch  machen  können: 

J,(a,Ä)  =  l;  J^'(a,R)  =  —a,^  — 


(6) 


2 

Y,{a2R)  =  ]g(R);  y,'(a,  Ä)=     ^ 


R 


(7) 
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Setzt  man  (7)  in  (6)  ein  und  dividiert  die  Ansätze  (6)  durch 
einander,  so  daß  die  Konstanten  A  und  B  herausfallen,  so  entsteht 
folgende  Gleichung: 

_       g^»  1       _        a}        \gR 

«i'  +  a*  i?    "   a,^  +  a^   l:R  (8) 

""'    2 
die  mit 

a^^  +  a*  =  —4:7t  Xißi,  Oa*  =  e^ß^  —  a* 
und  einigen  Umstellungen  übergeht  in: 

Dies  ist  die  Bedingungsgleichung  für  die  Größe  a  bei  gegebenem  ß 
und  umgekehrt. 

Einen  ganz  analogen  Ansatz  hatten  wir  bei  der  Heaviside- 
schen  Gleichung  zu  erfüllen,  nämlich 

ß^LC  —  wCßi  —  a^  =  0  (10) 

Beim  Vergleich  von  (10)  und  (9)  konstatieren  wir  zunächst 
den  Widerstand  der  Längeneinheit  des  Drahtes 

Hieraus  ergibt  sich  aber  sofort  die  Kapazität  der  Längen- 
einheit 

und  die  Selbstinduktion 

L  =  —2lgR  (13) 

welche  Ansätze,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  auch  auf  anderem 
Wege  für  Kapazität  imd  Selbstinduktion  gefunden  werden 
können. 

Durch  die  Formeln  (11),  (12),  (13)  werden  demnach  die 
Größen  u;,  C,  L,  die  nach  Heaviside  ohne  eingehendere  Be- 
gründimg eingeführt  werden,  als  Ergebnisse  der  genaueren  Unter- 
suchung des  elektromagnetischen  Feldes  im  Grenzfalle  R  = 
kleine  Größe  gewonnen^). 


Anmerknngen  und  Literatnraugabeu. 

^)  Folgende  Lehrbücher  der  Differential-  und  Int^gralrechnang 
sind  zu  empfehlen: 

Schlömiloh,  0.,  Kompendium  der  höheren  Analysis.  L  U.  Braim- 
schweig,   1881. 

Dies  Werk  ist  in  hervorragender  Weise  geeignet,  eine  umfassende 
Kenntnis  der  Differential-  und  Integralrechnung  zu  verschaffen.  Von 
Figuren  wird  mäßiger  Gebrauch  gemacht. 

Schlömilch,  O.,  Übungsbuch  zum  Studium  der  höheren  Ana- 
lysis.  Leipzig.   I.  5.  A.  1904.   II.  4.  A.  1900. 

Enthält  eine  große  Fülle  von  Aufgaben  zur  Einübung  der  im  Kom- 
pendium vorgetragenen  Lehren. 

Stegemann-Kiepert,  Grundriß  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung.  Hannover.   I.    12.  A.  1912.   11.  10.  A.  1912. 

Ein  in   den  Händen  von   Ingenieuren  weitverbreitetes  Lehrbuch. 

Frioke,  Hauptsätze  der  Differential-  und  Integralrechnung.  Braun- 
schweig.    5.  A.  1909. 

Gedrängte  Darstellung  des  auf  den  Hochschulen  vorgetragenen 
Wissensstoffes  mit  knapper,  aber  strenger  Begründung  der  einzelnen 
Sätze. 

Lorenz,  H.,  Einführung  in  die  Elemente  der  höheren  Mathematik 
und  Mechanik.    Berlin  und  München.    1910. 

Darstellung  des  für  das  Studium  von  Technik  und  Naturwissen- 
schaft unentbehrlichsten  Wissensstoffes. 

Koestler,  W.,  und  Tramer,  M.,  Differential-  und  Integral- 
rechnung.   Erster  Teil:  Grundlagen.    Berlin.    1913. 

Enthält  eine  äußerst  ausführliche  Behandlung  der  Grundlagen  dcr- 
Infinitesimalrechnung. 

*)  Siehe  Hütte  1908  .L,  S.  57. 

2^)  Die  praktische  Durchführung  von  Differentiationen  nach  diesem 
Ansatz  mit  dem  Endziel,  die  Differentialkurve  f(x)  angenähert  zu  er- 
halten, wird  eingehend  erörtert  von  R.  Slaby,  Z.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  1913,- 
S.  821  und  den  anschließenden  Veröffentlichungen  in  dieser  Zeitschrift 

')  Eine  ausführliche  Theorie  des  Integraphen  (mit  Beschreibung 
der  Zwischenkonstruktionen  und  Anwendungsbeispielen)  ist  enthalten  in: 
Abdank-Abakanowicz,  Die  Integraphen.  Deutsch  von  Bitterli. 
B.  G.  Teubner.     Leipzig.    1889. 
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*)  Ausführliohes  über  die  Theorie  der  Integrierapparate  enthält: 
H.  de  Morin,  Les  Appareils  d' Integration.  Gauthier- Villars.  Paris. 
1913.  Das  Werk  behandelt  auch  die  Integrierapparate  der  Firma  Amsler 
Schaffhausen. 

»)  Siehe  Hütte  1908.    I.    S.  61,  Nr.  e.  3. 

•)  Vgl.  Hütte  1908.    I.    S.  219. 

')  Vgl.  Hütte  1908.   I.    S.  57. 

^)  Vgl.  zum  Folgenden:  a)  Grashof ,  Theoretische  Maschinenlehre. 
I.  Leipzig.  1875.  b)  Lorenz,  H.,  Technische  Hydromechanik.  München 
und  Berlin.  1910.  c)Föppl,  A.,  Technische  Mechanik.  I.  Leipzig.  1900. 
»)  Siehe  Hütte  1908.    L    S.  70. 

^°)  Bresse,  Cours  de  Mecanique  appliqu^.  IL   Paris  1860. 

^^)  Das  Folgende  bis  zum  Schluß  des  §  wird  von  Lesern,  die  den 
Gebrauch  des  zweiten  Differentialquotienten  noch  nicht  kennen,  zweck- 
mäßig bis  nach  Erledigung  von  §  25  aufgespart. 

")  Siehe  Hütte  1910.    I.    S.  96.    Nr.  12. 

^')  Vgl.  hierzu  die  Arbeiten  T  hie  ms  im  Journal  für  Gasbeleuchtung 
und  Wasserversorgung  1876,  1879,  1880,  1898. 

")  Siehe  Hütte  1908.    I.    S.  97.  Nr.  16. 

^*)  Dieser  §  ist  erst  nach  Erledigung  von  §  51  zu  lesen. 

*•)  Z.  B.  Forsyth,  R.  A.,  Lehrbuch  der  Differentialgleichungen. 
Mit  Aufgaben  von  H.  Maser.  2.  A.  von  W.  Jacobsthal.  Braunschweig 
1912. 

*')  Während  des  Druckes  ist  die  Arbeit  von  Prof.  Meißner  in  der 
Schweizerischen  Bauzeitung  1913,  11.  und  18.  Okt.  „Graphische  Inte- 
gration von  totalen  Differentialgleichimgen"  erschienen,  in  welcher  vom 
Rrümmungskreis  und  dem  in  unserem  Text  angegebenen  Prinzip  um- 
fassender Gebrauch  gemacht  wird. 

")  Siehe  Hütte  1908.    I.    S.  68. 

^')  Aus  der  Fig.  71  ergibt  sich  noch,  daß  die  zweiten  Int^gralkurven 
zu  ahc  in  den  zu  den  Abszissenpunkten  6  gehörigen  Kurvenpunkten 
sogenannte  Wendetangenten  besitzen  müssen.  Dies  lehrt  unmittelbar 
die  Konstruktion  des  Seilecks  zu  f(x).  Überall,  wo  die  Werte  von  f(x)  einen 
Zeichenwechsel  erleiden,  nehmen  die  Polstrahlen  und  mithin  auch  die 
Tangenten  des  Seilecks  Grenzlagen  ein.  Das  letztere  ist  aber  das  Kenn- 
zeichen der  Wendetangenten.  Diejenigen  Punkte,  in  denen  die  Wende- 
tangenten ihre  Kurve  berühren,  nennt  man  Wendepunkte.  Vgl.  Hütte 
1908.    I.    S.  96. 

«0)  Hütte  1908.    L    S.  95. 

«)  Hütte  1908.    I.    S.  93. 

«*)  Hütte  1908.    L    S.  66. 

•*)  Vgl.  Jahnke,  E.,  und  Emde,  F.,  Fimktionentafeln  mit  Formeln 
und  Kurven.  1909.  Leipzig  und  Berlin.  Dies  Werk  enthält  reichhaltiges 
Zahlenmaterial  und  graphische  Darstellimgen  zu  den  verschiedenen  Funk- 
tionen und  wird  von  ims  noch  mehrfach  zitiert  werden  unter  der  Ab- 
kürzung: J.  und  E. 

»*)  Hierfür  genügt  die  Tafel  Hütte  1098.    I.    S.  30. 

**)  Vgl.  Föppl,  Technische  Mechanik.   IIL    Leipzig.    1900.    S.  322. 
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«•)  Hütte  1908.    I.    S.  68. 

")  Math.  Ann.  46,  168—178. 

'^)  Die  Daten  sind  mit  geringen  Abweichungen  entnommen  aus: 
Dwelshauvers-Dery,  £tude  exp6rimentale  de  la  machine  k  vapeur. 
Paris.    Gauthier- Villars. 

28a)  Die  Bezeichnung  „simultan"  findet  im  §  45  ihre  nähere  Er- 
klärung.   Für  das  Nächstfolgende  ist  diese  vorerst  nicht  erforderlich. 

'*)  ^S^*  hierzu:  Abdank-Abakanowicz,  Die  Integraphen. 

")  Proc.  Roy.   Soc.  24  (1876).    S.  269. 

30a)  Dies  ergibt  sich  daraus,  daß  der  Integrand  von  K  symmetrisch 

zum  Werte  ^  ==  -^  liegt. 

")  Siehe  z.  B.  J.  u.  E.    S.  46. 

»«)  Hütte  1908.    I.    S.  57. 

»)  Hütte  1908.    I.    S.  58. 

**)  Den  Modul  k  kann  man  beim  Anschreiben  der  Formeln  fort- 
lassen, wenn  keine  Mißverständnisse  möglich  sind.  Die  Differentiations- 
formel (32)  ist  zu  finden  bei  J.  und  E.  S.  46. 

^)  Dieser  Ansatz  ist  ein  Spezialfall  des  Additionstheorems  der  ellip- 
tischen Funktion  sin  am  und  ergibt  sich  z.  B.  nach  J.  und  E.  S.  47  aus 
8n(u-^v)  mit  v  =  K  und  den  Werten  der  Tafel  4.  Auf  S.  46  bei  J.  und  E. 
sind  unsere  beiden  Formeln  (55)  zu  finden. 

Beweise  für  alle  von  uns  angewendeten  Formeln  der  elliptischen 
Funktionen  und  Integrale  findet  man  in:  Krause,  M.,  Theorie  der  ellip- 
tischen Funktionen.    Teubner,  1912. 

'•)  Ist  die  abhängige  Variabele  y  eine  ph^rsikalische  Größe,  so 
wird  man  verlangen  müssen,  daß  sie  niemals  unendliche  Werte  annimmt. 
Dies  wird  nur  dann  erreicht,  wenn  keine  der  Wurzeln  fi  einen  positiven 
reellen  Anteil  hat.  Hierfür  müssen  die  Koeffizienten  a^  der  Gleichung  (7) 
gewissen  Bedingungen  genügen,  die  z.  B.  bei  Hort,  Technische 
Schwingungen.     Berlin  1910,  S.  76  nachgesehen  werden  können. 

")  Föppl,  Technische  Mechanik.  II.  1900.  S.  254. 

")  Siehe:  Lorenz,  H.,  Technische  Physik.  IV.  S.  615  und  Pöschl, 
Th.,  und  V.  Terzaghi,  K.,  Berechnung  von  Behältern  nach  neueren 
analytischen  und  graphischen  Methoden.    Springer.  1913. 

'•)  Siehe  über  die  Berechnung  von  Behältern  aus  mehreren  zylin- 
drischen Teilen:    Runge,  Z.  f.  Math.  u.  Phys.  1904. 

")  Hütte.  1908  I.  S.  68. 

")  Grelles  Journal,  Bd.  80,  S.  317ff. 

*2)  Grelles  Journal,  Bd.  66,  S.  148 ff.;    Bd.  68,  S.  361  ff. 

*»)  Grelles  Journal,  Bd.  66,  S.  126ff. 

**)  Die  folgenden  Ausführungen  sind  der  Arbeit  von  Frobenius, 
Grelles  Journal,  Bd.  76,  S.  214 — 224  entnommen. 

*5)  Siehe  auch  Reißner,  Beton  und  Eisen.  1908.  S.  150. 

")  Vgl.  zu  diesem  § :  H  o  r  t ,  W. ,  Technische  Sohwingungslehre.  Springer. 
1910  und  Hort,  W.,  Regulierung  der  Kraftmaschinen.  Zeitschr.  f.  Math, 
und  Phys.  1904. 

*')  Hütte  1908.  I.  S.  156  und  197. 
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")  Hütte  1908.  I.  S.  118,  12. 

*»)  Hütte  1908.  L  S.  100. 

*°)  Näheres  über  Differenzengleichungen  siehe  in:  a)  Markoff,  A.  A., 
DifferenzenrechniiDg.  St.  Petersburg.  1889 — 1891;  deutsch  von  Friesen- 
dorf  und  Prümm.  Leipzig.  1896  und  b)  Wallenberg,  G.,  und  A.  Guld- 
berg,  Theorie  der  linearen  Differenzengleichungen.    1911.    Teubner. 

")  Hütte  1908.  I.  S.  468. 

^^)  Siehe  hierzu  Bouth,  J.  E.,  Dynamik  der  Systeme  starrer  Körper. 
Deutsch  von  Schepp.  IL  S.  297.    Teubner.  1898. 

")  Dieser  Satz  über  die  „Funktionaldeterminante'*  J  wird  in  den 
Lehrbüchern  über  Differentialgleichungen  bewiesen,  z.  B.  bei  Forsyth, 
Differentialgleichungen.   §  9. 

^*)  Zum  Studium  der  allgemeinen  Integrationstheorien  partieller 
Differentialgleichungen  können  folgende  Werke  dienen: 

a)  Hörn,  J.,  Einführung  in  die  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichungen. 1910.  Göschen. 

b)  V.  Weber,  E.,  Vorlesungen  über  das  Pf  äff  sehe  Problem  und 
die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  1900. 
Teubner. 

c)  Forsyth,  A.  B.,  Differentialgleichungen.  11.  A.    1912.    Vieweg. 
**)  Vgl.    hierzu    ausführliche    geschichtliche    Angaben    in:    Burk- 

hardt,  H.,  Entwickelungen  nach  oszillierenden  Funktionen  usw.  1908. 
Teubner. 

*•)  Über  die  Formel  der  partiellen  Integration  siehe  Hütte  1908.  I.  72. 

5®*)  Als  weitere  Mittel  zur  harmonischen  Analyse  sind  zu  nennen 
der  Apparat  von  Michelson  und  Stratton,  beschrieben  in  Phil.  Mag. 
1898.  und  derjenige  von  Mader,  beschrieben  E.T.Z.  09. 

*')  Bayleigh,  Theorie  dos  Schalles.  Deutsch  vonNeesen.  1879/80. 
Braunschweig. 

*•)  S.  Bibi^re,  Phares  et  Signaux  Maritimes.    Paris.  1908. 

*•)  Litteratur  der  Schiffsschwingungen:  a)  Gümbel,  Jahrbuch 
der  Schiffbautechnischen  Gesellschaft.  1901.  S.  211.  b)  Kriloff,  Math. 
Ann.    1906.    S.  211. 

•ö)  Vgl.  z.  B.  Schafheitlin,  P.,  Die  Theorie  der  Bessebchen  Funk- 
tionen.   Teubner.    1908. 

*^)  Die  Konstante  c  bedeutet  in  Formel  (4)  die  spezifische  Wärme. 

•«)  Siehe  Hütte  1908.     L     S.  97. 

••)  Ausführliches  über  Wärmeleitung  findet  man  in:  a)  Fourier, 
Theorie  analytique  de  la  Chaleur.  Paris  1822.  b)  Heine,  Handbuch  der 
Kugelfunktionen.  IL  Berlin  1881.  c)Biemann-Weber,  Die  partiellen 
Differentialgleichungen  der  mathematischen  Physik.  IL  Braunschweig  1901. 

**)  Die  Wärmebewegung  durch  die  Wandung  des  Dampfmaschinen- 
zylinders wird  ebenfalls  behandelt  von:  a)  Kirsch,  Die  Bewegung  der 
Wärme  in  den  Zylinderwandungen  der  Dampfmaschine.  Leipzig  1886. 
b)  Lorenz,    H.,  Lehrbuch  der  technischen  Physik.    IL    München  1904. 

•*)  Lehrbuch-Literatur  zur  ebenen  Flüssigkeitsströmung:  Föppl,  A. 
Vorlesungen  über  technische  Mechanik.  IV.  VI.  Leipzig  1901/1910. 
b)  Lorenz,  H.,  Lehrbuch  der  technischen  Physik.    III.    München  1910. 
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c)  Biemann-Weber,  Die  partiellen  Differentialgleichungen  der  mathe- 
matischen Physik.    II.    Braunschweig  1901. 

**)  Lehrbuch-Literatur  zur  Differentialgleichung  des  Potentials: 
a)  Heine,  Handbuch  der  Kugelfunktionen.  II.  Berlin  1881.  b)  Bie- 
mann-Weber, Die  partiellen  Differentialgleichungen  der  mathemat. 
Physik.  II.  1901.  o)  Neumann,  F.,  Vorlesungen  über  die  Theorie  des 
Potentials  und  der  Kugelfunktionen.  Leipzig  1887. 

•')  Hütte  1908.  I.  S.  68.  Die  höheren  Glieder  der  Entwicklung  sind 
fortgelassen. 

^)  Ein  Beispiel  für  die  zweite  Bandwertaufgabe  wird  im  §  85  ge- 
geben. Für  die  dritte  Band wertauf gäbe  sind  Beispiele  u.  a.  bei  Biemann- 
Weber  zu  finden,  auf  die  wir  hier  der  Baumbeschränkung  halber  nicht 
eingehen. 

**)  Abgesehen  von  den  später  zu  behandelnden  Beispielen  zur  Beihen- 
methode,  sei  auf  Biemann,  Ges.  Werke,  Nr.  XXIV,  Über  das  Potential 
eines  Binges,  verwiesen. 

'®)  Ein  Unterfall  der  Methode  der  Greenschen  Funktion  ist  die  von 
Biemann  zur  Lösung  von  Differentialgleichungen  elastischer  Schwin- 
gungen angewendet«  Methode.  Man  sehe  über  diese  das  mehrfach  an- 
geführte Werk  von  Biemann-Weber,  2.  Bd.,  wo  auch  die  Biemannsche 
Originalarbeit  angeführt  ist.  Anwendung  hat  die  Biemannsche  Methode 
dann  noch  gefunden  durch  Badakovic,  Wiener  Berichte,  Bd.  108, 
S.  577,  auf  die  Bewegung  einer  Saite  unter  der  Einwirkung  einer  Kraft 
mit  wanderndem  Angriffspunkt.  Diese  Aufgabe  ist  wichtig  für  die 
Frage  nach  den  Erschütterungen  einer  Brücke  infolge  eines  darüber- 
fahrenden Eisenbahnzuges  oder  nach  den  Querschwingungen  eines  Ge- 
schützes beim  Schusse. 

^^)  Z.  B.  die  schon  angeführte  Tafel  von  Jahnke  und  Emde. 

'*)  Den  Beweis  des  Satzes  siehe  z.  B.  bei  Biemann-Weber,  Bd.  I. 

'*)  Näheres  über  die  Beziehungen  des  Hookeschen  Gesetzes  zum 
Spannungszustand  siehe  in  den  Lehrbüchern  der  technischen  Mechanik,  z.  B. 
Föppl,  Bd.  III,  und  Lorenz,  Bd.  IV. 

'*)  Für  das  Folgende  verweisen  wir  auf  Clebsch,  A.,  Theorie  der 
Elastizität.  1862. 

'*»)  Vgl.  hierzu  §  42  dieses  Buches. 

'*)  Vgl.  zum  Folgenden:  Bitz,  Über  eine  neue  Methode  zur  Lösung 
gewisser  Variationsprobleme  der  mathematischen  Physik.  Grelles  Journal 
1908.     Lorenz,    H.,  Technische  Physik,  Bd.  IV.     1913. 

^*)  Die  Ausrechnung  der  Variation  findet  man  z.  B.  bei  Föppl, 
Technische  Mechanik,  Bd.  III. 

^^)  Die  Minimalbedingtmg  für  Funktionen  zweier  Variabein  siehe 
Hütte  1908.    L    S.  70. 

^*)  Vgl.  hierzu  die  Fortpflanzimg  des  Schalles  in  Gasen,  z.  B.  bei 
Lorenz,  H.,  Technische  Wärmelehre.    München  und  Berlin    1904. 

^')  Die  Originalarbeit  von  Dirichlet  ist  zu  finden  in  den  Berichten 
der  Berliner  Akademie  1852. 

**)H.  Helmholtz,  Über  Integrale  der  hydrodynamischen  Glei- 
chungen,  welche  den  Wirbelbewegungen  entsprechen.    J.  f.  Math.  1858. 
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Die  Helmholtzsche  Theorie  ist  mehr  oder  weniger  ausführlich 
wiedergegeben  u.  a.  bei: 

Föppl,  A.,  Technische  Mechanik  VI.,  1910. 

Lorenz,  H.,  Technische  Hydromechanik,  1910.  ^ 

Riemann-Weber,  Partielle  Differentialgleichungen  II,  1901. 

*')  Neue  Theorie  und  Berechnung  der  Kreiselräder  München  1906. 

•*)  Technische  Einzelheiten  zum  folgenden  und  wertvolles  Kon- 
stantenmaterial findet  man  bei  Rössler,  Die  Fernleitung  von  Wechsel- 
strömen.   Springer,  Berlin  1906. 

'*)  Für  ausfühl  lieberes  Studium  sei  hierzu  verwiesen  auf:  Wagner, 
K.  W.,  Elektromagnetische  Ausgleichsvorg&nge  in  Freileitungen  und 
Kabeln.   Teubner,  Leipzig  1908. 

^)  Fig.  255  ist  gezeichnet  nach  Tabelle  XXI  des  mehrfach  zitierten 
Buches  von  Jahnke  und  Emde. 

")  Vgl.  zu  §  98:  Mie,  Ann.  d.  Phys.,  Bd  II,  1900,  S.  201.  Poincar6, 
Eclairageelektr.Bd.40, 1904.   Sommerfeld,  Wied.  Ann.  67,  (1899),  S.  233. 


Verzeichnis 
der  behandelten  Differentialgleichungen. 

I.   Gewöhnliche  Differentialgleichimgen. 

a)  Erste  Ordnung. 

Allgemeine  Form: 

^('•'''Ä)  =  «-  S.52 

Einfachste  Formen,  lösbar  durch  unmittelbare  Integration: 

4^-/(;r)  =  0  S.  53 

ax 

-^_y,(S,)  =  0.  S.  53 

ax 

Formen,  lösbar  durch  Trennung  der  Variabein: 

4*^  +  4(4  =  0  S.66 

9  {")  <!'  iy)  +  9x  (^)  4-1  iy)  ^7  =  ^-  s-  ^ 

Lösbar  durch  die  Bemoullische  Substitutionsmethode: 

4^  +  X  s/  +  Xo  =  0.  S.  69 

ax 

Lösbar  als  totales  Differential: 

/  (X,  y)dx  +  g(x,y)dy  =  0  S.  80 

unter  der  Bedingung 

dy         dx  ' 
Lösbar  durch  die  Methode  des  integrierenden  Faktors  J  {x,  y) : 

f  (X,  y)dx^g  {x,  y)  dy  =  0;  S.  82 

nach  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 

^  dy        ^  dx  ^\dy         dx) 
die  sich  in   besonderen  Fällen   auf  eine  gewöhnliche  Differential- 
gleichung vereinfacht. 

b)  Zweite  Ordnung. 
Allgemeine  Form: 


Verzeichnis  der  behandelten  Differentialgleichungen.  527 

Graphisch  oder  reohnerisoh  lösbar»  wenn  die  Auflösung: 

möglich  ist. 

Lineare  DiSerentialgleichungen  im  weiteren  Sinne: 

Po{x,y)^  +  PAx,y)-^  +  P,(x,y)y  +  PA^>y)=0.      S.  86 

Lineare  Differentialgleichungen  im  engeren  Sinne: 

Po(x)^  +  Pi(x)-^  -^  PAx)  y  +  P^ix)  ^  0.    S.87.  211,  218 

Lineare  Differentialgleichungen  mit  konstanten  Koeffizienten: 

«0-^  +ai4^  +  o«  y  +  a,  =  0.  S.  87,  104 


Differentialgleichung  der  Seilkurve: 

»&=-'<')• 

S.  94 

Differentialgleichung  der  elastischen  Linie: 

^■"•äi-    ^- 

S.  103 

(Nichtlineare)  Differentialgleichung  der  Ketten- Linie: 

-2'rii.{zr 

S.  114 

Eindimensionale  Differentialgleichungen : 

S.  125 

c^u         1    du  "    __  n 

da^         X    dx         at^ 

Differentialgleichung  der  Pendelbewegung,  lösbar  durch  elliptische 
Funktionen: 

-^  +  ysina  =  0.  S.  170 

Differentialgleichung  der  Besselschen  (Zylinder-)  Funktionen: 

2^-^+  x^  +  (x'  —  m^)J  =  0.  S.310 

dar  dx 

Differentialgleichung  der  Legendreschen  (einfachen  Kugel-  )Funktionen : 
(l^f,^)—JL 2fi        ^^       +n(n  +  l)PnM  =  Q-     S.  376 

Differentialgleichung  des  k-ten  Differentialquotienten  der  Legendre- 
schen Kugelfunktionen: 

(^-^^)-^? 2;.(Ä.  +  1)-^^^ 

+  [n (n  +  1)  —  ib  (ifc  4-  1)] D^n^  (m)  =  0.  S.  389 
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c)  n-ter  Ordnung. 
Allgemeine  Form: 


['"'  dx'  dx^' dz"-''  dx-j~^- 


Einfachste  Formen: 


d^y 


dx"" 


■  r  =  o. 


S.  189 


S.  190 


S.  190 


Durch  Substitution  auf  Differentialgleichungen  erster  bzw.  zweiter 
Ordnung  zurückführbar: 


\dx-      2'    d^n-l'    d^«j-^ 

p(^~^y    <^y\ 
pl^~^y    ^y\ 

Xdx""-^*    da:«/ 


=  0 
=  0 


S.  191 


Lineare  Differentialgleichungen  n-ter  Ordnung 

dy 


dx  dx"     ^  dx 

Erniedrigung  der  Ordnungszahl  S.  193 

Variation  der  Konstanten  S.  197 

Methode  der  Reihenentwicklung  S.  208 

Lineare  Differentialgleichung  n-ter  Ordnung  mit  konstanten  Koeffi- 
zienten : 


t  =  ü 

d)  Simultane  Differentialgleichungen. 

Allgemeine  Form  bei  zwei  abhängigen  Variabein: 
„  /  dxi      dXi  \ 

^(^■•^«•w'-i7 )=^ 

^  /  dxt      dx^  \ 

^^"'••^•-S7 )  =  ') 


S.  200 


S.  227 


Allgemeine  Form  eines  Systems  erster  Ordnung  bei  n  abhängigen 
Variabein : 


dx^ 
dy 


■-  f\  i  (^ly  ^%y V  y)  J  *  =  1'  2' ** 


S.  227 
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Allgemeine  Form  eines  Systems  tn- ter  Ordnung  bei  n  abhängigen 
Variabebi: 


d'"«. 


Jm  —  l)   Jm— 1) 


♦  =  1,  2, n. 

DifiFerentialgleichungen  der  Dampf maschinenregulierong; 


~r"~dr 


dt 
—  ki^  +  To  —  kTo  —  to 


S.  229 


S.  234 


S.  236 


Differentialgleichungen  der  ungestörten  Planetenbewegung: 
c^x        k^ 

d^V         k* 

e)  Differenzengleichungen. 
Allgemeine  Form: 

Lineare  Differenzengleichungen: 

y^nw  +  y^  +  i^i  (*)  +  •••• +  y*+n^n(«)  =  -^W-     S-246 

Mit  konstanten  Koeffizienten: 

y««o  +  2/^  +  1  Ol  +  ....  +  yx  +  n««  =  ö-  ^-  247 

Differenzengleichung  für  die  Biegungsmomente  des  durchlaufenden 


Balkens: 


1 


M,  +  4M,^,+M,^^^--^qll 


S.  248 


Differenzengleichung  für  die  Amplituden  der  Bewegung  einer  Kette 
von  Massenpunkten: 

i,.»+(^-2)^.*  +  i+^.t+2  =  0.  S.251 


II.  Partielle  Differentialgleichungen. 

a)  Allgemeine    Form    bei    einer    abhängigen    und   zwei  unab- 
hängigen Variabein: 


(dz       dz       d'z  \ 

^'^'"•■ä^'-öF'äx^^ ^'^'^ J  =  ^-         ^^• 


259 


Hort,    DifferontialKletchuugen. 


34 
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b)  Saitenschwingung,  SchallBchwingnng,  Stabtorsionsschwin- 
gung, ebene  elektrische  Wellen: 

dt*   ~^   ^7^' 
o)  Stabbiegungsschwingnng: 

d)  Membranschwingungen: 

8«2        **   \  8r*   "^  r«    8^«  "^   r    8r/' 

e)  Wärmeleitung: 


~ä7" 


f)  Ebene  Strömung 
du 


« /  8^     _^      8»r\ 

^^   \8x«  "^   8y»   "^   82«/' 


8r  2_82T_ 

8t    ~^    8ar2  ' 


;.27i. 

287, 

412 

S. 

290 

S. 

2d6 

S. 

300 

S. 

307 

S. 

318 

s. 

319 

8i;     ,     8w 
8a;    ^      8y   ^    8t 


p    8ar 

81;  ^^     i     ^'^    _  V        1     8p 

^"8^"  "^^"8y"~*~~8r~      """^Ty 


S.  332 


g)  Stationäre  ebene  Strömung  (Geschwindigkeitspotential): 

S.  334 


8a;2  "^  8y«   ~  "" 


h)  Newtonsohes  Potential: 


8*7 


+ 


8*F    .    82  F 


8x2       '      9^2 

in  Zylinderkoordinaten: 


+  -ö^  =  -4;r^. 


8»F    ,     8«F    ,     1     82F    ,    1    8F 


8ar»     '     8r 
in  Polarkoordinaten: 

^  8MFr) 


r«    8^2 


r    8r 


S.  349 


S.  398 


►*(Fr)  1        8    /.        8F\  1        8«F 

i^  +  -Sir^8*h*-ä*)  +  li^^  =  -*'^/'-      S.372 

Differentialgleichung  der  allgemeinen  Kugelfunktionen: 
1        8    /  8X„  \    ,        1       8«X 

n  (n  +  1 )  X„  +  -^— TT  -^-r  I  sin  t9  -— ^    +  -t-t ^  =  0.         S.  386 

^     "^    '     "^  sini?  8i5i  \  a»5i  /       sin*??    85p« 
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1)    Differentialgleichungen  der  Elastizität: 

fn       de 


jf + 


m-  2 

da; 

m 

de 

m-2 

62/ 

m 

de 

+4-»- 


m  - 

8f 


2    3«    ^   ö 


0. 


da;  ^  dy  ^    öz 


S.  408 


Radiale  Kugelschwingungen: 


(• 


8e  8»e 


2(m- 


■  2     ^  G       " 


S.  417 


k)  Hydrodynamische  Differentialgleichungen: 

Eulersohe    Gleichnngoi    für   reibungafreie   Flüssigkeiten    in 
winkligen  Koordinaten: 


recht- 


/  8»,  8f.  8»,  8»,  \  8p    ) 

/  8o„  8o„  8t)„  8i>„\ 

\  8<     ^  '   bx  ^    V  8y   ^    *  8«  / 


8p 


8/, 


+  ». 


8f>. 


äf +  "» 


8y 


+  ", 


8(/)»^)         8(/o»  ) 


+  — 


•  +  ■ 


+ 


8«, 

8z 

8(/of,) 


/  ds 


S.  432 


df     '         dar        '         dy  dz 

BewegungBgleichungen  für  zähe  inkompressible  Flüssigkeiten; 

dp 

öa; 
dp 
"dy 
dp 


dt 
dt 

da: 


=  X- 


=  y  = 


+  xJt;, 


-fzJVy 


=  Z 


dz 


4-xJv^ 


+  • 


dt^ 

V 


+  ■ 


dz 


=  0 


ß.  436 


Gleichungen  von  Lagrange: 

d»a;    da;        d'y    dy        d^z    dz 

d<*    "öö"  "^"diä"  dö"  "^^^  dö" 

d'a;    da;         d'y    dy       _^  ^z  _       da?        -;,  dy 

"d^  "dö  "^  "d^  "db"^  "dr^"  "d6"  ""      "dft"  "^      "dö" 


^4^  +  5-4^ 

do  do 


4.Z— —  i- -^ 
do        p    da 


„dz         1 

+  Z — 

^        d6        />    d6 


d*ar    da;         d*y    dy 
TiF'dc""^ 


d<-     de         d^2    gg  öc  de 


dp 
d6 

1  dp 


S.460 


dz 
"^       de         ^    de 
34* 
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aar 
da 

da 

dz 
da 

db 

öy 

86 

dz 
db 

dx 

öy 

dz 

de 

de 

de 

S.450 


Eolersohe  Gleichungen  in  Zylinderkoordinaten: 
/dB,        t,,'\  dp 

^[-ir — r/  =  -^— 87 

/>   d{v,r)  1    öp 

=  r — - 

r   ö^ 
8i 


dt 
dv. 


dp 


dt 


=  0. 


S.460L 


Differentialgleichung  der  Stromfunktion  in  Zylinderkoordinaten: 


er» 


ar   "^  dz^  "^• 


S.464 


Differentialgleichungen  der  Lorenzschen  Turbinentheorie: 
/  dv^        v^-  \  dp 

\  dt  r  I  dr 

p    d(v^r) 


r       dt 
dv^ 
P  ^,    =Z  +  gp 

8p 
dz 

a(rtY)        a(rt;^) 


=  0 


dr       ■       82 

1)  Elektro-dynamisohe  Differentialgleichungen. 
Maxwellsche  Gleichungen  in  Vektorform: 

8® 
'-df 
83K 


ß 


dt 


+  4  ;r  >l  e  =  curl  HR 
=  —  curl  (S 


S.  642,  466 


S.462 


S.476 


Maxwellsche  Gleichungen  in  rechtwinkligen  Koordinaten: 


dE^ 

dt 

dE 
y 

dt 
dE^ 
dt 


+  4;:^^,: 


dM, 


dM„ 


+  4  TT  .i  ^y  = 


dy 
dM^ 


dz 
dM, 


+  4::;^,= 


dz 


8a; 
dM„ 


dx 


öy 


S.476 
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X 

dt 


öy 


dz 


dz 


S.  476 


'^     dt  \  dx  by 

Die  erste  Gleichung  MaxweÜB  nach  Elimination  von  '^i 

Differentialgleichung  einer  ebenen  elektrischen  Welle: 

a2  TJ  ft  TT 

JC7  =  e/.-^^  +  4;r;/.-^.  S.  479 

Erstes  Maxwelleches  Gleichungssystem  in  Zylinderkoordinaten: 
1    tbM^         b{rM,^)\  bE^ 


r  \  aiy 

\    br 


b 
bM, 


8,    +*'^''^» 


+  4t>1£» 


S.  483 


Maxwellsche  Gleichungen  des  axialsymmetrischen  Feldes: 
1    b(rMf.)  bE^ 


br 
bE, 


bt 


f^E^         bE\^ 
\    br  bx  I 


bMj^ 

bt 


S.  484 


r        bx 
Heavisidesche  Gleichung: 

av 


1    b(rMu)  bE^ 


a^ 


^  ^  öV        ^  a  j 


S.  491 


Differentialgleichung  der  Potentialfunktion  des  axialsymmetrischen 
Feldes: 


b^U 


^^■ä^  +  ^"^^   bt 
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Abdank-Abakanowioz  257,  Anm.  *), 

Ableitung  17  f. 
Abszisse  2. 
d'Alembert  271. 
Amplitude  108,  171,  177. 
Amplitudenfunktion  183  f.,  186  f. 
Analysator  Henrioi-Coradi  278. 
Analyse,  harmonische  278. 
Änderung,  partieUe  252. 
— ,  totale  252. 
Anfangsbedingungen  253,  272,  274, 

411,  504. 
Anfangstemperaturverteilung  319. 
Anomalie,  wahre  240,  244. 
— ,  exzentrische  243  f. 
Aperiodisch  111. 
Äquator  369. 
Äquipotentiallinie  337. 
Argument  2  f. 
Argumentintervall  137. 
Argumentwerte  186. 
Astroide  79. 
Asymptote  3,  61,  110. 
Attraktionskonstante  235. 
Ausgleichs  Vorgang  483,  500  tf. 
Axialgeschwindigkeit  459. 
Axial  wir  bei  461. 

Bahnebene  237. 

Bahngeschwindigkeit  181  f.,  186  f. 
Bahngestalt  238. 
Belastungsfläche  92,  103. 
Balken,  kontinuierlicher  248. 
BernouUi  69,  271. 
Besselsche    Funktionen    305,    398, 

515  ff. 
Bettungaziffcr  203. 


Bewegung,  asymptotische  110. 

BewQgungsform,   aperiodische   111. 

BewQgungsgleichung  der  Dampf- 
maschine 154. 

BewQgungsgleichungen  231,  233. 

Bewegmig,  stationäre,  räumliche, 
einer  Flüssigkeit  440  f. 

— ,  stationäre,  ebene,  einer  Flüssig- 
keit 330. 

Biegungsschwingungen  285. 

Bildungsgesetz  4,  211. 

Bitterli  4,  211,  Anm.  »). 

Brennpunktsgleichung  240. 

Bresse  62,  Anm.  "). 

Burkhard  t,  Anm.  **). 

Glapeyronsche  Gleichung  248. 
Clebsch,  Anm.  '*). 
Ooradi-Zürich  26,  282. 
Cosinusamplitude  180. 
Coulomb  339,  341. 
Curl  455  f.,  470,  478. 

Dampfdruckmoment  232. 
Dampfmaschine  150. 
Dampfmaschinenzylinder  328. 
Dampf-Tangentialkraft  158. 
Dämpfung   einer   Schwingung  108. 
— ,  elektromagnetische  482. 
Dämpfungskonstante  104. 
DarsteUung,  explicite  4. 
— ,  Parameter-,  4. 
Dekrement,  logarithmisches  109. 
DeltaampUtude  180. 
Determinante  222. 
Dichte  433. 
Dielektrikum  470  ff. 
Dielektrizitätskonstante  472. 
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Differentialgleichung,  eindimen- 
sionale 125. 

— ,  lineare  86. 

— ,  nichtlineare  112. 

— ,  reduzierte,  lineare  194. 

->,  simultane  227,  234. 

— ,  simultane,  partielle  260. 

— ,  YoUst&ndige,  lineare  194. 

Differentialkurve  24. 

Differentialparameter,  zweiter  349. 

Differentialquotient  15  f. 

Differentialquotienten-Tabelle  47  f. 

Differentialquotient,  partieller  257. 

Differential,  totales  80. 

Differentiation  42  ff. 

Differenz  13  ff. 

Differenzengleichungen  245. 

Differenzenquotient  15  ff. 

Differenz,  logarithmische  109. 

Dirichlet  441,  Anm.  '»). 

Divergenz  436,  455,  470. 

Doppelfläche  355. 

Doppelflächenpotentiale  357. 

Doppelintegrale,    Fouriersohe    302, 
402. 

Drahtseilhängebrücke  87. 

Druck  253. 

--,  hydraulischer  436. 

Durchhang  einer  Kette  121. 

Dwelshauvers-Dery,  Anm.  "). 

Dynamik  230. 

EisenbahnschweUe  203. 
Elastizitätsmodul  128,  206,  408. 
Elektrizitätsverteilung  344. 
Elektrodynamik  467  ff. 
Elektrostatik  358,  391. 
Emde,  F.  (s.  Jahnke). 
Energiegleichung  440  f. 
Energie,  kinetische  151,  230. 
Entwicklung,  rekurrierende  218. 
Euler  139,  271,  429,  439,  449,  458. 
Eulersohe  Näherung  143,  161. 
Exponentialfunktion  3,  72,  208. 
Ezponentialgröße  202. 
Extremalpunkt  3. 
Exzentrizität  240,  244. 
Eytelwein  55. 


Faktor,  integrierender  80,  83. 

Feldstärke,  elektrische,  magnetische 
468  f. 

Ferranti  487  f.,  499. 

Flächenplanimeter  27  f. 

Flächenpotentiale  357. 

Fluß  64. 

Flüssigkeit,  ideale  437. 

— ,  ideale,  wirbelfreie  439  ff. 

— ,  inkompressibele  330. 

—  ,  zähe  437. 

Flüssigkeitsbewegung,  achsensym- 
metrische 462  f. 

Föppl  203,  Anm.   »),  ^),  "),   •»), 
"),  ").  ••). 

Formänderung  101,  125. 

Formänderungsarbeit  425  f. 

Forsyth,  Anm.  "),  »»),  ^). 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit  414. 

Fourier  275,  401,  508  f.,    Anm.  •»). 

Frequenz  74,  108. 

Fricke,  Anm.  ^). 

Friesendorf f,  Anm.  *•). 

Frobenius  216,  Anm.  **). 

Frobeniussche  Normalform  212. 

Frühlingspunkt  238. 

Fuchs  214. 

Fundamentalgleichung,  deter- 
minierende 214. 

Fundamentalsystem  214,  218. 

Funktion  1  f. 

— ,  algebraische  3. 

— ,  Beeselsche  305,  312,  399. 

— ,  Bressesche  62. 

— ,  elliptische  169  ff. 

Funktionen     mehrerer    Variabein 
252. 

Funktionentafeln  174. 

Funktion,  ganze  3. 

— ,  Greensohe  361,  365. 

— ,  hyperbolische  116  ff. 

— ,  inverse  177. 

— ,  irrationale  3. 

— ,  periodische  118. 

— ,  rationale  3. 

— ,  transzendente  3. 

— ,  zyklometrische  107. 
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Gauss  244,  361. 

— ,  Attraktionskonstante  235. 

— ,  Int^ralsatz  von  361  ff.,  456. 

Gefä]larbeit  54. 

Gerinne  54  ff. 

Gesamtarbeit  426. 

Geschwindigkeitshöhe  182. 

Geschwindigkeitspotential  334,  434, 
464. 

Gesetz,  Hookesches  128. 

Getriebefunktion  153. 

Gleichstrom  483  f.,  516. 

Gleichung,  reduzierte  132. 

Gleichungssystem,  rekurrierendes 
217. 

Grashof,  Anm.  *). 

Gravi tationsgesetz  235. 

Grenzbedingung   (s.  auch  Randbe- 
dingung) 131,249,272,  291  f.,504. 

Grenzbedingungen,  hydrodyna- 
mische 437,  440. 

Grenze  13. 

Grenzübergang  257. 

Grundkurve  9  ff. 

Grundton  274,  302. 

Grundwasserspiegel  66. 

Grundwasserstrom  67. 

Guldberg,  Anm.  «>). 

Gümbel,  Anm.  *•). 

Hauptspannungen  411. 

Heaviside  491  f.,  517. 

Heine  400  f.,  Anm.  "),  •«). 

Hele-Shaw  40  f. 

Hehnholtz  434,  455,  Anm.  «•). 

Henrici-Coradischer  Analysator  281. 

Hertz  513. 

Himmelsäquator  238. 

Himmelskörper  235. 

Hohlkugel  345. 

Hooke  407,  409. 

Hookesches  Gesetz  128. 

Horizontalzug  90,  113. 

Hörn,  Anm.  ^*). 

Hort,  W.  111,  Anm.  "),  *•). 

Hüllkurve  77. 

Hyperbelamplitude  187. 

Hyperbelfunktion  4. 


Impedanz  73. 

Induktionsgesetze  474. 

Influenzwirkung  391  f. 

Inhaltskurve  6  ff. 

Inkompressibel  334. 

Integrabilitätsbedingung  80. 

Integral  11  ff. 

— ,  allgemeines   53,   94,   268. 

— ,  bestimmtes  13. 

— ,  elliptisches  125,  174. 

Integralkurve  23  f.,  149. 

Integral,  logarithmenbehaftetes  219. 

— ,  partikuläres  64,   86,   94. 

— ,  singuläres  75,  266. 

— ,  unbestimmtes  13. 

—  ,  vollständiges  264. 

— ,  vollständiges,    elliptisches  184. 
Int^pralsatz  von  Gauss  361  ff.»  456. 

—  von  Stokes  452  f. 
Integration,   angenäherte  54»    135. 
— ,  mechanische  163. 
Int^grationskonstante,  unbestimmte 

52,  80,  236. 
Integrator  von  Hele-Shaw  40  f. 
IntervaD  13. 
Isolator  358,  391. 

Jahnke,  E.,  und  Emde  174»  184, 

Anm.  *«),  **),  »*),  'M,  "). 
Jakobsthaly  Anm.  ^*). 

Kapazität  490,  519. 

Kegelschnitt  240. 

Kelvin,  Integrator  168. 

-,  Lord  166  f. 

Keplersches  Gesetz  238  f.,  240  f. 

Kettenlinie  112,  113  ff. 

Kette  von  Massenpunkten  249. 

Kjioten,  aufsteigender  237. 

Knotenlinie  303  f. 

Koeffizient,  Fourierscher  277,   281. 

— ,  konstanter  165  f.,  200. 

Koestler,  Anm.  ^). 

Kolben  151. 

Kompensationsplanimeter  34. 

Kondensator  471. 

Konduktor  391. 

Konstante,   Poissonsche    132,   408. 
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Konstante,  unbestimmte  94. 
Kontinuitätsgleichung  432  f.,  449  f. 
Koordinaten,  rechtwinklige  1  f. 
Koordinatensystem  1  ff.,  176. 
Körper,  elastischer  403. 
— ,  starrer  438  f. 
Kr&fteplan  89. 
Kraftfunktion  340. 
Kraftepotential  440,  450. 
Krause,  Anm.  »•). 
Kreisfrequenz  74,  108. 
Kreisfunktion  4,  119. 
Kreisscheibe  353. 
Elreisstrom  468. 
Kreuzkopf  151. 
Kreuzkopfgeschwindigkeit  151. 
Kriloff,  Anm.  »•). 
Elrümmung  63. 
Krtimmungskreis  85. 
Kugel  416. 

Kugelfunktionen  443  f. 
Kugelfunktion,   Legendresche   368, 

374,  384,  389. 
Kugel  in  einer  Flüssigkeit  441  ff. 
Kugelrollplanimeter  35. 
Kurbelarm  151. 
Kurve  2  f. 
— ,  einhüllende  77. 
— ,  konsekutive  77. 
Kurvenbüschel  86. 
Kurvenschar  54,  75. 

Ladestrom  490. 

Lagrange  340,  449. 

Lagrangescho   Differentialgleichung 

153. 
Längsdehnung  128. 
Längsschwingungen  285. 
Laplace  339,  342,  348,  386. 
Legendre  178,  374,  384. 
Leitkurve  32. 
Leiter  358,  391. 
Leuchttürme  294. 
Limes  17. 

Linearplanimeter  34. 
Linie,  elastische  99,  123. 
Linienintegral  452  f. 
Logarithmenfreiheit  224. 


Logarithmus  3  f. 

Lorenz.  H.  424,  465,  Anm.   M,  •), 

'»),  •»),  '•).  '»).  *»),  "). 
Lösungen,  partikuläre  132. 

Maclaurin  140  f.,  209. 
Mader  Anm.  ^o»). 
Mannigfaltigkeit  54. 
Markoff,  Anm.  *•). 
Maser,  Anm.  ^*). 
Masse  104. 

Massenanziehung  339. 
Massenverteilung,  kontinuierliche 

343,  348. 
Maximum  3,  11,  20  f. 
Maxwellsche  Gleichungen  474  f. 
Meißner  Anm.  ^'). 
Membran  305. 
Membranschwingungen  299. 
Meridian  369. 
Michelson,  Anm.  ^ö*). 
Mie,  Anm.  •*). 
Minimum  3,  11,  20,  426. 
Mittelwertsatz  22,  256. 
Modul  174. 
Momentenfläche  103. 
Momentenintegrator  38  f. 
Momentenplanimeter  28  f. 
Moment,  statisches  152. 
Morin,  H.  de,  Anm.  *). 
Mnffengewicht  230. 

Neigungswinkel  einer  Planetenbahn 

237. 
Neumann,  F.,  Anm.  ••). 
Newton  435. 
Niveaulinie  335. 
Nordpol  369. 
Normalform  212. 
Normalspannung  100,  403. 
NuUpunkt  2. 
NullsteUe  2. 

Oberflächenbedingung  322, 408»  411. 
Oberflächen,  freie  437  f. 
Oberflächenkräfte  409. 
Oberflächen,  unfreie  437  f. 
Obertöne  274. 
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Oktave  274. 
Ohm  70. 
Ölbremse  232. 
Ordinate  2  f. 

Parallelkreis  369. 
Parameter  240. 
Parameterdarstellung  4,  193. 
Pendelgleichung  169. 
Pendelwinke]  185. 
Perihel  241  ff. 
Periheldurchgang  244. 
Perihelwinkel  240,  244. 
Periode  108,  424. 
Periodengleichung    273,    292,    424, 

513. 
Permeabilität  473. 
Phasenverschiebung  74,  108. 
Planet  235,  237. 
Planimeter  27  ff . 
Platte,  kreisförmige  131. 
Pleuelstange  151. 
Poincar^,  Anm.  "). 
Poisson  339. 

Poissonsche  Konstante  132. 
Pol  einer  Funktion  3. 
Pol  eines  Seilecks  89. 
Polarisation  470  f. 
Polarkoordinaten    238,    305,    368, 

370  f. 
Polarplanimeter  33  f. 
Poldistanz  369. 

Pöschl  und  V.  Terzaghi,  Anm.  «•). 
Potential  340,  345  ff.,  440. 
— ,  elektromagnetisches  513  f. 
Potentialverteilung  347. 
Potenzreihenentwicklung  307. 
Produkt,  unendliches  4. 
Profilradius  54  f. 
Prümm,  Anm.  *•). 

Quadrant  1. 
Quadratur  10. 
Querkontraktion  128. 
Quorkraftfläche  103. 

Radakovic,  Anm.  '"). 
Eadialbeschleunigung  239. 


Radialgeschwindigkeit  459. 
Radialdehnung  127. 
Radialspannung  131. 
Radialturbine  465. 
Radialwirbel  461. 
Radiusvektor  238  f.,  241. 
Randbedingung    (s.    auch    Grenz- 
bedingung) 311,  359  t. 
Randwertaufgabe  359,  395. 
Raumpotentiale  357. 
Rayleigh  293,  Anm.  *'). 
Reaktanz  74. 
Reflexion  511. 
Reguhitor  230  f. 
Reibung  435. 
Reibungsarbeit  54. 
Reihe  208. 

Reihenentwicklung  72,  209,  221. 
Reihenmethode  361. 
Reißner,  Anm.  **). 
RelativbewQgung  236. 
Ribi^re,  Anm.  "). 
Richtungstangens  20,  114. 
Riemann  305,  Anm.  •»),  '»). 
Riemann-Weber,  Anm.  «),  •»),  ••), 

•*),  '")>  "),  ••). 
Ringspannung  206. 
Ringwirbel  461. 
Ritz  424,  Anm.  "). 
Rössler,  Anm.  *•). 
Rohr,  dickwandiges  126. 
Rolle,  gleitende  31  f. 
— ,  Satz  von  22. 
— ,  scharfkantige  25  f.,  164. 
Routh,  Anm.  **). 
Runge  135  ff.,  Anm.  •»). 

Saint- Venant  64 f.' 
Saite,  schwingende  270. 
Satz,  Fourierscher  402. 
Schaf  hei  tlin,  Anm.  **). 
Schallbewegung  412. 
Schepp,  Anm.  **). 
Schiffsschwingungen  294. 
Schlömilch,  Anm.  ^). 
Schubmodul  408. 
Schubspannung  100. 
Schubspannungspaar  404. 
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Schwingung  420. 

— ,  harmonische  424. 

— ,  kleine  87,  233. 

Schwingungsdauer  414,  507. 

SchwingungsYorgang  274. 

SchwingnngBzahl  424. 

Schwungkugehi  230  f. 

Schwungrad  151. 

Sehnentrapez  142,  145. 

Seileck  91. 

Seilkurve  87. 

Seilkurvenoperation  298. 

Seilpolygon  89. 

Seibetinduktion  70  f.,   490  f.,    517, 

519. 
Simpeonsche  N&herung  162. 
-  Regel  145  f. 

Sinusamplitude  178,  180,  185. 
Skalar  470. 
Skineffekt  513. 
Slaby,  R.  Anm.  ^), 
Sohlengefälle  56. 
Sommerfeld,  Anm.  "). 
Sonne  235. 

Spannung,  elektrische  489. 
Spannungsellipsoid  411. 
Spannimgszustand  408. 
Spiegelgefälle  56 
Spiegelkurve  54,  59f 
Stab-Endtemperatur  325. 
Stabschwingungen  285. 
Stationär  334. 
Staukurve  54,  61. 
Stegemann-Kiepert,  Anm.  '). 
Stokes,  Integralsatz  von,  452  f. 
Störungagebiet,  elektrisches,  481  f. 
Störungsfunktion  131,  163. 
Stratton,  Anm.  ^**). 
Stromfaden  456. 
Stromfunktion  464. 
Stromlinie  355,  337,  456. 
Stromstärke  489. 
Substitution  126,  129  ff.,  191,  208, 

220. 
Substitutionsmethode  69. 
Summe,  unendliche  4. 
Summierung,  graphische  4  ff. 
System,  simultanes  227  f. 


Tangens,  hyperbolischer  121. 

Tangente  19. 

Tangentenfunktion,  hyperbolische 
187. 

Tangententrapez    144  f.,   146,   159. 

Tangententrapeznäherung  161. 

Tangentialdehnnng  127. 

Tangentialdruckdiagramm  158. 

Tangentialgeschwindigkeit  459. 

Tangentialkraft,  effektive  158. 

Tangentialkraftmoment  156. 

Taylor  209. 

Taylorscher  Lehrsatz  143. 

Temperatur  253,  316. 

Tensor  470. 

Terzaghi,  v.  (s.  Pöschl). 

Thermodynamik  433. 

Thiem,  Anm.  "). 

Ton  424. 

Torsionsschwingungen  287. 

Trägheitsmoment  101,  151. 

Trägheitsmomentplanimeter  29  f. 

Tramer  Anm.  ^). 

Transformation    des    Koordinaten- 
systems 115. 

Turbinentheorie 
465  f. 
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Umlauf  sinn  2. 
Umlaufzeit  241. 

Yariabele  2  f.,  254. 

Variabein,  Trennung  der  66. 

Variation  426. 

—  der  Konstanten  197. 

Vektor  364,  455,  469. 

Verschiebung,  elastische  405. 

— ,  dielektrische,  magnetische  472f. 

Verschiebungsstrom  473  f. 

Vollkugel  346,  419. 

Wärmeleitfähigkeit  317. 
Wärmeleitung  316,  319,  433. 
— ,  nichtstationäre  317  f. 
— ,  stationäre  317. 
Wärme,  spezifische  433. 
Wagner,  K.  W.,  Anm.  »»). 
Wallenberg,  Anm.  *•). 
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Wasserbehälter  203  f. 
Weber,  E.  v.,  Anm.  "). 
Wechselstrom  70,  487  f.,  511. 
Welle,  elektromagnetische  477  fi. 
— ,  longitadinale,  transversale  412. 
Wellenlange  414,  507. 
Widerstand,  Ohmscher  71. 
— ,  scheinbarer  73. 
— ,  elektrischer  486. 
Wildbach  65. 
Winkelfunktion  4. 
Winkelgeschwindigkeit  434. 
Wirbel455f.,  461,  463. 
Wirbelfaden  467. 
Wirbelfläche  458. 
Wirbelfreiheit  334,  434. 


Wirbelkomponenten  434, 454  f.,  461, 

463. 
Wirbellinien  456. 
Wirbelmoment  467. 
Wirbelvektor  465. 
Wurzelgruppe  218,  221. 
Wurzel,  konjugierte  201. 
Wiu'zeln,  mehrfache  218. 

Zähigkeitskoeffizient  435. 
Zeit  104. 

ZentralbewQgung  234. 
Zustandsgieichung  433. 
Zylinderfunktion  398. 
Zylinderkoordinaten    398,      458  f., 
483. 


Verlag  von  Julius  Springer  in  Berlin. 

Technische  Schwingungslehre. 

EinfüliruDg  in  die  Untersuchung  der  für  den  Inaenieur  wichtigsten  peri- 
odischen   Vorgänge  aus  der  Mechanik  starrer,  äastischer,  flüssiger  und 
gasförmiger  Körper  sowie  aus  der  Elektrizitätslehre. 
Von 
Dr.  Wilhelm  Hort,  Dipl.-lng. 
Mit  87  Textfiguren,   —   Preis  M.  5,60;  in  Leinwand  gebunden  M.  6,40. 

iDgenienr-Mathematik.  Lehrbuch  der  höheren  Mathematik  für 
die  technischen  Berufe.  Von  Dr.-Ing.  Dr.  phil.  Heinz  Egeier,  Diplom- 
Ingenieur,  vorm.  Prof.  für  Ingenieur-Mechanik  und  Material-Prüfung 
an  der  Technischen  Hochschule  Drontheim.  I.  Band:  Niedere  Algebra 
und  Analysis.  —  Lineare  Gebilde  der  Ebene  und  des  Raumes  in 
analytischer  und  vektorieller  Behandlung.  —  Kegelschnitte.  Mit  320 
Textabbildungen  und  575  vollständig  gelösten  Beispielen  und  Aufgaben. 

In  Leinwand  gebunden  Preis  M.  12, — . 

Differential-   und   Integralrechnung   (Infinitesimalrechnung). 

Für  Ingenieure,  insbesondere  auch  zum  Selbststudium.  Von  Dr. 
W.  Koester,  Dipl.-lng.,  Burgdorf,  und  Dr.  M.  Tramer,  Zürich. 
Erster  Teil:  Grundlagen.     Mit  221  Textfiguren  und  2  Tafeln. 

Preis  M.  13, — ;  in  Leinwand  gebunden  M.  14, — . 

Einfuhrung  in  die  Differential-  und  Integralrechnung 
nebst  Differentialgleichungen.   Von  Dr.  F.  l.  KoUrausch, 

Dozent  der  Ausbildungskurse  am  Kaiserl.  Telegraphen -Versuchsamt 
Berlin.     Mit  100  Textfiguren  und  200  Aufgaben. 

Preis  M.  6, — ;  in  Leinwand  gebunden  M.  6,80. 

Lehrbuch  der  Mathematik.  Für  mittlere  technische  Fachschulen 
der  Maschinenindustrie.  Von  Dr.  phil.  B.  Neuendorfl,  Oberlehrer 
an  der  Kgl.  höheren  Schiff-  und  Maschinenbauschule,  Privatdozent 
an   der  Universität  in   Kiel.     Mit  245  Textfiguren  und    einer   Tafel. 

In  Leinwand  gebunden  Preis  M.  5, — . 

Höhere  Mathematik  für  Studierende  der  Chemie  und 

Physik   und  verwandter  Wissensgebiete.     Von  J.  W«  Mellor.     In 

freier  Bearbeitung  der  zweiten  englischen  Ausgabe  herausgegeben 
von  Dr.  Alfred  Wogrinz  und  Dr.  Arthur  Szarvassi.  Mit  109 
Textfiguren.  Preis  M.  8, — . 

Einführung    in    die    Mathematik    für    Biologen    und 

Chemiker.    Von  Prof.  Dr.  Leottor  Michaelis.    Mit  96  Textfiguren. 
Preis  M.  7, — ;  in  Leiiiwaad  gebunden  M.  7,80. 

Trigonometrie  für  Maschinenbauer  und  Elektro- 
techniker. Ein  Lehr-  und  Aufgabenbuch  für  den  Unterricht  und 
zum  Selbststudium.  Von  Dr.  AdoU  Heß,  Professor  am  Kantonalen 
Technikum  in  Winterthur.     Mit  112  Textfiguren. 

In  Leinwand  gebunden  Preis  M.  2,80. 


Zu  beziehen  durch  jede  Buchhandlung. 


Verlag  von  Julius  Springer  in  Berlin. 


Planimetrie  mit  einem  Abriß  über  die  Kegelschnitte.  Ein  Lehr-  und 
Übungsbuch  zum  Gebrauch  an  technischen  Mittelschulen  sowie  zum. 
Selbstunterricht.  Von  Dr.  Adolf  Heß,  Professor  am  Kantonalen  Techni- 
kum in  Winterthur.    Mit  211  Textfig.     In  Leinw.  geb.  Preis  M.  2,80. 

ElemeDtarmechanik  für  Maschinentechniker.    Von   DijpL- 

Ing.  R.  Vogdt,  Oberlehrer  an  der  Maschinenbauschule  in  Essen  (Ruhr), 
Regierungsbaumeister  a.  D.     Mit  154  Textfiguren. 

In  Leinwand  gebunden  Preis  M.  2,80- 

Anfgaben  aus  der  technischen  Mechanik.    Von  Professw 

Ferdinand  Wittenbauer,  Graz. 

I.  Band:  Allgemeiner  Teil.    Dritte,  vermehrte  und  verbesserte 
Auflage.     816  Aufgaben  nebst  Lösungen.     Mit  610  Textfignren. 

In  Leinwand  gebunden  Preis  M.  6,40. 

IL  Band:  Festigkeitslehre.   591  Aufgaben  nebst  Lösungen  und 

einer  Formelsammlung.    Zweite,  verbesserte  Auflage.    Mit  490  Teact- 

figuren.  Preis  M.  6, — ;   in  Leinwand  gebunden  M.  6,80. 

III.  Band :   Flüssigkeiten  und  Gase.     504  Aufgaben   nebst   IjO- 

sungen  und  einer  Formelsammlung.     Mit  347  Textfiguren. 

Preis  M.  6, — ;  in  Leinwand  gebunden  M.  6,80. 

Festigkeitslehre    nebst  Aufgaben    aus  dem  Maschinenbau  und   der 
Baukonstruktion.    Ein  Lehrbuch  für  Maschinenbauschulen  und  andere  , 
technische    Lehranstalten    sowie    zum    Selbstunterricht    und    für    die 
Praxis.    Von  Ernst  Wehnert^  Ingenieur  und  Oberlehrer  an  der  St&dt. 
Gewerbe-  und  Maschinenbauschule  in  Leipzig. 

I.Band:  Einführung  in  die  Festigkeitslehre.    Zweite,  Acrbes.serte 
und  vermehrte  Auflage.     Mit  247  Textfiguren. 

In  Leinwand  gebunden  Preis  M.  6, — . 

II.  Band:  Zusammengesetzte  Festigkeitslehre.    Mit  142  Textfiguren. 

In  Leinwand   gebunden  Preis  M.  7, — . 

Ed.  Autenrieth,  Technische  Mechanik.    Ein  Lehrbuch   der 

Statik  und  Dynamik  für  Maschinen-  und  Bauingenieure.  Zweite 
Auflage.  Neu  'l)earbeitet  von  Prof.  Dr.-Ing.  Max  Ensslin  in  Stuttgart. 
Mit  297  Textfiguren.  In  Leinwand  gebunden  Preis  M.  IS, — . 

Elastizität  nnd  Festigkeit.  Die  für  die  Technik  wichtigsten 
Sätze  und  deren  erfahruugsmäßige  Grundlage.  Von  Dr.-Ing.  C.  Bach, 
Kgl.  Württ.  Baudirektor,  Prof.  des  Ma.scliineuingenieurwesens  a.  d. 
Kgl.  Techn.  Hochschule  Stuttgart.  Sechste,  vennehrte  Auflage. 
Unter  Mitwirkung  von  Prof.  R.  Baumann  an  der  Kgl.  Techn.  Hoch- 
schule Stuttgart.  Mit  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen  und  20 
Tafeln  in  lächtdruck.  In  Leinwand  gebunden  Preis  M.  20, — . 

Taschenbuch  für  den  Maschinenbau. 

Bearbeitet  von 
Ing.  H.  Dubbel-Berlin,  Dr.  ü.  Glage-Berlin,  Dipl.-Ing.  W.  G ruh l-Berlin,  Dipl. - 
Ing.  R.  Hänchen-Berlin.Ing.  O.  Heinrich-Berlin, Dipl.-Ing.  M.  Krause -Berlin, 
Ing.  E.  Toussaint-Berlin,   Dipl.-Ing.  H.  Winkel-Berlin,  Dr.-Ing.  K.  Wolterp- 

Berlin. 

Herausgegeben  von 

Ing.  H.  Dubbel,  Berlin. 

1494  Seiton  mit  2448  Toxtfigui*en  und  4  Tafeln. 

Zwei  Teile.  —  In  englisch  liCineu  gebunden. 

In    einem  Bande  Preis  M.  16, — ;   in  zwei  Bänden  Preis  M.  17, — . 


Zu  beziehen  durch  jede  Buchhandlung. 
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